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Stieve,  Fei.,  Ghurfürst  Maximilian  I.  von  Bayern.  Festrede  z. Vorfeier  des 
Allerh.  Geburts-  u.  Namensfestes  S.  M.  Ludwigs  II.  Königs  v.  Bayern 
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gehalten  in   der  öffentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  am 
29.  Jali  1882.  München  1882. 

Wölfflin,  Eda.,  Gedächtnissrede  auf  Karl  v.  Halm,  gehalten  in  d.  öffentl. 
Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  zur  Feier  ihres  424.  Stiftungs- 
tages am  28.  Mttrz  1883.  München  1883. 

Vierundzwanzigste  Plenarversammlung  der  histor.  Commission  bei  der  k. 
bayer.  Akad.  d.Wissensch.  Bericht  des  Secretariats.  München  1883. 

Die  historische  Commission  bei  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  1858 — 
1883.  Eine  Denkschrift.  München  1883. 

Meteorologische  und  magnetische  Beobachtungen  der  k.  Sternwarte  bei 

München.  Jahrg.  1882.  München  1883. 
Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 

Bd.  29,  aus  d.  J.  1882.  Göttingen  1882. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusts-Universität  aus  d.  J.  1882.  Göttingen  d.  J. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch.  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  S  c h  ö  n  w ä  1  d e r.  Bd.  58.  Bd.  59, 
H.  1.  Görlitz  1882.  83. 

Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.  Redig.  v.V.  Böhmert. 
Jahrg.  28  (1882),  H.  1—4.  Jahrg.  29  (1883),  H.  1.  2.  Dresden  1883. 

Jahrbuch  des  k.  sächsischen  meteorologischen  Institutes.  1883,  LieL  1. 
Leipzig  1883. 

Dekadenbericht  des  k.  sächsischen  meteorologischen  Institutes.  1883, 
No.  24—31. 

Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  18,  H.  1 — 8.  Leip- 
zig 1883. 

Auwers,  A. ,  Mittlere  Oerter  von  83  südlichen  Sternen  für  1875.0  zur 
Fortsetzung  d.  Fundamental-Gatalogs  f.  d.  Zonen-Beobachtungen  d. 
astronom.  Gesellschaft.  Publication  d.  astronom.  Gesellsch.  XVII. 
Leipzig  1888. 

Sitzungsberichte  der  Naturförschenden  Gesellschaft  zu  Leipzig.  Jahrg.  IX 
(1882).  Leipzig  1883. 

Codex  diplomaticus  Saxoniae  Regiae.  Im  Auftrag  der  kgl.  Sachs.  Staats- 
regierung herausg.  von  0.  Posse  und  H.  Ermisch.  U.  Haupt- 
theil,  Bd.  7  (Urkundenhuch  der  Städte  Kamenz  und  Löbau,  herausg. 
von  H.  Knothe.  Bd.  12  (Urkundenhuch  d.  Stadt  Freiberg  in  Sachsen, 
herausg.  von  H.  Ermisch.  Bd.  1).  Leipzig  1883. 

Kgl.  Sächsisches  Polytechnikum  zu  Dresden.  Ergänzung  zumProgramm  f.d. 
Studienjahr  1882/83,  enthalt,  d.  Verzeichniss  d.  Vorlesungen  f.  d. 
Sommersem.  1883.  —  Programm  f.  d.  Studienjahr,  bezieh.  Winter- 
sem. 1883/84.  —  Regulativ  für  die  Diplomprüfungen  am  K.  Poly- 
technikum. Dresden  1883. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur- u.  Heilkunde  in  Dresden.  Sitzungs- 
periode 1882—83.  Dresden  1883. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft 
Isis  in  Dresden.  Herausg.  v.  C.  Bley.  Jahrg.  1882,  Juli — Dec.  Jahrg. 
1883^  Jan. — ^Juni.  Dresden  1883. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  1882  —  Juli 
188S.  Meissen  1883. 
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Bericht  über  die  im  Jahr  4  882  den  Herzogl.  Sammlungen  zugegangenen 

Geschenke.  Gotha  4  883. 
Pertsch,  Wilh.,  Die  arabischen  Handschriften  der  Herzogl.  Bibliothek  zn 

Gotha.    Auf  Befehl  S.  H.  des  Herzogs  Ernst  IL  von  Sachsen-Goburg- 

Gotha  verzeichnet.  Bd.  4,  H.  2.  Gotha  4883. 
Zuwachs  der  Grossherzogl.  Bibliothek  zu  Weimar  in  d.  Jahren  4884  u.  4882. 

Weimar  4  883. 
Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.    Jahrg.  XV, 

No.  48.  49.  Jahrg.  XVI,  No.  4-47.  Berlin  4882.  83. 

Furtwängler,  A.,  Der  Goldfand  von  Vettersfelde.  43.  Programm  zum 
Winckelmannsfeste  der  Archaeologischen  Gesellschaft  zu  Berlin. 
Berlin  4  883. 

Pablicationen  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Bd.  3. 
Potsdam  4888. 

Sechxigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vaterländische 
Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten  und  Verände- 
rungen der  Gesellschaft  im  J.  4  882.  Breslau  4  888. 

Nova  Acta  Academiae  Carolinae  Leopoldinae  Caesareae  German.  naturae 
curiosorum.  T.  44.  Halis  4888. 

Leopoldina.  Amtliches  Organ  der  kais.  leopoldlnisch-carolinisch-deutschen 
Akademie  der  Naturforscher.  Heft  XVIII,  No.  23.24.  Heft  XIX, 
No.  4—20.  Halle  4883. 

Abhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  45,  H.2 — 4. 
Bd.  46,   H.  4.   Halle  4884—83. 

Bericht  über  die  Sitzungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle  im 
J.  4880.  4884.  4882. 

Zeitschrift  f.  d.  gesammten  Naturwissenschaften,  redig.  von  C.  G.  Giebel. 
Dritte  Folge.  4884.  Bd.  6  (der  ganzen  Reihe  54.  Bd.).  Berlin  4 884.  — 
Zeitschyft  für  Naturwissenschaften.  Originalabbandlungen  u.  Be- 
richte. Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in 
Halle.  4.  Folge  (Fortsetzung  d.  Zeitschrift  f.  d.  gesammten  Natur- 
wiss.), Bd.  4,  4882  (d.  ganzen  Reihe  55.  Bd.).  Bd.  2,  4883  (d.  ganzen 
Reihe  56.  Bd.),  H.  4—4.  Berlin  u.  Halle  4  882.  83. 

Schriften  der  Universität  zu  Kiel  aus  d.  J.  4  884/82.  Bd.  28.  Kiel  4882.  — 
Chronik  d.  Universität  Kiel  4882;  Verzcichniss  d.  Vorles.,  Winter 
4882/83,  Sommer  4  883;  Personalverz.  Sommer  4  882,  Wint.  4  882/88. 
Blass,  De  Gemino  et  Posidonio.  D er s.,  Einiges  a.  d.  Geschichte 
d.  Astronomie  im  Alterlhum.  4  7  Inaug.-Dissertationen. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 

physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 

Jahrg.  4882,  Hea  4—9.  Berlin  4883. 
Vierter  Bericht  der  Commission  zur  wissenschaftlichen  Untersuchung  der 

deutschen  Meere  in  Kiel,  für  die  Jahre  4877—84.  Jahrg.  VII — ^XI. 

Abth.  2.  Berlin  4883. 
Schriften  der  physikal.-ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg.  Jahrg. 

23  (4882),  Abth.  4.  2.  Königsberg  4882.  83. 

Beiträge  zur  Naturkunde  Preussens.  Hrsg.  von  der  K.  physikal. -ökono- 
mischen Gesellschaft  zu  Königsbei^.  4 — 5.  Königsberg  4868 — 82. 

34.  u.  82.  Jahresbericht  der  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Hannover  f. 
d.  Geschäftsjahre  4  880 — 82.  Hannover  4883. 
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Jahresbericht  des  physikal.  Vereins  zu  Frankfurt  a.  M.  für  das  Rechnungs- 

jähr  4881—4882.  Frankfurt  a.  M.  4883. 
Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthumsfreunden  im  Rheinlande.  U.73 — 75. 

Bonn  4889.  88. 
4  0.  Jahresbericht  des  Westfölischen  Pro vinzial- Vereins  für  Wissenschaft  u. 

Kunst  pro  4  884.  44.  Jahresbericht  pro  4882.  Münster  4882.  8S. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicinischen  Societät  in  Erlangen.  Heft  4  4 
(Nov.  4884— Aug.  4882}.   Erlangen  4882. 

Jahresbericht  der  naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  4882.  Nürn- 
berg 4888. 

Anzeiger  für  Kunde  der  deutschen  Vorzeit.  Organ  des  Germanischen  Mu- 
seums. N.  F.  Jahrg.  29.  Nürnberg  4882.  —  28.  Jahresbericht  des 
Germanischen  Nationalmuseums.] 

Festschrift  zur  dritten  Säcularfeier  der  Alma  Julia  Maximiliana  gewidmet 
von  der  Mediciniscben  Facultät  Würzburg.  Bd.  4 .  2.  Leipzig  4  882. 

Verzeichniss  d.  Vorlesungen  welche  an  der  K.  Bayer.  Julius-Maximilians- 
Universität  zu  Würzburg  im  Sommer-Sem.  4  883  gehalten  werden. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  Jahrg. 
4  882.  Würzburg  4882. 

Verhandlungen  der  physikal.- medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  4  7.  Würzburg  4883. 

Württembergische  Vierteljahrshefte  für  Landesgeschichte.  Herausg.  von 
d.  Kgl.  Statist.-topogr.  Bureau.  Jahrg.  5  (4882),  H.  4—4.  Stuttgart 
4882. 

24 .  und  22.  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heil- 
kunde. Giessen  4  882.  83. 

22.  und  23.  Bericht  über  die  Thätigkeit  des  Offenbacher  Vereins  für  Natur- 
kunde in  d.  Vereinsjahren  4880 — 82.  Offenbach  4883. 

Verhandlungen  des  naturhistor.-medicin.  Vereins  zu  Heidelberg.    N.  F. 

Bd.  3,  H.  2.  Heidelberg  4  882. 
Verhandlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  in  Lin- 

thal  d.  4  4 — 43.  Sept.  4882  (65.  Jahresversammlung).  Jahresbericht 

4  884/82.  Glarus  4882. 
Archives  des  sciences  physiques  et  naturelles,  Nov.  4882:  Compte-rendu 

des  travaux  prösent^s  ä  la  65.  session  de  la  Sociötö  Helvötique  des 

sciences  naturelles  röunie  ä  Linthal  les  4  4 — 13.  sept.  4  882.    Gen^ve 

4  882. 

Neue  Denkschriften  der  allgemeinen  Schweiz.  Gesellschaft  f.  die  gesammten 
Naturwissenschaften.  Bd.  28,  Abtb.  3.  Basel  4883. 

Mittheüungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  4  882. 
H.4.2  (No.  4 030—4 056).  4  883,  H.  4  (No.  4  057— 4  063).  Bern  4882.  83. 

Elfter  u.  Zwölfter  Jahresbericht  der  historisch-antiquarischen  Gesellschaft 

von  Graubünden.  Jahrg.  4884.  4882.  Chur  d.  J. 
Jahresbericht  d.  naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F.  Jahrg. 

26.  Vereinsjahr  4884/82.  Chur  4888. 

Mömoires  de  la  Soci6t6  de  physique  et  d'histoire  naturelle  de  Gen^ve. 

T.  XXVni,  P.  4.  Genöve  4882—83. 
Bulletin  des  travaux  de  la  Soci^td  Murithienne  du  Valais.    Ann6es  4884 
et  4882.  Fase.  44.  Neuchatel  4883. 
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Verfaandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
DeelXV.  Amsterdam  4  883.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  Deel  XXII. 
Amsterdam  4883. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. II.  Reeks,  Deel  44.  Amsterdam  4882.  Afdeel.  Natuurkunde. 

II,  ReekSi  Deel  4  7.  Amsterdam  4882.  —  Naam-  en  zaakregister  op 
de  Versl.  en  Meded.,  Afd.  Letterk.,  D.  4^42.  Amsterdam  4882. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 

4884. 
Processen- verbaal  van  de  gewone  Vergaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
tensch. te  Amsterdam.  Afdeel.  Natuurkunde.  Mei  4884— > April 4 882. 
Esse  Iva,  Petr. ,    Tobiae  junioris  peregrinatio.    Carmen  praemio  aureo 

ornatum  in  certamine  poetico  Hoeufftiano.    Acced.   duo  carmina 

laudata.  Amstelod.  4882. 
Nederlandsch   kruidkundig  Archief.      Verslagen  en  Mededeelingen    der 

Nederlandsche   botanische   Vereeniging.    Ser.  II.    Deel  4,    St.  4. 

Nijmegen  4883. 
Catalogus  der  bibliotheek  van  de  Nederlandsche  botanische  Vereeniging. 

Nijmegen  4883. 
Qaestions  mises   au  coocours  par  la  Soci^t^  des  arts  et  des  sciences 

stabile  ä  Utrecht,  4883. 
Berigten  van  het  Historisch  Genootschap  te  Utrecht.  Deel  I,  St.  4.2.  II,  4. 

III,  4.2.  V,  4.  2.  VI  (II.  Ser.,  4),  4.  2.  VII,  4.  2.  Utrecht  4846—63. 

Kronijk  ^'an  het  Historisch  Genootschap  te  Utrecht.  Jaarg.  2  (4846)— 5  (4849). 
6—40  (=11.  Serie).  44—45  (III. Ser.,  4—5).  46—20  (IV.Ser.,  4—5). 
24—25  (V.  Ser.,  4—5).  26—34  (VI.  Ser.,  4—6).  Utrecht  4846—76. 
—  Register  v.  Jaarg.  4846—54,  Deel  4.  2.  Utrecht  4  857. 

Codex  diplomaticus  Neerlandicus.  üitgeg.  door  het  Historisch  Genootschap 
gevestigd  te  Utrecht.  Deel  1,  Afl.  4.  2.  II.  Ser.,  Deel  II,  4.  2.  III,  4. 2. 

IV,  4.2.  V.  VI.  Utrecht  4848—63. 

Register  op  de  onderwerpen  behandeld  in  de  Kronijk,  Berichten  en  den 

Codex  diplomaticus,  uitgeg.   door  het  Historisch  Genootschap  te 

Utrecht.  Utrecht  4  877. 
Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.  S.  4 — 26. 

27.  27»>.  28—35.  Utrecht  4864—83. 
Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 

Utrecht.  Deel  4— 6.  Utrecht  4  878— 83. 

KatalogQS  der  boekerij  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht. 
3.  uitgave.  Utrecht  4872.  —  Supplement-Katalogus  der  derde  uitgave. 
Utrecht  4  882. 

Geer,  Jhr.  Mr.  B.  J.  L.  de.  De  Strijd  der  Friezen  en  Franken.  Eene  voor- 
lezing.  Uitgeg.  door  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht. 
Utrecht  4850. 

Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche 
Hoogeschooi.  Uitg.  door  F.  C.  Donders  en  Th.  W.  Engel- 
mann.  3.  Reeks,  VIII.  Utrecht  4883. 

Archives  näerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Sociötö  HoUandaise  des  sciences  h  Harlem.  T.  47,  Livr.  3—5. 
T.  48,  Livr.  4.  Harlem  4  882.  83. 

Archives  du  Musöe  Teyler.  S^r.  li,  P.  3.  Harlem  4882. 


Sande  Bakhuyzen,  H.  G.  v.  d.,  Gatalogus  van  de  boeken  aanwezig  io 
de  bibliotbeek  der  Sterreowacbt  te  Leiden.  Suppl.  I:  1877—4.  Jan. 
4879.  II :  4879—4.  Juli  488i  (Bijvoegsel  bij  de  Annalen  der  Sterren- 
wacht}.  's  Gravenbage  4884.  82. 

Programme  de  la  Sociätö  Batave  de  philosopbie  expörimeniale  de  Rotter- 
dam, 4  882. 
Recueil  des  m^moires  et  des  travaux  publi6s  par  ia  Sociötä  Botanique  du 

Grand-Ducbö  de  Luxembourg.  No.  6 — 8. 4  880—82.  Luxembourg  4882. 
Annuaire  de  TAcad^mie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 

Belgique.  4882  (Ann^e  XLVIII).  4883  (Ann^e  XLIX).   Bruxelles  d.  J. 
Bulletins  de  TAcadömie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 

Belgique.  Annöe  50  (4884),  S.S^r.  T.  4.  2.  Annäe  54  (4882),  3.  S6r. 

T.  3.  4.   Annöe  52  (4883),  8.  S6r.  T.  5.    Bruxelles  d.  J.  —  Tables 

gönörales  du  recueil  des  Bulletins,  II.  S^r.   T.  24 — 50  (4867 — 80). 

Bruxelles  4883. 
Mömoires  de  l'Acad.  R.  des  sciences,   des   lettres  et  des  beaux-arts  de 

Belgique.  T.  43,  P.  2.  T.  44.  Bruxelles  4  882. 
M^moires  couronn^s  et  autres  M^moires  publ.  p.  l'Acad^mie  R.  des  scien- 
ces, des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.    Collection  in-80. 

T.  34.  38—35.  Bruxelles  4884—83. 
Mömoires  couronn^s  et  M^moires  des  savants  ötrangers,  publ.  p.  l'Acad. 

R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.    T.  44. 

Bruxelles  4  882. 
Annales  de  la  Sociöt^  entomologique  de  Belgique.  T.  26.  Bruxelles  4  882. 
Bullettino  dell' Institute  di  corrispondenza  archeologica  per  Tanne  4882, 

No.  4  4.  42  [und  Elenco  de'  participanti  alla  fine  dell'  anno  4  882). 

4883,  No.  4—44.  Roma  4883. 
Atti  della  R.  Accademia  de'  Lincei.    Anno  CCLXXIV  (1876—77),   Ser.  11, 

Vol.  8.  Roma  4883.  —  Memorie  della  classe  di  scienze  fisicbe,  matem. 

e  naturali.  Anno  CCLXXIX  (4  884— 82),  Ser.  III,  Vol.  44— 43.  Roma 

4  882.  —  Transunti   Ser.  III.  Vol.  7,  Fase.  4—45.  Roma  4882.  83. 
.Memorie  del  R.  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.    Classe  di  scienze 

matem.  e  naturali.  Vol.  4  4  (Ser.  III,  Vol.  5),  Fase.  3.    Milano  4884. 
Reale  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  11,  Vol.  44. 

—  Programma  dei  concorsi  ai  premj  proposti  4882. 
Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XVIII,  Disp.  4—7. 

Torino  4882.  83. 
Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.    Ser.  II,    T.  34. 

Torino  4888. 
Bollettino  meteorologico  ed  astronomico  dell'  Osservatorio  della  R.  Univer- 

sitä  di  Torino.  Anno  XVII  (4  882).  Parte  meteorologica.  Torino  4883. 
Annali  della  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Vol.  6  (Scienze  fisicbe  e 

matem..  Vol.  3).  Pisa  4883. 
Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 

VoL  3,  adunanza  del  4.  Luglio  4  883. 
Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Ser.  V.  T.  7,  Disp.  4  0. 

T.  8,  Disp.  4—4  0.  Ser.  VI.  T.  4,  Disp.  4—3.  Venezia  4880—83. 
Rowland,  Enr.  A.,  Relazione  critica  sulle  varie  determinazioni  dell'  equi- 
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P.  Kleiiii  lieber  gewisse  Differentialgleichungen  dritter  Ord- 
nung*), 

Die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hat  bekanntlich 
einen  doppelten  Eingang,  indem  man  entweder  mit  den  dop- 
pellperiodischen  Functionen  oder  mit  den  Integralen 
heginnen  kann.  Genau  dasselbe  gilt  von  gewissen  neueren 
fuoctionentheoretischen  Untersuchungen ,  auf  die  ich  mich  hier 
zu  beziehen  habe.  Einmal  handelt  es  sich  dabei  um  solche 
Functionen  z  einer  Unabhängigen  r],  welche  ungeandert  bleiben, 
wenn  man  i;  einem  gewissen  discontinuirlichen  Systeme  linearer 
Substitutionen  unterwirft  ^J ;  das  andere  Mal  mag  man  das  ein- 
zelne s  als  independente  Variable  betrachten  und  »;  durch  die 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung  deiiniren,  der  es  in  Bezug 
auf  js  genügt.  Diese  Differentialgleichung  hat  die  tlbrigens 
wohlbekannte  Gestalt : 

') :f-l(?r=AW, 

die  dadurch  definirt  ist,  dass  sich  die  allgemeine  Losung  aus  einer 
beliebigen  Particularlösung  rj  als   willkürliche  lineare  Function 

^*l — d  2*^sammensetzt.  Der  so  bezeichnete  Zusammenhang 
zwischeii  allgemeiner  und  particulürer  Lösung  überträgt  sich 
natürlich  auf  die  verschiedenen  Zweige  einer  und  derselben 
i;-FuDCtion.  Lässt  man  also  z  in  seinem  complexen  Gebiete 
einen  geschlossenen  Weg  beschreiben,  d.  h.  einen  solchen  Weg, 
bei  dem  a  selber,  wie  auch  f{z]j  die  rechte  Seite  von  (1),  ihren 
ursprünglichen  Werth  wiedergewinnen,  so  wird  ly,  diesem  Wege 
enlsprechend,  eine  gewisse  lineare  Substitution  erfahren.    Das 


*)  Vorgelegt  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am  29.  Januar 

^i  Man  vergL  etwa  meinen  neuerdings  publicirten  Aufsatz:  »Neue  Bei- 
träge zur  RIemann'schen  Functionentheorieff,  Mathematische  Annalen  Bd. 
XXI,  wo  auch  die  andet  weitige  Literatur  au«=führlicfa  angegeben  ist. 
MaUi.-pbj9.  CUäse  1883.  4 


2  F.  Klein, 

Integral  if(z)  ,  dz  wäre  auf  diesem  Wege  um  einen  Periodici- 
tatsmodul  gewachsen.  Man  kann  das  Wesen  der  neuen  Functionen 
geradezu  aus  dem  Gesichtspuncte  betrachten,  dass  man  durch- 
weg die  Periodicitatsmoduln  der  Integrale  und  jene  charakter- 
istischen linearen  Substitutionen  der  17-Function  parallelisirt. 

Ich  habe  mich  nun  gefragt,  ob  man  die  hiermit  angedeutete 
Vergleichung  nicht  noch  einen  Schritt  weiter  treiben  kann. 
Schreiben  wir 

(2) df]^f{z).dz, 

so  heisst  dies,  dass  ij  jedem  Incremente  dz  von  z  entsprechend 
um  eine  bestimmte  unendlich  kleine  Grösse  vermehrt  wird.  Wir 
lösen  die  Differentialgleichung  (2),  indem  wir  von  bestimmter 
unterer  Grenze  ausgehend  den  hiermit  bezeichneten  Process 
unendlich  oft  wiederholen ;  eben  Dieses  und  nichts  Anderes  be- 
sagt das  bestimmte  Integral 

M 

(3) 1?  =//•(«)  .  dz  +  »?o- 

Der  Periodiciiatsmodul  aber,  den  1/  auf  geschlossenem  Wege  er- 
hält, ist  nur  ein  specieller  Werth  dieses  Integrals.  —  Genau 
entsprechend  versuche  ich  im  Folgenden  die  Differentialgleichung 
(1)  aufzufassen.  Und  zwar  werde  ich  zunächst  zeigen,  dass 
man  dieselbe  so  interpretiren  kann,  als  definire  sie  einem  jeden 
Differential  dz  entsprechend  eine  auf  rj  bezügliche  unendlich 
kleine  lineare  Transformation.  Reiht  man  sodann  mehrere 
Differentiale  dz  aneinander,  so  setzen  sich  die  entsprechenden 
linearen  Transformationen  als  auf  einander  folgende  Operationen 
zusammen,  und  es  erwächst  also  die  allgemeine  Lösung 
der  Differentialgleichung  (4),  indem  man  von  einer 
willkürlichen  linearen  Function  beginnend  die  letz- 
tere mit  unendlich  vielen  durch  (1)  bestimmten  in- 
finitesimalen linearen  Transformationen  componiri. 
Die  charakteristischen  linearen  Substitutionen  von  rj  aber,  die 
geschlossenen  Wegen  entsprechen,  sind  wieder  nur  ein  spe- 
cielles  Ergebniss  des  allgemeinen  Lösungsprocesses. 

Um  die  hiermit  angedeuteten  Anschauungen  zu  präcisiren, 
bedürfen  wir  zunächst ,  unter  ri  eine  beliebige  Function  von  z 
verstanden,  des  Begriffs  der  im  Puncto  z  =s  Zp  osculiren- 
den  linearen  Function.  Ich  verstehe  darunter  diejenige 
lineare  Function  von  z: 
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(4) Ä,(z)  =?£fL±4£ 

die  im  Puncte  2  s=s  z^  mit  tj  sowohl  dem  Werthe  nach,  als  auch 
im  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  übereinstimmt. 
Offenibar  hat  man  (wie  man  durch  Reihenentwickelung  nach 
Potenzen  von  {z  —  z^^)  sofort  verificirt]  : 

Wir  bilden  uns  ferner  den  Begriff  der  auf  zwei  aufeinander 
folgende  Puncte,  js^,  und  ^j/^t ,  bezüglichen  Uebergangs- 
Substitution.  Ich  definire  als  solche  diejenige  lineare  Sub- 
stitution, welche  entsteht,  wenn  man  in 

statt  z  den  Werth 

einträgt,  also  in  Formel : 

i") ^tf.v-^i  ^  -^j'"  •  ^p-^x- 

Wir  mögen  insbesondere  die  beiden  Werthe  z^,  und  ^^^/^.p 
wie  es  im  Folgenden  immer  geschehen  soll,  consecutiv 
nehmen,  also 

(7) «,.^1  «  Ä^  -♦-  dz^ 

setzen.  Ich  bezeichne  dann  die  betreffende  Uebergangssubsti- 
tution,  die  ich  in  der  Weise  berechne,  dass  ich  höhere  Potenzen 
von  d'Zy  vernachlässige,  schlechthin  mit  dem  Buchstaben  S^,  und 
nenne  sie  die  zu  dem  W^erlhe  z^,  gehörige  infinitesimale 
UebergangssubstitutioD . 

Dies  vorausgeschickt  sage  ich  nun  zunächst,  dnss  die 
Differentialgleichung  (4}  für  jeden  Punct  js«,  die  zu 
diesem  Puncte  gehörige  infinitesimale  Uebergangs- 
substitution  der  Function  ij  bestimmt. 

Zum  Beweise  wolle  man  vor  Allem  beachten,  dass  eine 
Uebergangssubstitution  ungändert  bleibt,  wenn  man  1},  die  zu 
Grunde  liegende  Function ,  durch  irgend  eine  lineare  Function 
von)},  T[ri)^  ersetzt.  Denn  die  beiden  osculirenden  linearen 
Functionen  A^,[z),  A^,^^[z)  verwandeln  sich  dann  in  T .  Ap[z), 
T  .  A^^^[z)  und  Sf,y^^  in  [A^,"^  .  7^*)  .  [T  .  A,,^^],  was  aber 
nichts  Anderes  ist,  als  das  alte  S^,  „^^ 


4  F.  Klein, 

Nun  hängen  alle  Lösungen  von  (1),  wie  wir  wissen,  Linear 
von  einander  ab.  Sie  ergeben  also  alle  dieselben  Uebergangs- 
Substitutionen  und  insbesondere  dieselben  inOnitesimalenUeber- 
gangssubstitulionen.  Letztere  müssen  sich  also  a  priori  bestimmen 
lassen.  InderThat,  die  infinitesimale  Uebergangssubsliiution 
hängt  nach  dem  Früheren  von  j3„  ,  dz^^ ,  i;^ ,  rj'p ,  rj^p  und  i;'"^ 
ab,  indem  wir  nämlich,  der  Gleichung  (7}  entsprechend,  setzen  : 

Nun  gibt  es  aber  keinen  anderen  aus  rj^,  rfy^  rf\^  r{**y  zusam 
mengesetzten  Ausdruck,  der  bei  allen  linearen  Umänderungen 
von  ri  ungeändert  bliebe,  als 

« e-if,?. 

die  linke  Seite  unser  Differentialgleichung  \],  Die  infini- 
tesimale Uebergangssubstitution  kann  also  jeden- 
falls (ev.  nach  geeigneter  Zufügung  eines  Factors  in  Zähler 
und  Nenner)  so  geschrieben  werden,  dass  sie  nur  von 
Zy^  dzy  und  dem  Ausdrucke  (9)  abhängt.  Dass heisst  aber 
ohne  Weiteres,  dass  sie  für  die  durch  (1)  bestimmte  i;-Function 
von  Vornherein  bekannt  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Ich  vervollständige  diese  Ueberlegung  durch  wirkliche  Be- 
rechnung der  Uebergangssubstitution.  Am  leichtesten  dürfte 
sich  dieselbe  so  gestalten,  dass  wir  unter  allen  Lösungen  von  (1) 
diejenige,  C,  vorab  herausgreifen,  für  welche  die  an  der  Stelle 
Zy  osculirende  lineare  Function  mit  z  selbst  zusammenfällt,  für 
welche  also 

«0) ?„  =  '.,,  i\  =  *,  rv  =  0 

ist.    Da  allgemein: 
so  wird 

'  "  ■"  i\      *  \v J 

zu  setzen  sein.  Wir  berechnen  jetzt  für  ^  die  im  Puncte  3|,^4  = 
Zy  -^  dzy  osculirende  lineare  Function.    Dieselbe  ist  nach  .5) 

und  i7) : 
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und  also  noch  (8^  unter  Berücksichtigung  der  besonderen  Werthe 
von  Cy.  t'y,  ü'p : 

oder,  unter  Wegwerfung  höherer  Potenzen  von  da^ : 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  an  sich  mit  dergesuchten 
Uebergangssubstitution  identisch.  Denn  da  S^  » 
i^~* .  i4^^, ,  für  unser  t  aber  ^4^  mit  j»  zusammenfällt,  so  stimmt 
S^  ohne  Weiteres  mit  dem  bezüglichen  A^^^^  überein.  Tragen 
wir  nun  noch  für  V'\  seinen  oben  bestimmten  Werth  ein,  so 
haben  wir  als  Definition  der  Ueb ergang ss üb stitution 
S^die  allgemeine  Formel: 


-<i.S,= 


Was  nun  die  Lösung  unserer  Differentialgleichung  (4)  auf 
Grund  der  hiermit  entwickelten  Formeln  angeht,  so  denke  man 
sich  eine  Reihenfolge  von  Puncten  Zq  ?  ^t )  ^t  i  -  -  •  •  ^i^  ?  *  -  -  ^n 
fi\irt,  die  wir  allmählich  unter  Festhaltung  der  Endpuncte  immer 
dichter  werden  lassen,  indem  wir  n  grösser  und  grösser  nehmen. 
Sei  A^iz)  eine  beliebige  lineare  Function  von  js,  von  der  wir 
aoDehmeD,  dass  sie  im  Puncto  z  ^^  z^  die  zu  berechnende  jj- 
FuDction  osculirt,  eine  Annahme,  welche  die  drei  willkürlichen 
CoDstanten  fixirt,  die  in  der  allgemeinen  Lösung  von  [\)  enthal- 
ten sind.    Danp  haben  wir  der  Reibe  nach  vermöge  (6, : 

(»3, Wz]  =A,  .S..  -S.., 


schliesslich : 

(45;    .  .  .    A^[z^  =a  A^  .  S^^^  .  S\,  ....  S^_,„, 

oder  auch  ,  indem  wir  n  unendlich  w  erden  lassen  und  also  die 
einzelnen  Uebergangssubslitut Ionen  S^,y^^  durch  die  infini- 
tesimalen S^  ersetzen: 


§       F.  Klein,  Ueber  gewisse  DiFFERBifTiALGLEicHONGEii  etc. 

(15)   ....  A^(j5)  =  Aq  .  Sq  .  Si  .  $2 S^. 

(lim  n  =  oo) 

Dies  ist  die  gesuchte  Lösung.  Denn  unsere  Formel  Lasst 
uns  AfJ^z)  y  jene  lineare  Function,  welche  tj  an  einer  beliebig  vor- 
gegebenen Stelle  z  ^  z^  osculirt,  aus  dem  wiilkttrlich  ange- 
nommenen, auf  z  SS  Zq  bezüglichen  Aq{z),  durch  Aneinander- 
reihung von  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  linearen  Trans- 
formationen berechnen. 

Ich  komme  nicht  noch  einmal  auf  den  Vergleich  dieser 
Formel  mit  der  Begriffsbestimmung  des  bestimmten  Integrals, 
der  auf  der  Hand  liegt,  zurück.  Sowie  man  den  Integrations- 
weg im  complexen  Gebiete  in  hohem  Maasse  abändern  kann, 
ohne  den  Werth  des  Integrals  zu  ändern,  so  in  (15)  die  Reihen- 
folge der  zwischen  Zq  und  z^  eingeschalteten  Puncte.  Und  wie 
das  Integral  über  einen  geschlossenen  Weg  erstreckt  einen 
Periodicitätsmodul  liefert,  so  Formel  (15)  die  auf  unsere  i;-Func- 
tion  bezügliche,  dem  geschlossenen  Wege  entsprechende  cha- 
rakteristische lineare  Substitution. 

Was  die  Convergenz  unseres  Verfahrens  angeht,  so 
braucht  dieselbe  kaum  besonders  erläutert  zu  werden.  Denn 
materiell  unterscheidet  sich  unser  Verfahren  nur  unwesentlich 
von  dem  gewöhnlichen ,  eine  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung zu  integriren.  Indem  wir  aus  A^  vermittelst  der  Ueber- 
gangssubstitution  .S^  das  A^^^  berechnen,  erreichen  wir  ja,  von 
Termen  höherer  Ordnung  in  dz^  abgesehen,  jedesmal  dasselbe, 
als  wenn  wir  den  Formeln  (8)  entsprechend 

setzen.  Es  ist  nun  die  Form  unserer  Lösung  und  die  in  ihr 
liegende  Auffassung  von  der  Bedeutung  der  Differentialglei- 
chungen (1),  welche,  wenn  überhaupt ,  einigen  Werth  bean- 
spruchen dürfte. 


Wilhelm  Weber,  Ueber  CanstrucUm  des  Bohnenberger* sehen 
Reversionspendels ,  zur  Bestimmung  der  Pendellange  für  eine  be- 
stmmte  Schwingungsdauer  im  Verhältniss  zu  einem  gegebenen 
Längenmaass*), 

Ausser  EDtfernungsmessuDgen  auf  der  Erdoberfläche,  wel- 
che fttr  die  Erdbewohner  die  wichtigsten  sind ,  giebt  es  noch 
viele  andere  fast  ebenso  wichtige  Längenmessungen,  von  denen 
die  Pendelmessungen  besonders  hervorgehoben  zu  werden 
pflegen.  Man  versteht  darunter  die  Messungen  der  an  verschie- 
denen Punkten  der  Erdoberfläche  verschiedenen  Secunden- 
pendellänge. 

Diese  Secundenpendellänge  (für  einen  bestimmten 
Punkt  der  Erdoberfläche]  ist  sogar  selbst,  statt  deis  Meters  oder 
der  Seemeile,  zum  Längen  maass  vorgeschlagen  und  empfoh- 
len worden. 

Ein  ttber  die  ganze  Erdoberfläche  sich  erstreckendes  System 
von  Pendellängenmessungen  ist  aber  niemals  wirklich  ausge- 
führt worden,  und  nur  selten  ist  ein  wirkliches  Secundenpendel 
an  irgend  einem  Orte  hergestellt  und  seine  Länge  genau  ge- 
messen worden;  vielmehr  pflegt  nur  ein  Pendel  von  unver- 
änderlicher Länge  an  verschiedene  Stellen  der  Erdoberfläche 
versetzt  und  seine  Schwingungsdauer  überall  beobachtet 
zu  werden,  die,  wenn  sie  auch  an  einem  Orte  genau  4  Secunde 
beträgt,  an  den  meisten  andern  Orten  der  Erdoberfläche  mehr 
oder  weniger  davon  verschieden  ist.  Es  handelte  sich  also  bei 
diesen  Pendelmessungen  an  verschiedenen  Stellen  des  Erdober- 
fläche wesentlich  um  Messung  verschiedener  Schwing- 
ungsdauern bei  gleicher  Pendellänge,  nicht  um  verschie- 
dene Pendellängen  bei  gleicher  Schwingungsdauer. 

Was  aber  die  einzige  hiernach  zu  messende  Pendellänge 
betrifft ,  so  kommt  genau  genommen  nichts  darauf  an,  dass  sie 
selbst  unmittelbar  messbar  sei,  sondern  nur  darauf,  dass  sie  zu 


*)  Vorgelegt  und  Übergeben  in  der  Sitzung  am  39.  Januar  4888. 
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einer  an  einem  physischen  Pendel  (dessen  Scbwingungs- 
dauer  beobachtet  worden  ist)  recht  genau  messbaren  Länge  in 
bekanntem  Verhältnisse  stehe. 

Es  ist  nun  zu  diesen  Messungen  vorzugsweise  das  Bohnen- 
berger'sche  Reversionspendel  nach  Kater 's  ConstructioD 
gebraucht  worden ,  woran  zwei  parallele  Schneiden  sich  befin- 
den, welche  abwechselnd  als  Drehungsaxen  dienen,  deren  zu 
messender  Abstand  die  Pendellange  für  die  beobachtete 
Schwingungsdauer  darstellt,  wenn  letztere  für  beide 
Schneiden  als  Drehungsaxen  gleich  gefunden  worden  ist.  Doch 
hat  Bessel  gegen  diese  Benutzung  des  Schneidenabstandes  zur 
Bestimmung  der  Pendel  länge  gewichtige  Bedenken  erhoben. 

Theorie  des  Bohnenber^r'sehen  BeTerslonspendels. 

Aus  der  Theorie  des  physischen  Pendels  ist  bekannt, 
dass  das  Verhältniss  der  Directionskraft  zum  Trägheitsmoment 
gleich  dem  Verhältniss  von  nn  zum  Quadrat  der  Sehwingungs- 
dauer  ist,  d.  i. 

gmx  _^  nn 
IT  "  TT' 

wenn  gm  das  Gewicht,  K  das ^ Trägheitsmoment  und  t  die 
Schwingungsdauer  des  Pendels,  x  aber  den  Abstand  des  Schwer- 
punkts von  der  Drehungsaxe  bezeichnet. 

Für  das  mathematische  Pendel  wird  x  gleich  der  Pen- 
dellänge /  und  das  Trägheitsmoment  K  ss  mll;  folglich 

-^-^^  oder  /  =    ^    .  //. 

Aus  dieser  Theorie  des  physischen  Pendels  folgt  die  Theorie 
des  Reversionspendels,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Differenz 
des  wirklichen  Trägheitsmoments  und  desjenigen,  wel- 
ches dem  Pendel  zukommen  würde,  wenn  seine  Masse  im 
Schwerpunkte  vereinigt  wäre,  d.  i.  Ä  —  mxx^  gleich  dem  Träg- 
heitsmomente ist,  welches  dem  Pendel  zukommen  würde,  wenn 
die  Drehungsaxe  durch  den  Schwerpunkt  ginge.  Setzt  man  das 
letztere  Drehungsmoment  =^  maa^  wonach 

K  —  mxx  =  maa^ 

so  erhält  man  die  Gleichung  des  physischen  Pendels 
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gmx         Ttn 

maa  +  mxx  tt   ' 

oder,  wenn  darin  -^tt  ^  l  gesetzt  wird, 

l  =:  X  A 

X 

Hierin  sind  unter  /  und  x  die  Verticalabstände  zu  verstehen^  in 
denen  bei  ruhenden  Pendein  die  concentrirte  Masse  des  mathe- 
maiiscben  Pendels  und  der  Schwerpunkt  des  physischen  Pendels^ 
dem  dieselbe  Schwingungsdauer  zukommt,  unter  ihren  Drehungs- 
axen  liegen.  Es  folgt  hieraus,  dass  /  und  x  in  obiger  Gleichung 
beide  positiv  sind,  vorausgesetzt  dass  dasjenige  Ende  des 
physischen  Pendels,  welches  zum  Anfangspunkt  genommen  wird, 
der  oberste  Punkt  des  Pendels  ist;  wollte  man  den  untersten 
Punkt  dazu  nehmen,  so  müssten  beide,  /  sowohl  als  cc,  negativ 
gesetzt  werden. 

Es  ergeben  sich  hiernach,  wenn  bei  gegebenem  Werthe  von 
t  für  cc  der  Werth  x  genügt ,  noch  drei  andere  gleichfalls  ge- 
nügende Werthe  für  cc,  nämlich: 

0 
B 


x" 

= 

aa 

x!" 

= 

— 

aa 

~x^ 

x"^ 

-s 

-i. 

x\ 

Stellt  hiemeben  A  den  Schwerpunkt  des  ruhenden 
Pendels  dar  und  wird  BA  =  x\  CA  =  x",  />-4  «  cc'" 
und  EA  =  x^'  gemacht;  so  ergiebt  sich: 

BD  ^^BA-hAD^x'  --  flc'"  =  ar'  4-  ^  =  / 

X 

CE=  CA  +  AE  =  af'-x"  ^^  +  x'  =>^  t, 

X 


D 


wo  Bj  C,  D,  E  die  vier  verschiedenen  Lagen  der  Dreh- 
ungsaxe  bezeichnen,  für  welche  die  Schwingungsdauer 
des  Pendels  gleich  ist. 

Für  die  Aufgabe :  »Die  Länge  des  mathematischen 
Pendels  für  irgend  eine  Schwingungsdauer  t  eines  ge-      j 
gebenen  physischen  Pendeis  aus  Beobachtungen  der-      ; 
jenigen  Vei*setzungen  der  Drehungsaxe  des  physischen 
Pendels  zu  bestimmen,  durch  welche  diese  Schwingungsdauer 
nicht  geändert  wird »,  ergiebt  sich  hieraus  folgende  Auflösung : 
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Man  suche  eine  zweite  parallele  Axe  in  einer  durch 
die  gegebene  Axe  und  den  Schwerpunkt  des  Pendels 
gelegten  Ebene,  welche  auf  entgegengesetzter 
Seite  vom  Schwerpunkt  und  nicht  symmetrisch 
zu  demselben  liegt ,  für  welche  die  Schwingungsdauer 
gleich  ist,  nSimlich  s  ^ ;  so  ist  die  gesuchte  Lange  des 
mathematischen  Pendels  für  diese  Schwingungsdauer  t 
dem  Abstände  dieser  beiden  Axen  von  einander  gleich. 

Der  Lösung  dieser  allgemeinen  Aufgabe,  nämlich  die  Pen- 
dellänge für  irgend  eine  gegebene  Schwingungsdauer  zu  be- 
stimmen, ist  nun  noch  die  Lösung  der  besonderen  Aufgabe 
hinzuzufügen,  nämlich:  »diejenige  Schwingungsdauer  ^  zu 
bestimmen,  für  welche  die  Bestimmung  der  Pendellänge  auf  die 
angegebene  Weise  die  grösste  Genauigkeit  gestattet« . 

Bei  obiger  aligemeinen  Aufgabe  war  nämlich  der  Abstand 
der  ersten  Axe  vom  Schwerpunkt  des  Pendels  nicht  bestimmt, 
und  war  als  beliebig  anzusehen ,  so  lange  als  die  Schwingungs- 
dauer t  unbestimmt  blieb ;  wird  nun  aber  durch  Lösung  der 
besonderen  Aufgabe  t,  und  dadurch  die  Lage  der  ersten 
Axe,  bestimmt,  und  wird  ferner  durch  Lösung  der  allge- 
meinen Aufgabe  auch  die  Lage  der  zweiten  Axe  gefunden, 
so  ist  durch  den  Abstand  beider  Axen  die  Pendellänge  voll- 
kommen bestimmt  und  kann  mit  grösster  Genauigkeit, 
wenn  nicht  durch  directe  Messung  dieses  Abstandes,  durch 
Messung  einer  mit  diesem  Abstände  in  einem  genau  bekannten 
Verhältniss  stehenden  Länge,  gefunden  werden. 

Es  leuchtet  nun  aber  ein ,  dass  die  Pendellänge  /  auf  die 
angegebene  Weise  am  genauesten  dann  müsse  bestimmt  werden 
können,  wenn  ein  kleiner  Beobachtungsfehler  dt  der  Schwing- 
ungsdauer t  des  physischen  Pendels  den  geringsten 
Einfluss  auf  die  Bestimmung  von  /  hat. 

Ein  solcher  Beobachtungsfehler  dt  kann  aber  statt  finden 
erstens  bei  Beobachtung  der  Pendelschwingungen  um  die 
Axe  ß  (wobei  das  zum  Anfangspunkt  genommene  Ende  0  der 
oberste  Punkt  des  in  Ruhe  befindlichen  Pendels  ist),  und 
zweitens  bei  Beobachtung  der  Pendelschwingungen  um  die 
Axe  D  (wobei  das  zum  Anfangspunkt  genommene  Ende  0  der 
unterste  Punkt  des  in  Ruhe  befindlichen  Pendels  ist).  Für 
den    Fehler    dt    ist   der    Einfluss    auf  die    Bestimmung   von 
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l  SS  x'  —  x"'  im  ersteren  Falle  sc  -jy  dt,  in  letzterem  Falle 

Beachtet  man,  dass  in  beiden  Fallen  gleiche  Fehler,  und  in 
jedem  der  beiden  Falle  positive  und  negative  Fehler  gleich 
wahrscheinlich  sind;  so  ergiebt  sich,  dass  der  Einfluss  dieser 
Fehler  auf  die  Bestimmung  der  Pendellänge  /  der  Wahr- 
scheinlichkeit  nach  am    geringsten  sei,   wenn    die  Summe 

~^j    -♦-  1-^7-)     ©»»1  Minimum  ist. 

Ftlr  ac  =  a?'  (wo  x*  positiv  sein  soll  und  folglich  auch  /) 
haben  wir  nun  folgende  Gleichung : 

/=  ifL  +  «;'  =  -?-</, 

x'  nn       ' 

woraus  durch  Differentiation  erhalten  wird: 

di   '^  nn        x'af  —  aa 

Für  X  =:  x'"  =  —  -^  (wo  wenn  x'  wiederum  positiv  sein  soll, 

l  negativ  zu  setzen ,  oder  —  /  für  +  /  zu  schreiben  ist)  wird 
ebenso  folgende  Gleichung  erhalten  : 

-  /  =  ^,  +  ac"'  =  -  -^  tt, 

a?"'  nn      ' 

woraus  sich  durch  Differentiation  ergiebt : 


di  nn'     rc'"a?'"-aa' 

oder ,  weil  x"'  =  —  ^^  ist , 

d^'  _   _   2flr  o^ 

dt     "^         7171        a*  — floic'a;' 

Substituirt  man  nun  in  obiger  Gleichung 


da/  da?"' 

die  soeben  für  -j-  und  -j-  gefundenen  Werthe,  so  erhält  man 

'-^(Ll'^'     Y  ^  (n-^.)')  =  Minimum 
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oder ,  weil  —  ein  constanter  Factor  und  —  =  I  ss  x' 

'  *r  TT  TW  rr 


a  r> 
ist, 


\x*  •+•  ~  i  (,  f  ,  "*"  ^   A  =  Minimum. 

Setzt  man  ^-^  =  j5 ,  so  erhält  man 
aa  ' 

—t — -Ti—, — -  =  Minimum 

und  hieraus  die  Gleichung : 

Diese  Gleichung  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  nämlieh : 

;5  =  6,97984  und«  =  ^^, 

und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  nämlich  : 

J3  =  -  0,561555  ±  0,83346  .  V^ . 

Da  J8  =  — -  war,  so  ergeben  sich  vier  reelle  Werlhe  für 

aa  ^  ^  a 

nämlich : 

^'-=  +  2,64194 

a  ' 

^"  =  -4-  0,37854 
a  ' 

^=  -  0,37854 

a  ^ 

folglich 

/  =  flc'  -  ir'"  =  x"  -  ir'^*  =  3,02045  a  =  -^  tt 

'  TT  ;r 

und 


t 


=  /r  1/3, 02045.--, 


d.  i.  diejenige  Schwingungsdauer,  für  welche  die  Pendellänge 
/  am  genauesten  bestimmbar  ist. 

Bei  einem  langen,  homogenen  und  genau  cylindrisehen 
Stabe  kann  der  Werth  von  a,  welcher  von  der  Länge  und  dein 
Halbmesser  des  Stabes  abhängt,  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  q  die  Dichtigkeit,  mit  r 
den  Halbmesser  und  mit  x  den  Abstand  eines  kreisscheiben- 
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fbriDigeQ  Elements  von  derSiabmitte,  und  bezeichnet  man  ferner 
mit  a  den  Winkel,  welchen  irgend  ein  Radius  r  der  Scheibe  mit 
ihrem  der  Schwingungsaxe  parallelen  Durchmesser  bildet;  so 
lassen  sich  für  jeden  Werth  von  a  alle  in  gleicher  Entfer- 
nung von  jenem  Durchmesser,  nämlich  in  der  Entfernung 
r  sin  a ,  liegenden  Scheibenpunkte,  die  zusammen  zwei  Sehnen 
des  Kreises  bilden  und  die  Länge  =  4  r  cos  a  besitzen,  von  den 
Übrigen  unterscheiden.  Bezeichnet  x  die  Entfernung  desSchei- 
bendurcbmessers  von  dem  damit  parallelen,  durch  den  Schwer- 
punkt des  Stabes  gehenden  Durchmesser;  so  ist  der  Abstand 
aller  jener  Sehnenpunkte  von  diesem  letzteren  Durchmesser 
s=  V  (cd*  -♦-  r*  sin  a* ) . 

Legt  man  jenen  beiden  Sehnen  einen  kleinen  Querschnitt 
=  reosa  .dadx  bei,  so  wird  der  ihnen  entsprechende Theii  der 
Grösse  maa  ausgedrückt  durch  4  p  r*  cos  «• .  [x*  -h  r*  sin  a*)dad  x, 
wo  Q  die  Dichtigkeit  der  Stabmasse  bezeichnet;  der  dem  ganzen 
Querschnitt  entsprechende  Theil  ist 

=  kgr^dx  I  [x*  4-  r*  sin  a*)  cos  a*da, 
(T 
und  der  dem  ganzen  Stabe  entsprechende  Werth  von 

iL        2« 

maa 


SS  Sqi*  I dx  I  {x*  -^  ?•*  sin  o*)  cos  a*da. 
%  0 


2n 

Nun  ist    /  ;.t'  -♦- r*  sin  o*)  cos  «•da 

0 

In  2n 


=  x*fcos  u^da  +  y  r«/*(sin  ?o)«rf;2a)  =''^' 


^   46   ' 


folglich 

ii 


maa  =  Sgr«  f(^  +  ^)  ^«^  =  ^?'*^  (A  ^'  -*-  T  '") 


Nun  ist  m  =  tvqv*  L,  folglich 


aa  =  ±L«  +  |r' 


WO  L  die  ganze  Stablange  bezeichnet. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass ,  unter  Voraussetzung  eines 
im  Verhältniss  zu  seiner  Dicke  r  sehr  langen ,  genau  cylindri- 
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sehen  und  homogenen  Stabes  L  (wobei  der  kleine  Bruch  -7- 

ebenfalls  genau  bestimmbar  sei),  der  Werth  von  a  nahezu  mit 
gleicher  Genauigkeit  wie  der  Werth  von  L  bestimmbar  sein 
werde. 

Nun  ist  aber  oben  gefunden  worden,  dass  a  zur  Pendel- 
länge  /  in  einem  genau  bestimmten  Verhältniss  stehe,  nämlich  : 
a  :  /  =s  I  :  3,02045; 

also  folgt  hieraus ,  dass  auch  die  Stablange  L  (von  der  voraus- 
gesetzt werden  darf,  dass  sie  entweder  selbst  als  Originalmaass- 
Stab  k  bout  gegeben,  oder  mit  einem  solchen  auf  das  Genaueste 
verglichen  worden  sei}  mit  der  Pendellänge  /  in  einem  genau 
bestimmten  Verhältniss  stehe,  nämlich  nach  obiger  Gleichung, 
wenn  darin  für  a  sein  Werth  aus  folgender  Gleichung  gesetzt 
wird: 

Mit  /  ist  aber  die  der  Schwingungdauer  /,  nach  der  Gleichung 
-^  tt  ^  l,  entsprechende  Pendellänge  bezeichnet  worden,  wo 

t ,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  aus  Schwinguogsbeobachtungen 
des  Stabes  L  sehr  genau  gefunden  werden  kann. 

Ist  also  /  aus  den  mit  dem  Stabe  L ,  dessen  Länge  genau 
gegeben  und  bekannt  ist,  gemachten,  oben  beschriebenen 
Sehwingungsbeobachtungen  bestimmt  worden,  und  kann  femer 
a  aus  L  (unter  Hinzufügung  einer  kleinen  von  r  abhängigen 
Correclion)  sehr  genau  bestimmt  werden,  nämlich  aus  der  Glei- 
chung aa  =  jr  Z.'  -f-  -T-  r*,  und  ist  endlich  /  =  3,02045  .  a 

gegeben ;  so  ist  der  Zweck  der  Pendeimessung  vollkommen  er- 
reicht, ohne  dass  es  dazu  einer  directen  Messung  von  / ,  d.  i.  der 
Entfernungen  der  an  L  angebrachten  Schwingungsaxcn  x'  von 
x"'  oder  x"  von  cc"'  bedürfte ,  welche  wie  Bessel  gezeigt  hat, 
keiner  genauen  Bestimmung  überhaupt  fähig  ist. 

Die  an  dem  Stabe  L  anzubringenden  vier  Schwingungsaxcn 
x'j  x",  x"'  und  a;'^'  sollen  hiernach  nur  noch  dazu  dienen ,  die 
Schwingungsdauer  t  zu  bestimmen.  Es  ist  aber  dabei  zu  be- 
merken, dass  zwei  von  diesen  Schwingungsaxcn,  nämlich  x'  und 
x^j  an  einem  homogenen  cylindrischen  Stabe  L,  wie  hier  ange- 
nommen worden  ist,  gar  nicht  angebracht  werden  können.   Die 
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mit  CO*  und  oT  bezeichneten  Entfernungen  dieser  beiden  Axen 
vom  Schwerpunkte,  d.  i.  von  der  Mitte  des  Stabes  X,  sind  näm- 
lich bestimmt  worden : 

a?'   =.  4-  2,64494  .  a 
a;'^«  «  2,64194  .  a 

das  ist,  wenn  -^  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  nahezu 

x'   =  +  0,7627  .  L 
x"^  =  -  0,7627  .  L 

das  heisst  diese  beiden  Axen  liegen  in  den  Verlangerungen  des 
Stabes  nach  beiden  Seiten  um  mehr  als  um  den  vierten  Theil 
der  ganzen  Stablänge  von  den  Stabenden  entfernt. 

Da  solche  Axen,  ohne  feste  Verbindung  mit  £,  nicht  existi- 
ren  können,  so  bleiben  nur  die  Axen  x"  und  o?'"  übrig,  die  sich 
wirklich  darstellen  lassen  und  deren  jede  zu  Beobachtungen  der 
Schwingungsdauer  t  benutzt  werden  kann. 

Es  geht  daraus  also  hervor,  dass,  wenn  ein  homogener 
cylindrischerStab  zum  Pendel  benutzt  werden  soll  darum, 
weil  durch  seine  Länge  und  Dicke  eine  genaue  Renntniss 
von  der  Grösse  a  gewonnen  würde;  andererseits  mit  dieser 
Benutzung  der  Nacbtheil  verbunden  zu  sein  scheint,  dass  die 
Bohnenberger'sche Methode  (mitEinschlussder oben  angegebenen 
Lagenbestimmung  der  vierSchwingungsaxen)  illusorisch  werden 
würde,  insofern  nämlich  zwei  von  jenen  vier  Axen  an  einem  sol- 
chen Stabe  gar  nicht  angebracht  werden  könnten  (sie  würden 
nämlich  nach  obiger  Lagenbestimmung  über  die  Grenzen  des 
Stabes  hinaus  liegen),  und  die  beiden  anderen  allein  zur  Be- 
stimmung der  Pendellänge  nicht  geeignet  wären. 

Da  nun  aber,  wie  gezeigt  worden  ist ,  die  gesuchte  Pendel- 
länge /  bei  einem  homogenen  cylindrischen  Stabe^  unabhängig 
von  Axen  und  Schwingungsbeobachtungen,  aus  der  Stablänge 
und  Dicke  sehr  genau  bestimmt  werden  kann ;  so  sind  Schwing- 
ungsbeobachtungen nur  zur  Bestimmung  der  Schwingungsdauer 
i  erforderlich,  wozu  jede  von  den  angegebenen  vier  Axen  dienen 
kann,  und  es  ist  dabei  gleichgültige  ob  eine  gleiche  Zahl  von 
Schwingungsbeobacbtungen  mit  gleicher  Genauigkeit  alle  an 
eioer  Axe  oder  an  mehreren  Axen  vertheilt  ausgeführt  werden. 
Es  bedarf  also  dazu  der  Axen  cc'  und  o^'  gar  nicht  und  es  ge- 
nügen dazu  vollkommen  die  beiden  Axen  x''  und  x"\ 
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Es  bleibt  noch  übrig,  an  einem  solchen  homogenen    und 
cylindriscben  Stabe  die  beiden  Axen  o?"  und  a?'"  so  anzubringen, 
dass  dadurch  der  Genauigkeit   der  Bestimmung  der  Grösse  a 
aus  Stablänge  und  Dicke)  kein  Eintrag  geschieht.    Es  soll  vor- 
ausgesetzt werden,  dass  die  Axe  von  der  Kante  eines  gehärteten, 
feingeschliffenen  und  poHrten  Stahlprismas  gebildet  wird.     Soll 
der  Stab  an  der  Stelle  der  Axe  nicht  quer  durchbohrt  werden, 
um  das  Prisma  durch  den  Stab  hindurchzufuhren ;  so  kann  das 
Prisma  mit  zwei  Stahlspitzen  vertauscht  werden,  welche  sym- 
metrisch zu  beiden  Seiten  des  Stabes  so  befestigt  werden,  dass 
eine  durch  die  beiden  Spitzen  gezogene  Gerade  genau  die  Stelle 
der  Axe  einnimmt.    Unter  der  abwärts  gekehrten  Prismenkante 
oder  unter  den  beiden  Stahlspitzen  werden  zu  beiden  Seiten 
des  Stabes  auf  festem  Fundamente  polirte  Stahl-  oder  Achat- 
platten befestigt,  deren  OberQächen  genau  in  derselben  Horizon- 
talebene liegen  mtlssen. 

Bei  Stäben  von  grösserem  Gewichte  verdient  das  Prisma 
als  Axe  den  Vorzug,  und  wenn  dieses  Prisma  quer  durch  den 
Stab  hindurchgeführt  werden  soll ,  wozu  der  Stab  durchbohrt 
werden  muss,  so  steht  es  frei,  entweder  das  Prisma  mit  dem 
Stabe  fest  zu  verbinden  und  mit  den  ausserhalb  des  Stabes 
liegenden  beiden  Enden  seiner  nach  unten  gekehrten  Kante  auf 
die  von  polirtem  Stahle  oder  von  Achatplatten  gebildete  feste 
horizontale  Unterlage  zu  stellen,  oder  es  steht  frei,  die  cylin- 
drische  Durchbohrung  des  Stabs  (zumal  wenn  der  Stab  selbst 
aus  feinem  gezogenem  Stahle  besteht]  fein  auszupoliren,  sodann 
das  Stahlprisma  frei  durch  diese  Durchbohrung  durchzuführen, 
seine  zur  Axe  bestimmte  Kante  nach  oben  zu  kehren  und  hori- 
zontal gerichtet  an  seinen  Enden  ausserhalb  des  Stabes  zu  befesti- 
gen,  was  den  Vorzug  hat,   dass  dadurch  am  Stabe  selbst  am 
wenigsten  geändert  wird  und  der  Genauigkeit  der  Bestimmung 
der  Grösse  a  (nämlich  aus  der  Länge  und  Dicke  des  Stabes)  kein 
merklicher  Eintrag  geschieht.    Nur  muss  erstens  mit  grösster 
Genauigkeit   die  Horizontalität  der  cylindriscben  Durch- 
bohrung, bei  senkrechter  Stellung  des  Stabes,  hergestellt  wer- 
den, zweitens  im  Fall  von  zwei  Durchbohrungen,  nämlich  für 
die  Axen  a?"  und  x"\   muss  genauer  Parallelismus  derselben 
hergestellt  werden,  und  drittens  muss  die  Cylinderoberfläche 
der  Durchbohrung  so  zu  liegen  kommen ,  dass  sie  die  Axe  x 
oder  x'"'  enthalte,  indem  diese  Axe  mit  derjenigen  auf  der  Cylin- 
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derfläche  mit  der  Cylinderaxe  parallel  gezogenen  Linie  zusam- 
menföllt,  welche  von  dem  Schwerpunkt  des  Stabes  am  entfern- 
testen ist. 

Es  wird  hierdurch  am  Stabe  sonst  gar  nichts  geändert,  als 
durch  Wegnahme  des  Stahls  aus  dem  Räume  der  beiden  Durch- 
bohrungen, an  den  Axen  cd*  und  od" .  Ein  kleiner  Planspiegel 
mit  einem  in  die  Durchbohrung  passenden  Holzzapfen,  welcher 
das  Gewicht  des  die  Durchbohrung  füllenden  Stahls  besässe, 
würde  sich  leicht  herstellen  lassen ,  und  dazu  dienen  können, 
bei  den  Schwingungsbeobachtungen  allemal  in  die  offen  blei- 
bende Durchbohrung  gesteckt  zu  werden ,  wodurch  das  durch 
die  Durchbohrung  veränderte  Trägheitsmoment  des  schwingen- 
den Stabes  wieder  hergestellt  und  zuglaich  diel  Beobachtung 
der  Schwingungen  im  Spiegelbilde  einer  entfernten  Skala  er- 
möglicht werden  wttrde. 

Was  die  Herstellung  eines  cylindrischen  Stabs,  wie  hiezu 
erfordert  wird,  betrifft ,  so  kann  dieselbe  in  gr^sster  Vollkom- 
menheit nach  bekannter  Methode  bewerkstelligt  werden,  indem 
nämlich  y  während  der  Stab  um  seine  Längenaxe  gedreht  wird, 
ein  Stück  desselben  von  einer  aus  zwei  mit  halbcylindrisehen 
Vertiefungen  gebildeten  Kapsel  umschlossen  wird,  welche,  nach- 
dem feiner  Schmirgel  zwischen  die  halbcylindrisehen  Kapsel- 
wände und  die  Staboberfläche  gebracht  worden  ist,  an  dem  sich 
dreheuden  Stabe  schnell  hin  und  her  geschoben  wird. 


lUth.-phya.  CUsse.  1883. 


Carl  Heamann ,  Uebei*  die  von  G.  Canlor  und  P.  du  BotS" 
Reynwnd  über  trigonometrische  Reihen  aufgestellten  Sätze ^  etc.*) 
Forlsetzung  und  Berichtigung  des  in  diesen  Berichten  publi- 
cirlen  gleichnamigen  Aufsatzes  vom  Jahre  1881,  S.  1 — 25. 

§4. 
lieber  trigonometrlsehe  Seihen. 

Wir  bezeichnen  die  Puncte  einer  gegebenen  Kreisperipherie 
vom  Radius  /{,  was  ihre  Polarcoordinaten  betrifft^  mit  (Ä,  (p)y 
und  rechnen  das  Azimuth  (p  von  0  bis  S/r.  Es  sei  nun  f[(p)  eine 
beliebig  gegebene  Function,  welche  längs  jener  Peripherie  über- 
all stetig  ist,  und  es  sei  (durch  irgend  welche  Mittel,  vielleicht 
auch  durch  Zufall)  gelungen,  diese  Function  f[(p)  durch  eine  nach 
den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  q>  fortschreitenden 
Reihe  zu  entwickeln : 

OD 

[\,)  f(fp)  =  «0  •♦-^^  (a^cosnq)  -h  ßnSinnq)). 

1 

Genauer  ausgedrückt :  Es  sei  gelungen^  die  Constanten  a ,  (i  der 
Art  zu  bestimmen^  dass  die  Formel  (1 .)  convergent  und  gültig  ist 
für  jedweden  Punct  der  Kreisperiphe^^ie, 

Versteht  mau  nun  unter  (r,  (p)  die  Polarcoordinaten  irgend 
eines  Punctes  innerhalb  der  Kreisperipherie,  mithin  unter  r  eine 
Grösse,  die  <^  R  ist,  und  bildet  man  die  auxiliare  Function  : 

(%.)    F(r,  f/))  =  a„  -♦-  2  ^(^|    («n  cos??f/)  -♦-  ß^  sin  ny), 

so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  diese  zur  Definition  von 
Fir,  (p)  verwendete  Reihe  (2.)  convergentisi.  Denn  nach  einem  von 
Cantor  bewiesenem  Satz  (Crelle's  Journal,  Bd.  72,  S.  435)  folgt 
aus  der  vorausgesetzten  Convergenz  der  früheren  Reihe  (1)  mit 
Nothwendigkeit,  dass  sämmtliche  Constante  a ,  ß  zwischen  end- 
lichen Schranken  liegen. 

*J  Gegenwttrtiger  Aufsatz  wurde  vorgelegt  und  zum  Druck  übergeben 
in  der  Sitzung  am  5.  Mürz  4883. 
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Der  eben  genannte  Cantor'sche  Satz  ist  aber,  worauf  ich 
von  Du  Bot's -- Reymond  aufmerksam  gemacht  wurde,  bei  dieser 
Schlussfolgerung  nicht  zu  entbehren.  Demgemäss  ist,  was  den 
§  3  meines  früheren  Aufsatzes  von  4881  betrifft,  folgende  Notiz 
erforderlich : 

Aus  der  Formel  (4 .)  ergiebt  sich  mittelst  des  citirten  Cantor- 
ichen  Satzes,  dass  die  Constanten  a,  ß  durchweg  endlich  blei- 
ben. Hieraus  folgt  dann  weiter  die  Convergena  der  Reihe 
,i.)j  und  ebenso  auch  die  Correctheit  der  in  jenem  Aufsatz  auf 
S.  M  ausgeführten  Integration.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  die 
dortigen  Formeln  (4.)  und  (2.)  dieselben  sind;  welche  hier  mit 
diesen  Nummern  bezeichnet  werden. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  den  genannten;  nur  auf 
die  Functionen  Sinus  und  Cosinus  sich  beziehenden  Cantor- 
sehen  Satz  einer  gewissen  Verallgemeinerung  zu  unterwerfen, 
indem  ich  an  Stelle  jener  trigonometrischen  Functionen  eine 
beliebig  gegebene  periodische  Function  f[x)  eintreten  lasse,  von 
welcher  jedoch  vorausgesetzt  sein  soll,  dass  sie  stetig  ist. 

§5. 

lieber  eine  gewisse  Erweiterung  des  Cantor'schen 

Satzes  (Crelle's  Jonmal,  Bd«  72,  8. 1S6).«) 

Es  sei  f[x]  eine  beliebig  gegebene  periodische  und  stetige 
Function,  und  L  die  Länge  ihrer  Periode.  Für  x  =  A  sex  B  der 
Wenh  der  Function : 

1.)  aA)  -  B. 

Auch  sei  das  A  in  solcher  Weise  ausgewählt,  dass  B  von  0  v^r- 
schieden  ist.    Alsdann  ist : 

f(A)  ^f(A^L)  =/-(^-h2I)  «  ....=^fi, 
oder,  falls  man  A  =  SL  setzt : 

(2.a)  f(SL)  ^f{{S^V)L)^f((S^%)L)^  ....  =  !?, 
und  ebenso  auch : 

i?.b)  f[SL)  =  f{{S-i,L)  =  f({S-i]L)  =....=  i». 

*]  Jener  Satz  lautet :  Wenn  für  jeden  Werth  von  x  zwischen  gegebenen 
Grenzen  (a<[a;<<6)  die  Formel  stattfindet:  lim  (a^  si  n  na;-!-^!»  cos  na?)  s  0, 
^0  folgt  hieraus,  dass  lim  0^  —  0,  und  ebenso  auch  lim  ^i»  »  0  isü 

1* 
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Die  hier  auftretenden  Constanten : 

(3.)      (S^2),   (S-l),  .S,  (S^\),    (S  +  2),  .... 

mögen  hinfort  kurzweg  als  die  Reihe  (3.)  bezeichnet  werden. 
Wir  wollen  nun  die  Function  f(x) ,  und  ebenso  auch  die  Con- 
stanten L,  A,  B,  S  als  gegeben  betrachten,  und  uns  folgende 
Aufgabe  vorlegen : 

Aufgabe.  —  Es  seien  (i^,  ß^,  ß^,  .  .  .  ß^,  .  ,  .  ,  in  inf. 
beliebig  gegebene  Conslanten.  Und  insbesondei^e  sei  bekannt^  dass 
für  jedweden  Werth  der  Variablen  x  die  Formel  stattfindet: 

(♦.)  Hm««^  ß^f[nx)  =  0. 

Auf  Grund  dieser  Formel  sollen  die  Eigenschaften  jener  Constanten 

ß\^  ßt*  ß^i  '  '  •  ßni  '  '  -  näher  untersucht  werden. 

Da  die  Formel  (4.)  stattfinden  soll  für  jedwedes  Xy  so  wird 
sie  z.  B.  auch  stattfinden  fflr  x  s  0.    Man  erhitlt  also : 

oder,  falls  man  durch  die  Constante  /'(O)  dividirt: 

(^0  Hni^^o.  ßn  =  0. 

Doch  ist  der  Uebergang  von  (a.)  zu  (t.)  offenbar  nur  dann  er- 
laub! ,  wenn  das  /*(0)  von  0  verschieden  ist.  Es  scheint  somit 
fraglich,  ob  die  Formel  (r.)  auch  dann  noch  gültig  bleibt,  wenn 
f{0)  =  0  ist. 

Die  Methode ,  welche  man ,  falls  f(x)  eine  der  Functionen 
sin(a;)  oder  cos(£d)  vorstellt,  zur  Beantwortung  dieser  Frage  ein- 
zuschlagen hat,  verdankt  man  Herrn  Canlor.  So  complicirt 
diese  Methode  in  Anbetracht  der  einfachen  Dinge,  um  welche  es 
sieh  handelt,  auch  erscheinen  mag,  so  sind  doch  alle  Versuche, 
diese  Methode  durch  eine  bequemere  und  schnellere  zu  ersetzen, 
bisher  vergeblich  geblieben.  Ich  werde  nun  im  Folgenden  zei- 
gen, dass  diese  Cantor^sche  Methode  nicht  nur  auf  sin(x)  und 
cos(£d),  sondern  mittelst  einiger  sich  leicht  ergebenden  Modifi- 
cationen*  auch  auf  die  hier  betrachtete  Function  f[x)  anwend- 
bar ist. 

Dabei  werde  ich  Gebrauch  machen  von  zwei  ganz  willkürlich 
zu  fixirenden  Constanten  h^  und  j^ ,  von  denen  indessen  die 
ei^stere  positiv  und  >0  sein  soll.  Zur  Ahsolvirung  der  äugen- 
blicklich  vorliegenden  Aufgabe  (4.),  würde  es  bequem  sein, 
diese  Constanten  h^  und  j^  etwa  beide  =  1  zu  machen.    Trotz- 


UeBBR  die  TtlGONOMBTHlSCHBlf  RlIHBIf.  21 

dem  werde  ich  dies  nicht  ihun,  sondern  die  Fixirung  der  Con- 
stanten h^  und  Jq  absichtlich  in  suspenso  lassen^  um  in  solcher 
Weise  meinen  Betrachtungen  eine  Form  zu  verleihen,  in  wel- 
cher sie  nicht  nur  für  die  augenblickliche  Aufgabe,  sondern 
gleichzeitig  auch  für  die  Untersuchungen  des  nächstfolgenden  §. 
geeignet  sein  werden. 

Um  unseren  Vorstellungen  und  Betrachtungen  eine  gewisse 
Festigkeit  zu  geben,  künnen  wir  uns  im  ganzen  gegenwärtigen 
§.  für  h^  und  j^  folgende  Werthe  festgesetzt  denken : 

j^  =  +  987|,  oder  =  -  87331. 

Während  nämlich  h^,  wie  schon  gesagt,' po^i/ti;  tmd>>0  sein 
soUy  ist  die  Fixirung  von  j^  einer  derartigen  Beschränkung  nicht 
unterworfen. 

Es  sei  6  ein  ad  libitum  gewählter  Rleinhoitsgrad«  Mit 
Bezug  auf  dieses  e  wollen  wir  sämmtliche  Gonslanten 

(6.)  A,  ß,.  ß,.  ß,> ininf. 

in  zwei  Kategorien  versetzen ,  in  die  der  höheren,  und  die  der 
tieferen  ft's ,  indem  wir  jedwedes  ß  zur  ersten  oder  zweiten 
Kategorie  zählen,  je  nachdem  sein  absoluter  Betrag  ]>  e,'0der 
aber  <  €  ist.  Dabei  sind  verschiedene  Möglichkeiten  vt)rhan- 
den.  Denn  es  wird  der  die  Reihe  (6.)  von  Links  nach  Rechts 
Durchwandernde  entweder  auf  gar  kein  höheres  ßj  sondern  stets 
nur  auf  Liefere  ß^&  stossen ,  wie  Weit  er  auch  nach  Rechts  forir* 
schreiten  mag.  Oder^  er  wird  nur  eine  Zeit  lang  auf  höhere  ß^s 
stossen,  z.  B.  nur  bis  zu  seiner  Ankunft  in  ß^^;  sodann  aber 
bei  Durchlaufung  der  folgenden  Glieder  ß^^,  ß^^,  /?3o,  ß^i,  «... 
bloss  noch  tieferen  ß^s  begegnen,  wie  weit  er  sich  auch  nach  Rechts 
fortt>ewegcn  mag.  Oder  endlich^  er  wird  auf  eine  unerschöpfliche 
Menge  von  höheren  ß^s  stossen,  der  Art,  dass  die  Begegnung  mit 
höheren  ß^s  niemals  aufhört,  wie  weit  er  auch  nach  Rechts  hin 
sich  fortbewegen  mag.  Diese  drei  Fälle  lassen  sich  «o  Charakter* 
isiren : 

Erster  Fall:  Es  existiren  gar  keine  höheren  ß's;  so 

dass  also  die  ganze  Reihe 
''••M  ß„  tf„  fi„  ß„  ....  ininf. 

lediglich  aus  tieferen  ß^s  besteht« 


(7.b) 


(7.C) 
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Zweiler  Fall:  Die  höheren  /9's  bilden  in  der  Anord- 
nung, wie  sie  in  der  Reihe  (6.)  von  Links  nach  Rechts 
aufeinanderfolgen,  eine  endliche  Reihe: 

^Qi^  Pgt'  ^fl's'  '  '  ' '  Pg> 

w^  ffi  <  ffi  <^  ffs  <  •  •  •  <  ^  ^^^1  ^^^  ^  ®^°®  bestimmte 
endliche  Zahl  vorstellt.    Alsdann  wird  also  die  auf  ßß 

folgende  Reihe : 

lediglich  aus  tieferen  /?'s  l)estehen. 

Dritter  Fall:  Die  höheren  ß*s  bilden ,  wie  sie  in  der 
Reihe  (6.)  von  Links  nach  Rechts  aufeinander  folgen,  eine 
sich  ins  Unendliche  erstreckende  Reihe : 

^Qi^  ^9t^  ^g,^ ininfinüum, 

wo  alsdann  gi<i9%<C9i<Z  -  •  •  •  positive  ganze  Zahlen 
vorstellen,  die  ins  Unendliche  wachsen. 

Dies  sind  offenbar  die  einzig  möglichen  Fälle.  Ist  man  also 
z.  R.  nachzuweisen  im  Stande,  dass  der  dritteFBÜ  nicht  eintreten 
kann,  so  muss  nothwendiger  Weise  der  erste  oder  zweite  Fei\\ 
vorhanden  sein.  Einen  solchen  Nachweis  werden  wir  nun  in 
der  That  führen,  und  zwar  mittelst  eines  apagogischen  Ver- 
fahrens ,  indem  wir  zeigen,  dass  die  Annahme  des  dritten  Falles 
zu  absurden  Resultaten  hinleitet,  dass  mithin  dieser  dritte  Fall 
unmöglich  ist.  Dieser  Disposition  entsprechend  ist  unser  Ver- 
fahren folgendes : 

Wir  nehmen  an,  der  dritte  Fall  sei  vorhanden,  d.  h.  die 
Reihe  der  höheren  ß^s: 

(8.)     ßg  1  ßg  }  ßg  } erstrecke  sich  in  infinitum, 

^^®  9i  9  ?i  7  ^3 )  -  *  •  *  repräsentiren  alsdann  eine  Reihe  ganzer 
Zahlen^  von  denen  jede  kleiner  ist  als  die  nttchstfolgende,  und 
zwar  eine  Reihe,  die  sich  ebenfalls  in  infinitum  erstreckt.  Unter 
diesen  ganzen  Zahlen  91,9^^9^,  .  •  .  .  sei  nun,  beim  Fortgange 
von  Links  nach  Rechts,  h^  die  erste,  welche  ^  SA^  ist,  sodann 
sei  bei  weiterem  Fortgang  h^  die  erste,  welche  ^  8*ä,  ist,  so- 
dann sei  weiter  Ä,  die  erste,  welche  ^  8'A,  ist.  ü.  s.  w.  Da- 
bei soll  Aq  die  in  (5.)  besprochene  Constante  vorstellen.  Wir 
haben  alsdann  die  Formeln : 
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;9.j  Ä,  ^8Äj,,     Ä,  ^8«Ä, ,     A,  >8»Ä,,  etc.  elc. 

Hieraus  folgt  sofort : 

hfl  %^'^  h^  ^^^  &^  Äj  &i 


'••1  ^n^t  "n+l    .^     »^M+2 


(10.) 

WO  sämmtliche  ^  positive  ächte  Brüche  vorstellen.     Denn  nach 
5.)  ist  hf^  positiv;   und  Gleiches  gilt  daher  auch  von  A, .  h^, 
Ä,,   ....    Aus  den  Formeln  (10.)  folgt  nun  weiter  durch  Mul- 
tiplication : 

,,  >      A.   ""     8    '  Ä,  ^  TS^'  A3 8^5:8^'  ^^^'  ^^^"^ 

^_  _    ^w+i  ^n      ^w-t-l  «^»-t-2  *n      '"^w-M  ^ii-t-2  ^M-t-3        pj^     ^.p 


12.) 


Ferner  folgt  aus  (11.)  • 

^.«<.    ^    U^    .    A_^^  +  A^«3  +  .  .  .  .\ 

A,  ^  A,         A3  ^  "■    A^\8     ^    8.8«     ^    8.8«.8'     ^  /" 

Nachdem  in  solcher  Weise,  in  Anlehnung  an  das  gewählte  £, 
die  9ij  g%y  9i^  '  '  '  '  und  A^,  A, ,  A3,  ...  und  ebenso  auch 
die  ^ 's  in  völlig  bestimmter  Weise  definirt  sind,  wollen  wir 
nun  an  die  A^  A^,  A,,  ...  eine  neue  Constantenroihe  j^,  j\, 
jjy  ...  sich  anlehnen  lassen.  Während  aber  </, ,  ffn  ffs»  •  •  • 
und  A,y  A,,  A,,  ...  lauter  positive  ganze  Zahlen  sind,  sollen 
ii»  A»  izi  •  ••  diesen  Charakter  nt'cAf  mehr  besitzen,  vielmehr 
der  Gonstantenreihe  (3.) : 

;13.)     ....  (S-2),   (S-1),  S,  (S  +  1),   (S  +  2),  .... 
angehören.    Und  zwar  sei,   beim  Fortgange  von  Links  nach 
Rechts,  jj  die  erste  dieser  Constanten  (13.),  welche  >Je  iT  'st; 
sodann  sei  bei  weiterem  Fortgange  J,  die  erste  dieser  Gonstanten, 

welche  >  j,  ~  ist.    Sodann  sei  weiter  7.  die  erste  jener  Gon- 
—      "i 

Staaten,  weiche  ^  j,  ^  ist.  U.  s.  w.   Dabei  soll  das  Jo  die  früher 

besprochene  Bedeutung  (5.)  besitzen.     Alsdann   crgiebt  sich 
z.  B.,  was/i  betrifft,  die  Formel: 

'»0 
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Hieraus  folgl : 

-i<(j.A:-i.)^o, 

oder,  falls  man  mit  (—1)  multipiicirt: 

<>(/.->oa.^o. 

oder,  was  dasselbe  ist : 

wo  0f  einen  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet.  Dividirt  man  die 
letzte  Formel  durch  h^ ,  so  erhält  man  die  erste  Gleichung  des 
folgenden  Systems : 

/l  —   -^o  =    ^l 

{^*-^  etc.  etc., 

etc.  etc., 

dessen  übrige  Gleichungen  sich  in  analoger  Weise  ergeben. 
Dabei  sind  sämmtliche  Q  positive  achte  Brüche,  Aus  (U.j  folgt 
durch  Addition : 

Die  Reihe  rechts  coavergirt  fttr  n  s  oo  gegen  eine  bestimmte 
feste  GrehsCj  wie  solches  aus  (42.)  ersichtlich  ist.     Demgemäss 

gilt  Gleiches  auch  von  dem  links  stehenden  Quotienten  j^-  Be- 
zeichnet man  aber  die  feste  Grenze ,  gegen  welche  dieser  Quo- 
tient bei  wachsendem  n  con vergilt,  mit  ii: 


(16.) 

Ar: 

=  IJmn, 

In 

so  ergiebt 

sich 

aus 

(<5.): 

M7.)ß- 

'i- 

~  A. 

*& 

+    •• 

*& 

4- 

^«+1 

*«+. 

' ' '  in  inf. 

Nunmehr  folgt  aus  (45.),  (17.)  durch  Subtraction,  und  falls  man 
zugleich  mit  A^  multipiicirt: 
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'•ii+i  "n+j  **»-•.$ 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (4  4  .)y 

Und  hieraus  endlich  folgt  sofort: 

,18.)  lim«^«,  [hn^-Jn)  =  0. 

Nachdem  in  solcher  Weise  in  Anlehnung  an  das  gewählte  e 
die  Gonstanten  ^,  A,  7,  ß,  wie  auch  die  ^,  0  in  ganz  be- 
stimmter Weise  gebildet,  und  einige  Eigenschaften  dieser  Gon- 
stanten durch  Formeln  ausgedrückt  sind,  kehren  wir  zurück  zu 
den  ursprünglich  gegebenen  Gonstanten  ß.  Diese  ß  sind  nach 
(4)  von  solcher  Beschaffenheit ,  dass  für  jedwedes  x  die  Formel 
stattfindet : 

(<9.)  Wm^^^ß J[nx)  =0. 

Es  wird  also  z.  B.  diese  Formel  auch  dann  stattfinden,  wenn 
man  x  ^  SIL  setzt;  so  dass  man  also  erhalt: 

.20.)  lim„,^/$^„/-(nflA)  =  0. 

Nun  können  wir  z.  B.  das  n  in  der  Art  unendlich  werden  lassen, 
dass  wir  dasselbe  successive  =  A«,  A, ,  A,,  ....  machen; 
denn  die  A, ,  A, ,  A, ,  ...  sind  ins  Unendliche  aufsteigende  posi- 
tive ganze  Zahlen,  wie  solches  aus  ihrer  Definition  sich  ergiebt. 
Somit  erhalten  wir : 

oder,  was  identisch  dasselbe  ist : 

(2« .)  lim„.„  ß^  f(j\  I  +  [A„  ß  -yj  L)  =  0. 

Bezeidinet  man  nun  für  den  Augenblick  jede  von  n  abhängende 
Grösse,  die  bei  unendlich  wachsendem  n  gegen  0  convergirt, 
mit  ^  resp.  mit  ip^j  Xn>  -  •  -  «  so  ist  nach  (18.): 

^n  ß  —  in  =  In » 
und  folglich  nach  (S1 .) : 

Diej,^  gehören  sämmtlich  zur  Reihe  (3.),    unterscheiden   sich 
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also  von  der  gegebenen  Constante  S  nur  durch  ganze  Zahlen. 
Demgemäss  ist  also  z.  B. : 

wo  J„  eine  ganze  Zahl  vorstellt.  Substituirt  man  aber  diesen 
Werth  von  j'„L  in  (22.),  und  beachtet,  dass  die  Constante  L  die 
Perioden  länge  der  Function  /"(x)  bezeichnet,  dass  mithin  für  jed- 
wedes X  die  Formel  stattfindet:  [(x-k-J^L)  =f{x)jSO  erhält  man ; 

(23.)  fi,J{SL^^^L)  =tp^. 

Nun  ist  aber  nach  (2.a] 

f(SL)  =Ä, 

wo  B  eine  von  0  verschiedene  Constante  vorstellt.  Auch  ist  f(xi 
nach  unserer  Voraussetzung  eine  stetige  Function,  mithin : 

nSL  +  ^„L)  =B  +  Xn- 
Dies  in  (23.)  substituirt,  ergiebtsich: 

(24.)  ßhni^-^Xn)  =  ^n, 

WO  i//^  und  Xn  Grössen  vorstellen,  die  mit  unendlich  wachsen- 
dem n  gegen  0  convergiren,  wahrend  B  eine  feste  und  von  0 
verschiedene  Constante  bezeichnet.  Demgemäss  folgt  aus  d^r 
Formel  (24.)  sofort,  dass  die  Grösse  ß/^  bei  unendlich  wachsen- 
dem n  ebenfalls  gegen  0  convergirt ;  sodass  man  also  die  For- 
mel erhält: 

(25-)  l»"„«»  /**„  =  0. 

Diese  Formel  (25.)  sagt  aus,  dass  die /5?/,^ ,  /?/,^,  /Y/,^,  .  .  ,  bei 
weiterem  Fortgange,  sich  in  infinitum  der  0  nähern,  und  dass  es 
also  z.B. unter  diesen  ßf^  auch  solche  geben  muss,  die  ihrem  ab- 
soluten Betrage  nach  kleiner  sind  als  das  von  uns  zu  Anfang  ge- 
wählte €.  Die  ßf^^  sind  aber  nur  Individua  aus  der  Classe  der 
ßg .  *)  Wir  kommen  demgemäss  also  zu  dem  Resultat,  dass  in 
dieser  Classe  der  ßg  gewisse  Individua  vorhanden  sein  mttssen, 
die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  jenes  €  sind. 

Dies  Resultat  aber  ist  absurd.    Denn  wir  sind  ausgegangen 
von  der  Voraussetzung  des  dritten  Falles  (7.c) ;  und  die  ßg  sind 

*)  Die  A, ,  h^,h^t  •••  sind  nämlich  nach  ihrer  Definition  bestimmte 
Individuen  aus  der  Reihe  g^^  g^,  g^,  ••..  Und  dementsprechend  sind 
also  auch  die  ßh  *  ßh  9  ßh  ^  *  >  •  ^^  bezeichnen  als  Individua  aus  der  Reihe 
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also,  zufolge  ihrer  dortigen  Definition,  dem  absoluten  Betrage 
nach  durchweg  grösser  als  jenes  £. 

So  sehen  wir  also ,  dass  die  Annahme  des  dritten  Falles 
7.c)  zu  einem  Absurdum  hinleitet  ^  dass  mithin  dieser  dritte 
Fall  unmöglich  ist.  Es  bleiben  also  als  möglich  nur  ttbrig  der 
(nte  und  zweite  Fall.  Und  wir  gelangen  daher  mit  Rücksicht 
auf  die  in  (7.a,  b)  gegebene  Gharakterisirung  dieser  beiden 
Falle  zu  folgendem  Resultat : 

Ist  e  ein  ad  libitum  gewählter  Kleinheitsgrad,  und  denkt 
man  sich  mit  Rücksicht  auf  dieses  e  die  gegebenen  Gonstanten 
ii6.)  /?,,  ß^,  ß^^  ß^^  ....  ininf, 

eiDgetheilt  in  die  höheren  und  tieferen  ß's^  so  wird  sich  stets 
eine  endliche  positive  ganze  Zahl  N  angeben  lassen  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  die  Grössen 

;26.a)        ß  ^„  /^ ^-n  '  /^.v-k«  >  ßN^i^   .  ...  in  inf. 

darchweg  zu  den  tieferen  ß's  gehören*]. 

Oder  genauer  ausgedrückt:  Es  wird  sich,  falls  e  einen  be- 
liebig gegebenen  Kleinheitsgrad  vorstellt j  stets  eine  endliche  po- 
sitive ganze  Zahl  N  angeben  lassen ,  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  die  Constanten  (26. a)  ihrem  absoluten  Betrage  nach  durch- 
weg ^  €  sind.  DemgemSiss  sehen  wir  also,  dass  die  ursprüng- 
lich gegebenen  Gonstanten  (26.)  der  Formel  entsprechen 

and  gelangen  daher  zu  folgenden  Theorem : 

Thooreill.  —  Versteht  man  unter  f[x)  eine  beliebig  gegebene 
Function,  welche  stetig  und  periodisch  ist,  femer  unte^^ 

ßiy  ßti   ßij *^  ^^f- 

beliebig  gegebene  Gonstanten,  und  ist  bekannt,  dass  für  jed- 
wedes X  die  Formel  stattfindet : 

27.)  Vim^^^ß^fjx)  =0, 

so  folgt  hieraus  mit  Nothwendigkeü,  dass 

(28.)  Jin^na«  ßn  ^^fO'Hs  =  0  ist. 


*)  Diese  Zahl  N  ist  nämlich  a  4  im  Falle  (7.a},  anderseits  ^  [G  +  \) 
im  Falle  (7.b),  wo  G  die  in  (7.b)  angegebene  Bedeutung  besitzt 
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§6. 

Fortsetzung.    Weitere  Ausdehnang  des  erhaltenen 

Resultates. 

Die  in  diesem  Satz  gemachte  Voraussetzung ,  dass  die  For> 
mel  (27.)  stattfinden  solle  fUr  jedwedes  a?,  ist  für  die  Gültigkeit 
des  Satzes  nicht  in  vollem  Umfange  erforderlich.  In  der  That 
lässt  sich  zeigen,  dass  der  soeben  ausgesprochene  Satz  auch 
dann  noch  in  Kraft  bleibt ;  wenn  die  Formel  (27.)  nur  erftilll 
ist  für  solche  x,  die  (geometrisch  ausgedrückt)  ein  kleines  Li- 
nienstück stetig  erfüllen,    in  der  That  gilt  folgendes 

Allgemeineres  Theorem.  —  Versteht  man  unter  f{x)  eine 
beliebig  gegebene  Function,  welche  stetig  und  periodisch  ist, 
femer  unter 

A'  ftt.  ß, ininf, 

beliebig  gegebene  Constanten ,  endlich  unter  x^  <^  x,  eben- 
falls zwei  beliebig  gegebene  Constanten,  und  ist  bekannt, 
dass  die  Formel 

(29.)  \im^^^  ß^r(nx)  =0 

stattfindet  für  jedwedes  der  Bedingung  x^  <i  x  <^  x^  entspre- 
chende X ,  so  folgt  hieraus  mit  Nothwefidigkeit,  da^s 

(30.)  limn^oD  ßn  ebenfalls  =  0  ist. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  lässt  sich  in  genau  derselben 
Weise  führen,  wie  der  des  vorhergehenden  Satzes  (27.),  (28.)  ; 
nur  mit  dem  einen  Unterschiede,  dass  in  diesem  Fall  die  Con- 
stanten Aq  und  jo  nicht  mehr  beliebig ,  sondern  mit  Rücksicht- 
nahme auf  die  gegebenen  Gonstanten  x^  und  x^  zu  fixiren 
sind.  Und  zwar  sind  h^  und  jg  in  diesem  Fall  so  zu  wählen,  dass 
den  Gleichungen  entsprochen  wird  : 


(31.) 

woraus  sich  ergiebt : 

(Sl.a) 


X-,  = 

^"-J 

.r,  = 

^'^ 

A.  = 

/       = 

x^-^x. 

a?,—  X. 
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Dabei  bezeichnet  L ,  ebenso  wie  wie  früher^  die  Periodenlange 
der  gegebenen  Function  f[x),  also  eine  gegebene  po^t^tve  Con- 
stante.  Beiläufig  zeigen  die  Formeln  (34  .a),  dass  von  den  so 
determinirten  Gonstanten  h^  und  j^  die  erster e  positiv  und  ^  0 
ist.  Denn  L  ist  positiv ,  und  x^  —  x^  ebenfalls,  weil  nach  der 
in  unserem  Satze  geraachten  Voraussetzung  x^  <^  x^  sein  soll. 

Wiederholt  man  nun ,  nach  Festsetzung  dieser  Gonstanten 
h^  und  j^  j  Schritt  fttr  Schritt  genau  dieselben  Betrachtungen 
wie  vorhin  S.  %h — 25,  so  erhält  man  genau  dieselben  Formeln  wie 
damals,  bis  zu  den  Formeln  (49.),  (20.)  hin  auf  S.  25.  Denn  der 
Uebergang  von  (19.)  zu  (20.)  ist  offenbar  im  gegenwärtigen 
Falle  nicht  mehr  erlaubt,  oder  bedarf  wenigstens  noch  einer 
besonderen  Motivirung.  Um  näher  hierauf  einzugehen,  wieder- 
holen wir  zunächst  die  Formel  (47.)  : 

fi  -  1^  =  ^*  -h  ^*  +  I»  -4-   •  .     •   in  inf. 

Wir  können  dieselbe  auch  so  schreiben  : 

A.ii  -  j.  =  0.  J?  +  0,  J^  +  0,  ^  + in  inf. 

oder,  mit  Rücksicht  auf  ;4  4.)  auch  so: 

A.  ii  -  ü  =  0.  4'  +  ®»  1;«*'  +  ®.  -i^^  +  •  .  •  .  m  ,«/•. 

Hieraus' aber  folgt,  weil  die  ^,  0  lauter  positive  ächte  Brüche 
sind,  sofort: 

abs{A,ß-7j  <|-i4.l4.1^  ...  ^in  inf.^, 

diese  Formel  kann  man  auch  so  schreiben  :  abs  (Ä„ß— 7„1  <C y 
Polglich  ist : 

-i-<(A.ß->,)<  +  ^- 

Hieraus  folgt  weiter 

7o  -  y  <Äoii  <Jo  -H  y» 
mitbin  a  fortiori : 

7o-  ^   <Äoß  <7o-h4, 
oder,  falls  man  mit  -    multiplicirt,  und  da^bei  beachtet,  dass  L 
und  h^  beide  positiv  sind  : 
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atso  mit  Rücksicht  auf  (34.): 

(32.)  X,  <ßl<  a;,. 

Nun  soll  aber  für  jedwedes  der  Bedingung  x^  <^x  <^x^  ent- 
sprechende X  die  Fonnel  (29.)  stattfinden.  Und  es  muss  daher 
diese  Formel,  wie  aus  (32.)  folgt,  z.  B.  auch  stattfinden  für  den 
Specialwerth  x  ^  HL.   Demgemdss  ergiebt  sich  : 

(33.)  Um^^^ß^nnilL)  -0. 

DemgemHss  ist  also  die  Richtigkeit  jener  früheren  Formel 
(20.)  S.  25  im  gegenwärtigen  Falle  ebenfalls  conslatirt.  Und  w  ir 
übersehen  nun  sofort,  dass  von  (20.)  aus  all'  unsere  früheren 
Betrachtungen  S.  25 — 27  in  völlig  ungeänderter  Weise  von 
Neuem  wiederholt  werden  können,  und  dass  man  in  solcher  Art 
zu  dem  Beweise  des  zuletzt  aufgestellten  a/Z^ememeren  Theorems 
(29.),  (30.)  hingelangt.    Q.  e.  d. 

§7. 
Ueber  die  Potentialftanctionen  einer  Kreisfläclie. 

Es  sei  F  eine  Function  von  [Xj  y] ,  welche  mit  Bezug  auf 
eine  um  den  Anfangspunct  mit  dem  Radius  R  beschriebene 
Kreisfläche  folgende  Eigenschaften  besitzt : 

,w  V    \Die  Werthe  von  F  sind  auf  der  ganzen  Kreisfläche^  ihren 
yRand  miteingeschlossen^  überall  stetig, 

I  Für  jedweden  Punct  (ar,  y),  der  innerhalb  der  Kreisfläche 
(also  nicht  etwa  hart  am  Hände  derselben)  liegt,  sind  F, 
J^>  5^'  5^«> Stetig,  und(^,^^^  gleich  ^uU. 

Wir  wollen  die  Polarcoordinaten  der  inneren  Puncte  mit 
(r,  y),  die  der  Äowc/puncle  mit  (R,  qn)  bezeichnen,  also  für  die 
ersteren  Puncte 

X  =:  r  cos  (fj  y  =  I'  sin  y , 
für  die  letzteren : 

a?  =  Ä  cos  f/),  y  =  R  sin  (p 
setzen ,  wo  /*  <]  Ä  ist,  und  R  den  Radius  der  Kreisfläche  vor- 
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Stellt.  Und  denentsprechend  wollen  wir  die  Function  F  mit 
F{r,  (p)  bezeichnen.  Alsdann  gilt,  wie  ich  in  §  2  (Berichte  von 
1884,  S.  45)  gezeigt  habe,  folgender  Satz: 

Sind  längs  des  Randes  der  Kreisflache  irgend  welche 
stetig  zusammenhangende  Werthe  f{(p)  vorgeschrieben, 
A.)  \  so  kann  stets  nur  eine  Function  F(r,  (p)  exisliren,  welche 
den  Bedingungen  (!.],  (II.)  entspricht,  und  welche  ausser- 
dem am  Rande  die  vorgeschriebenen  Werihe  f[q>]  besitzt. 

Vergegenwärtigt  man  sich  den  damals  von  mir  für  diesen 
Satz  (in  §  2)  gegebenen  Beweis ,  so  entsteht  fast  von  selber  die 
Vermuthung ,  dass  man  in  genau  derselben  Art  auch  folgenden 
Satz  beweisen  könne : 

Sind  am  Rande  der  Kreisfläche  irgend  welche  stetig  zu- 
sammenhängende Werthe  f{q))  vorgeschrieben,  so  kann 
immer  nur  eine  Function  F{r,  tp)  existiren,  welche  die 
B.)  /  Bedingungen  (11.)  erfüllt*),  und  welche  ausserdem  für 
jedwedes  q>  der  Formel 

lim^,^  F(r,  y)  ^  f[(p) 
entspricht. 

Denkt  man  sich  nämlich  irgend  eine  den  Anforderungen 
dieses  Satzes  (B.)  entsprechende  Function  F(r,  q>)  wirklich  con- 
struirf*),  bezeichnet  man  femer  alle  Puncto  der  gegebenen 
Kreisfläche,  ihren  Rand  einbegriffen,  mit  x^  und  versteht  man 
unter  Uj,  für  jeden  inneren  Punct  x  das  demselben  zugehörige 
F(r,  9),  andererseits  ftlr  jeden  fiowrfpunct  x  das  demselben  zu- 
kommende f{q>)y  —  so  lassen  sich  auf  dieses  Werthsystem  U^. 
Schritt  für  Schritt  dieselben  Betrachtungen  anwenden,  welche 
in  §  S  mit  Bezug  auf  die  Fj.  angestellt  sind.  Und  diese  Betrach- 
tungen, welche  bei  ihrer  Anwendung  auf  die  Kj.  zum  Satze  (A.) 
führten,  werden  alsdann  bei  ihrer  Anwendung  auf  die  U,j.  zum 
Satze  (B.)  hinleiten. 

Dabei  ist  indessen  übersehen ,  dass  die  früheren  Fj,  und 


*)  Ich  sage:  »die  Bedingungen  (U.)«;  —  nicht  (I.)  und  (II.). 
**)  Dass  mindestens  eine  Function  F(rf  fp)  analytisch  construirbar  ist, 
welche  den  Anforderungen  des  Satzes  (B.)  entspricht,  geht  aus  §  4  (Be- 
richte von  4881)  ohne  Weiteres  hervor.  Fraglich  bleibt  dabei  aber,  ob 
ausser  dieser  einen  Function  Ffr.  9)  noch  andere  derartige  Functionen 
existiren. 
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die  gegenwärtigen  U^^  einander  nicht  völlig  parallel  stehen. 
Denn  jene  in  §  2  behandelten  P^  sind  (ihrer  dortigen  Definition 
zufolge)  auf  der  Kreisfläche^  inclusive  des  Randes,  vberaü  stetigj 
und  besitzen  daher  auf  der  Kreisfläche  einen  bestimmten  Maxi- 
malwerth.  Bei  den  gegenwärtigen  U^  hingegen,  welche  theils 
durch  die  F[r^  qp),  theils  durch  die  f[(p)  deflnirt  sind,  ist  die 
Existenz  eines  solchen  bestimmten  Maximalwerthes  nicht  ohne 
Weiteres  klar,  sondern  fraglicher  Natur ^  und  jedenfalls  noch 
des  Beweises  bedürftig.  Hiermit  aber  hängt  zusammen,  dass 
jene  in  §  !2  bei  den  F^  angestellten  Ueberlegungen,  welche  sich 
auf  die  Existenz  eines  bestimmten  Maximums  der  F^  wesentlich 
stutzen"^),  nicht  ohne  Weiteres  auf  die  U^  übertragbar  sind. 

Nehmen  wir  für  den  Augenblick  an,  es  sei  auf  irgend  wel- 
chem Wege  gelungen,  die  Existenz  eines  bestimmten  Maximums 
der  U^  wirklich  nachzuweisen,  so  würde  alsdann  durch  die  Be- 
trachtungen des  §  2  nicht  nur  der  Satz  (A.},  sondern  gleichzeitig 
auch  der  Satz  (B.}  bewiesen,  und  hiermit  den  Untersuchungen 
des  nächstfolgenden  §  3  die  ausreichende  Grundlage  gegeben 
sein. 

Demgemäss  ist  in  Betreff  meines  früheren  Aufsatzes  (von 
4881)  Folgendes  hinzuzufügen:  Die  dortigen  §  4  und  §  2  sind 
völlig  correct.  Hingegen  ist  in  dem  §  3  insofern  ein  gewisser  De- 
fect  vorhanden,  als  derselbe  auf  dem  noch  unbewiesenen  Satze  (B.) 
bm^ht.  Gelänge  es,  diesen  noch  fraglichen  Salz  (B.)  wirklich  zu 
beweisen,  so  würden  hierdurch  die  Betrachtungen  des  §3  ihr  aus- 
reichendes Fundament  einhalten,  und  zu  den  dort  angegebenen  End-- 
resultaten  [(25.),  (26.)  S.  22]  in  legitimer  Weise  hinleüen. 

Es  dreht  sich  also  Alles  nur  um  den  noch  fraglichen  Satz  (B.) . 
Dieser  abei'  würde  vollständig  bewiesen  sein,  wenn  es  gelänge  zu 
zeigen,  dass  die  vorhin  genannten  Werthe  U^ein  bestimmtes 
Maximum  besitzen. 

Möglichei^weise  ist  es  bequemer ,  den  Salz  (B.)  in  anderer 
Art  zu  beweisen.  Und  mit  Bezug  hierauf  sei  bemerkt,  dass  man 
denselben  leicht  auf  einfachere  Sätze reduciren  kann,  z.B.  auf 
die  Sätze  (C.)  und  (D.j,  von  denen  im  folgenden  Paragraphen 
(§  8)  die  Rede  sein  soll. 


*)  In  der  That  heisst  es  z.  B.  in  jenem  §  2  auf  S.  43:  »Existirt  also 
Überhaupt  unter  den  Wertben  F,  einer,  der  alle  übrigen  an  Grösse  über- 
trifft {und  das  wird  immer  der  Fall  sein^  wenn  nicht  etwa  F  auf 
der  ganzen  Kreisfläche  constant  ist),  so  muss«  etc.  etc. 
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Einstweilen  ist  jedenfalls  der  Satz  (B.)  als  ein  noch  unbe- 
wiesen  er  Satz  zu  bezeichnen,  also  cds  ein  Satz^  der  möglicher^ 
weise  auch  falsch  sein  kann. 

Aus  den  Darlegungen  des  gegenwärtigen  §.  sind  zugleich 
diejenigen  Überlegungen  und  Schlussfolgerungen  zu  ersehen, 
welche  mich  bei  der  Niederschrift  meines  Aufsatzes  von  4884 
in  Wirklichkeit  geleitet  haben.  So  z.  B.  erinnere  ich  mich  mit 
Bestimmtheit,  dass  mir  bei  der  Ausarbeitung  des  §  3  die  Sätze 
A.)  und  (B.)  gleichzeitig  vorschwebten.  Ich  hielt  es  damals 
nicht  fttr  besonders  nothwendig,  zwischen  diesen  beiden  Sätzen 
zu  unterscheiden ,  weil  ich  damals  der  Ansicht  war ,  dass  der 
eine  wie  der  andere  mit  genau  denselben  Mitteln  sich  beweisen 
liesse  ,  oder  genauer  ausgedrückt ,  weil  ich  damals  auf  den 
Existenzbeweis  für  ein  bestimmtes  Maximum  der  ¥^  resp.  der  U^^ 
noch  kein  sonderliches  Gewicht  legte.  Wie  nothwendig  ein 
solcher  Existenzbeweis  in  Wirklichkeit  ist,  habe  ich  erst  später 
erkannt  aus  den  vielen  vergeblichen  Bemühungen,  denen  ich 
mich  nachträglich  zur  Auffmdung  eines  solchen  Beweises  unter- 
zogen habe. 

Schliesslich  habe  ich  Herrn  Cantor,  der  mich  auf  das 
Mangelhafte  meiner  Schlussfolgerungen  im  §  3  meines  Aufsatzes 
^von  4884)  durch  mehrere  briefliche  Mittheiiungen  (vom  April 
4882)  aufmerksam  zu  machen  die  Güte  hatte,  hiefür  meinen 
ganz  besondern  Dank  auszudrücken.  Es  wird  mir  stets  er- 
wünscht sein,  etwaige  Incorrectheiten  in  meinen  Publicationen 
entweder  zu  berichtigen,  oder,  wo  dies  nicht  möglich  sein  sollte, 
wenigstens  als  solche  zu  bezeichnen.  Und  ich  wünschte  nur, 
dass  andere  Autoren  betreifs  ihrer  Publicationen  nach  dieser 
Richtung  hin  dieselbe  Bereitwilligkeit  an  den  Tag  legen  möchten. 

§8. 
Beiläaflge  Bemerkangen. 

Der  vorhin  aufgestellte  und  noch  fragliche  Satz  (ß.)  nimmt 
für  den  Specialfall  f{g))  =  0  die  einfachere  Gestalt  an ; 

Mit  Bezug  auf  die   gegebene  Kreisfläche   kann  stets  nur 
eine  Function  F(r,  (p)  existiren,  welche  den  Bedingungen 
/Q  \  )  (IL)  Genüge  leistet,  und  ausserdem  für  jedwedes  y  der 
^  '^  I  Formel 

1™^=Ä  fr,  y)  =  0 
I  entspricht. 
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Den  in  diesem  Satze  (G.)  gestellten  Anforderungen  wird 
nun  offenbar  entsprochen,  wenn  man  die  Function  P{r,  tp] 
allenthalben  =  0  setzt.  Und  demgemäss  kann  man  also  dem 
Satze  (G.)  auch  folgende  Gestalt  geben: 

Eine  Function  F(r,  qp),  welche  die  Bedingungen  (II.)  er- 
füllt, und  welche  ausserdem  für  jedwedes  g)  der  Formel 

(D.)  )  lim^,«  F(r,  q>)  =  0 

entspricht,  wird  nothwendiger  Weise  auf  der  gegebenen 
Kreisfläche  allenthalben  =  0  sein. 

Auch  bemerkt  man  sofort,  dass  die  Sätze  (B.),  (G.),  (D.' 
unter  einander  äquivalent  sind.  Denn  gelingt  es  z.  B.  den  Be- 
weis des  Satzes  (D.)  zu  finden,  so  würde  hiermit  der  Bewxis  des 
Satzes (B.)  ebenfalls  erbracht  sein.  Es  wäre  daher  sehr  zu  wün- 
schen, dass  es  glücken  möchte,  diesen  durch  besondere  Ein- 
fachheit ausgezeichneten  Satz  (D.)  entweder  wirklich  zu  be- 
weisen, oder  aber  durch  irgend  welches  Beispiel  seine  Unrich- 
tigkeit zu  documentiren. 
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W.  Hankel»  Neue  Beobachtungen  übet*  die  Thermo-  und 
AktinoelektricUäl  des  Bergkrystalles ,  als  Erwiederung  auf  einen 
Aufsatz  der  Herren  C.  Friedet  und  J.  Curie.  *) 

In  zwei  Abhandlungen  (»über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  fiergkrystallesa  4866  i)  und  »über  die  aktino-  und 
piezoelektrischen  Eigenschaften  des  Bergkrystalles  und  ihre 
Beziehung  zu  den  thermoelektrischem  1881  ^)  j  sind  von  mir  in 
Betreff  des  elektrischen  Verhaltens  des  Bergkrystalles  bei  Ände- 
rung der  Temperatur ,  der  auf  ihn  fallenden  Wärmestrahlung 
und  des  Druckes  folgende  Gesetze  nachgewiesen  worden. 

I.  Thermoelektrlcltät 

\]  Die  Bildung  der  Bergkrj^stalle  ist  durch  das  Auftreten 
der  trigonalen  Trapezoeder  und  der  trigonalen  Pyramiden  eine 
nach  den  Nebenaxen  hemimorphe. 

2)  An  den  beiden  Enden  jeder  der  heinimorphen  Neben- 
axen  treten  bei  Temperaturänderungen  entgegengesetzt  elektri- 
sche Pole  auf,  so  dass  am  Umfange  einfacher  Kryslalle  stets  po- 
sitive und  negative  Pole  abwechseln. 

3)  Bei  steigender  Temperatur  sind  die  Polaritäten  die  um- 
gekehrten wie  bei  sinkender. 

4)  Bei  sinkender  Temperatur  liegen  die  positiven  Pole  an 
denjenigen  Axenenden,  an  welchen  die  Flächen  der  trigonalen 
Pyramiden  und  Trapezoeder  auftreten,  die  negativen  an  den 
entgegengesetzten.  Bei  steigender  Temperatur  ei*scheinen  die 
erstgenannten  Enden  negativ,  die  zuletzt  genannten  positiv. 

5)  Bei  ringsum  normal  ausgebildeten  einfachen  Bergkry- 
stallen  zeigt  sich  in  der  Ausbreitung  der  beiden  elektrischen 


*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  5.  März  4883,  zum  Druck  übergeben 
am  30.  März. 

4}  Abhandl.  derK.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss    Bd.  XIII.  S.  319—392. 
2)  Ebcndas.  Bd.  XX.  S.  457—347. 
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Polaritäten  auf  der  Oberfläche  ein  Unterschied,  je  nachdem  die 
Krystalle  zu  den  sogenannten  linken  oder  rechten  gehören.  Bei 
den  linken  erstrecken  sich  beim  Erkalten  im  Allgemeinen  die 
negativen  Zonen  von  den  grossen  Pyramidenflächen  des  oberen 
Endes  über  die  Seitenkanten,  welche  keine  trigonalen  Gestalten 
tragen,  hinweg  zu  den  am  unteren  Ende  nach  rechts  gelegenen 
grossen  Pyramidenflächen,  während  sich  die  positiven  Zonen  in 
gleicher  Richtung  von  den  kleinen  Pyramidenflächen  des  oberen 
Endes  über  die  mit  trigonalen  Flächen  versehenen  Kanten  zu 
den  am  unteren  Ende  rechts  liegenden  kleinen  Pyramidenflächen 
hinabziehen.  Bei  den  rechten' Kry stallen  gehen  die  negativen 
Zonen  von  den  grossen  Pyramidenflächen  des  oberen  Endes  über 
die  nicht  mit  trigonalen  Gestalten  versehenen  Kanten  zu  den  am 
unteren  Ende  links  liegenden  grossen  Pyramidenflächen ,  und 
die  positiven  von  den  kleinen  Pyramidenflächen  des  oberen 
Endes  über  die  trigonale  Gestalten  tragenden  Kanten  zu  den 
links  liegenden  kleinen  Pyramidenflächen  des  unteren  Endes. 
Eine  Umkehrung  des  Krystalles ,  wobei  das  untere  Ende  zum 
oberen  gemacht  wird,  lässt  selbstverständlich  die  schiefen 
Lagen  der  Zonen  ungeändert. 

6}  Abweichungen  von  der  normalen  Bildung  haben  Ände- 
rungen in  der  Ausbreitung  der  elektrischen  Zonen  auf  der  Ober- 
fläche im  Gefolge.  Solche  Abweichungen  entstehen  namentlich 
durch  Verwachsungen  zweier  Individuen.  Jedes  der  in  einem 
scheinbar  einfachen  Krystalle  vorhandenen  Individuen  zeigt  auf 
seinen  an  die  Oberfläche  tretenden  Flächenstocken  möglichst 
die  denselben  entsprechende  Polarität. 

7]  An  den  Enden  der  Hauptaxe,  nach  welcher  keine  hemi- 
morphe  Bildung  statt  hat,  erscheinen  ebenfalls  elektrische 
Spannungen,  aber  von  gleicher  Art.  An  normal  gebildeten 
Krystallen  sind  beide  Enden  derHauptaxe  beim  Erkalten  positiv. 

8)  Bei  Temperaturen  über  200°  verschwindet  die  während 
der  Erhitzung  aufgetretene  elektrische  Spannung. 

II.  Aktinoelektricität. 

1)  Treffen  Wärmestrahlungen  einen  einfachen  Bergkrystall, 
so  entstehen  an  den  Enden  der  hemimorph  gebildeten  Neben- 
axen,  also  auf  den  sechs  Kanten  des  Prismas,  elektrische  Pole. 

2)  Die  elektrische  Spannung  wächst  bei  der  Bestrahlung 
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anfangs  rascb,  dann  langsamer,  und  erreicht  in  40  Seeunden 
nach  deren  Beginn  ihr  Maximum. 

3)  In  dem  gleichen  Zeiträume  von  40  Seeunden  verschwin- 
den nach  dem  Aufhören  der  Bestrahlung  die  elektrischen  Span- 
nungen, indem  sie  anfangs  rasch,  dann  langsamer  abnehmen. 

4;  Auf  den  mit  den  Flächen  der  trigonalen  Gestalten  ver- 
sebenen Kanten  ^j  treten  bei  der  Bestrahlung  positive,  auf  den 
übrigen  drei  Kanten  negative  Pole  auf.  Bei  der  Bestrahlung 
zeigen  also  die  Kanten  dieselbe  elektrische  Polarität,  welche  sie 
thermoeiektrisch  bei  der  Abkühlung  annehmen. 

5)  Die  Richtung,  in  welcher  die  Wärmestrahlung  den  Kr\- 
stall  trifft,  ist  in  Bezug  auf  die  Art  der  auf  den  Kanten  auftreten- 
den Elektricität  gleichgiltig ;  die  Strahlen  kOnnen  selbst  parallel 
mit  der  Hauptaxe  durch  den  Krystall  gehen. 

6)  Die  Quelle,  aus  welcher  die  Strahlung  ^ommt,  kann 
jede  beliebige  sein  :  Sonnenlicht,  elektrisches  Kohlenlicht,  Gas- 
flamme, Kerzenflamme,  mit  heissem  Wasser  gefüllter  Metall- 
würfel, erwärmte  Metallkugel  u.  s.  w. 

7)  Die  Stärke  der  auf  derselben  Kante  eines  Krystalles  er- 
regten elektrischen  Spannung  ist  proportional  der  Intensität  der 
Bestrahlung. 

8)  Die  Strahlen,  welche  die  Aktinoelektricität  hervorrufen, 
sind  nicht  genau  dieselben,  welche  von  dem  berussten  Ende 
einer  Thermosäule  absorbirt  werden.  Bei  dem  Durchgange  durch 
farblose  und  gefärbte  Glasplatten  werden  die  aktinoelektri- 
sehen  Strahlen  mehr  geschwächt,  als  die  auf  die  Thermosäule 
wirkenden. 

9j  Bei  zusammengesetzten  Krystallen  zeigt  jedes  auf  der 
Oberfläche  erscheinende  Stück  möglichst  die  ihm  entsprechende 
Polarität. 

10;  Der  Vorgang  für  die  Erzeugung  der  Aktinoelektricität 
ist  umkehrbar.  Beim  Annähern  oder  Auflegen  einer  kalten 
Metallkugel  auf  die  Kante  eines  erhitzten  Bergkry Stalles  entsteht 
infolge  der  Strahlung  seitens  des  Krystalles  auf  die  genäherte 
Kugel  eine  elektrische  Erregung,  wie  sie  thermoeiektrisch  bei 
steigender  Temperatur  sich  zeigen  würde. 

Vi  Oder  auf  deo  Kanten,  aufweichen  die  Flächen  der  trigonalen  Ge- 
stalten liegen  würden,  wenn  sie  vorhanden  wären. 
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lU.  Piezoelektrlcltät. 

4)  Bei  Ausübung  eines  Druckes  in  der  Richtung  einer 
Nebenaxe  des  Bergkrystalles  entstehen,  wie  J.  und  P.  Curie 
gefunden  haben,  polarelektrische  Spannungen  an  den  Enden 
dieser  Axe,  und  zwar  sind  dieselben  an  den  trigonale  Gestalten 
tragenden  Kanten  negativ,  an  den  anderen  positiv.  Beim  Nach- 
lassen des  Druckes  treten  die  entgegengesetzten  Polaritäten  auf. 

i)  Ich  habe  nun  gezeigt,  dass  die  in  der  angegebenen 
Verthellung  auftretenden  Polaritäten  der  von  J.  und  P.  Curie 
aufgestellten  Regel,  wonach  Druck  und  Abkühlung  (Nähern  der 
Moleküle),  und  ebenso  andererseits  Nachlassen  des  Druckes  und 
Erwärmung  (Entfernung  der  Moleküle  von  einander]  dieselbe 
Modification  der  Elektricität  hervorrufen  sollen,  widersprechen. 

3)  Beim  Zusammendrücken  in  der  Richtung  der  einen 
Xebenaxe  zeigen  die  Endpunkte  der  anderen  beiden  Nebenaxen 
die  einer  Ausdehnung  entsprechenden  Polaritäten ;  ebenso  beim 
Druck  in  der  Richtung  einer  Zwischenaxe  (Verbindungslinie  der 
Mitten  zweier  gegenüberliegenden  Seitenflächen)  die  Enden  der 
darauf  senkrechten  Nebenaxe. 

4)  Bei  zusammengesetzten  Krystallen  zeigt  jedes  an  der 
Oberfläche  erscheinende  Stück  möglichst  die  ihm  entsprechende 
Polarität,  

Gegen  eine  Anzahl  der  im  Vorstehenden  aufgeführten  Sätze 
haben  nun  in  einem  Aufsatze  »Sur  la  pyro6lectricit6  du  quartz«  *) 
die  Herren  C.  Friedel  und  J.  Curie  Einwendungen  erhoben, 
die  sich  im  Wesentlichen  darauf  reduciren,  dass  die  von  mir  an- 
gegebene thermoelektrische  Verthellung  nur  Folge  einer  unregel- 
mässigen Erkaltung  sei ,  dass  die  thermoelektrischen  Pole  auf 
den  Kanten  des  Bergkrystalles  vielmehr  das  umgekehrte  Zeichen 
erhalten  müssen,  und  sonach  die  am  Bergkrystalle  auftretenden 
piezoelektrischen  Vorgänge  mit  der  von  Curie  aufgestellten 
Regel  übereinstimmen.  Schliesslich  sollen  nach  ihnen  auch  die 
aktinoelektrischen  Vorgänge  als  besondere  nicht  existiren,  son- 
dern ebenfalls  nur  unregelmässigen  Erhitzungen  ihre  Entstehung 
verdanken. 

Ich  werde  indess  den  strengen  Nachweis  führen ,  dass  die 


I]  Bulletin  de  la  soci^t^  minäralogique  de  France.    Decembre  4  882. 
Tome  V.   p.  282—296. 
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obigen  Einwendungen  in  jeder  Beziehung  durchaus  unbegrttn* 
det  sind. 

Zur  Zurückweisung  dieser  Einwendungen  bedürfte  es 
eigentlich  nur  des  Hinweises  auf  die  in  meinen  Abhandlungen 
mitgeibeiUen  speciellen  Beobachtungen.  Da  jedoch  gerade  in 
der  letzten  Zeit  der  Bergkryslall  in  elektrischer  Beziehung  viel- 
fach in  Anspruch  genommen  worden,  so  will  ich,  um  auch  nicht 
das  geringste  Bedenken  gegen  meine  Versuche  und  die  daraus 
gezogenen  Schlüsse  besteben  zu  lassen,  durch  ganz  specieüe 
Versuche  die  Ansichten  der  Herren  Friedel  und  Curie  als 
irrthümlich  nachweisen. 

Adl. 

a)  Beschaffenheit  der  thermoelektrischen  Pole. 

Nach  meinen  Beobachtungen  liegen,  wie  ich  oben  angeführt 
habe,  beim  Erwärmen  die  thermoelektrisch  positiven  Pole  auf 
den  Kanten,  welche  keine  trigonalen  Gestalten  tragen,  die  nega- 
tiven auf  den  mit  solchen  Flächen  versehenen  Kanten;  beim 
Erkalten  sind  die  elektrischen  Spannungen  auf  den  ersteren 
Kanten  negativ,  auf  den  letzteren  positiv.  HerrFriedel  hat  nun 
in  einer  früheren  Mittheilung  ^]  die  Beschaffenheit  der  elektri- 
schen Pole  auf  den  Kanten  gerade  entgegengesetzt  angegeben, 
und  hält  diese  Ansicht  in  dem  zuvor  S.  38  citirten  Aufsatze  vom 
Jahre  1882  aufrecht. 

Bei  meiner  ersten,  in  meiner  Habilitationsschrift  vom  Jahre 
1840  verölTentlichten  Untersuchung  der  thermoelektrischen  Vor- 
gänge am  Bergkrystall  hatte  ich  den  Krystall  auf  einer  Metall- 
platte frei  liegend  erhitzt  und  ebenso  abkühlen  lassen,  und  zur 
Bestimmung  der  elektrischen  Spannungen  die  Spitze  eines  iso- 
lirten,  durch  einen  sehr  dünnen  Drabt  mit  dem  Goldblättchen 
eines  Elektrometers  verbundenen  Platindrahtes  den  verschiede- 
nen Punkten  der  Oberfläche  bis  zur  Berührung  genähert.  Da 
jedoch  bei  diesem  Verfahren  die  Beobachtung  der  auf  dem  be- 
rührten Flachenstücke  vorhandenen  Polarität  durch  die  Verthei- 
langswirkung  der  auf  den  benachbarten  Theilen  befindlichen 
entgegengesetzten    Elektricitäten    oft   sehr  wesentlich  gestOrt 


1)  Ch.  Friedel,  sur  la  pyro^lectricitä  dans  la  topaze,  la  blende  etle 
quartz.  Bulletin  de  la  Soci6l6  minäraiogique  de  France.  Tome  II.  4879. 
Nr.  2.  p.  34. 


40  W.  Hankbl, 

wurde,  so  httllte  ich  später  den  Krystall  bis  auf  die  zu  prüfende 
Fläche  oder  Kante  in  Eisen-  oder  Kupferfeilicht  ein.  Hiedurch 
wurden  alle  auf  den  bedeckten  Theilen  befindlichen  elektri- 
schen Spannungen  unwirksam  gemacht,  und  es  ttbten  nur  noch 
die  auf  den  freien  Theilen  vorhandenen  eine  Yertheilung  auf 
den  mittelst  einer  Hebel  Vorrichtung,  jedoch  nicht  bis  zur  Berüh- 
rung, genäherten  Draht  aus. 

Die  Herren  Gh.  Fr i edel  und  Curie  haben  nun  nach  die- 
sem Verfahren  meine  Versuche  am  Bergkryslalle  wiederholt,  und 
die  von  mir  gemachten  Angaben  bestätigt.  Sie  sagen:  »Nous 
aYons  obtenu  ainsi  des  r^sultats  s'accordant  en  g^n^ral  avec  ceux 
de  M.  Hankel.a 

Die  auf  diese  Weise  beobachteten  Polaritäten  sollen  nun 
aber  nach  der  Ansicht  der  Herren  Fried el  und  Curie  nicht 
wahre  thermoelektrische  Spannungen  darstellen,  sondern  nur 
durch  eine  unregelmässige  (irr^gulier)  Abkühlung  des  Kr>— 
Stalles  hervorgerufene  piezoelektrische  sein.  Die  von  dem 
Kupferfeilicht  bedeckten  seitlichen  Theile  müssten  rascher  er- 
kalten, als  die  frei  an  der  Luft  liegenden;  infolge  dessen  trete 
eine  seitliche  Zusammenpressung  ein,  welche  in  der  Richtung 
der  vertical  gestellten  Nebenaxe  eine  Ausdehnung  und  somit 
eine  dieser  entsprechende  Polarität  erzeuge. 

Der  Unterschied  in  der  Temperatur  der  freiliegenden ,  und 
der  bedeckten  Theile  der  Krystalloberfläche  lässt  sich  nun  aber 
sehr  vermindern,  wenn  man  den  Krystall  in  eine  grössere 
Menge  Kupferfeilicht  einsetzt.  In  einem  kupfernen  Kasten  von 
93  ™  Länge  und  88 ""  Breite  wurde  ein  Bergkrystall  *)  in  das 
Kupferfeilicht  so  eingesetzt ,  dass  eine  Kante  ^)  frei  blieb ,  und 
die  in  ihr  endigende  Nebenaxe  vertical  stand.  Die  Länge  dieser 
Nebenaxe  betrug  23"™;  der  Abstand  der  beiden  mit  ihr  paral- 
lelen Prismenflächen  mass  i9^^.  Die  am  untern  Ende  der  ver- 
tical gerichteten  Nebenaxe  befindliche  Kante  ^j  war  3  bis  i"^^ 
von  dem  Boden  des  kupfernen  Gefässes  entfernt,  und  das 
Kupferfeilicht  in  solcher  Menge  eingeschüttet ,  dass  seine  Ober- 


1)  Es  war  der  in  der  Abh.  von  1884  unter  Nr.  h  aufgeführte.  Ich  werde 
die  prismatischen  Seitenflächen,  ebenso  wie  in  jener  Abhandlung  mit  den 
Zahlen  4  bis  6,  und  die  Kanten  durch  Zusammenstellung  der  Flfichen, 
welche  in  ihnen  zum  Durchsohnitt  kommen,  bezeichnen. 

2)  Die  Kante  (4.3). 
8)  Die  Kante  (4.5}. 
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Däche  im  Niveau  der  freigelassenen  Kante  lag.  Auf  jeder  Seite 
der  Kante  war  ein  4  bis  5"*™  breiter  Streifen  von  dem  Feilicht 
befreit. 

Der  kupferne  Kasten  mit  seinem  Inhalte  wurde  längere 
Zeit  in  einem  Ofen  auf  einer  Temperatur  von  135°  gehalten. 
Nach  dem  Herausnehmen  drückte  ich  ein  Thermometer  mit 
cylindrischem  Gefässe  dicht  an  der  einen  verticalen  Prismen- 
fläche des  Krystalies  in  das  Kupferfeilicht,  und  stellte  den 
Kasten  zur  Abkühlung  auf  den  Rand  eines  anderen  kupfernen 
Gef^sses.  Auf  die  frei  stehende  Kante  wurden  winzig  kleine 
Brocken  eines  bei  54,8"  schmelzenden  Stearins  gebracht.  Als 
das  dicht  neben  dem  Krystali  stehende  Thermometer  52"  zeigte, 
schmolz  das  Stearin  noch ,  behielt  aber  seinen  festen  Zustand, 
als  das  Thermometer  54 "  angab.  Im  vorliegenden  Falle  ist  also, 
selbst  unter  der  Annahme,  dass  die  bedeckte  Krystallfläche 
nicht  noch  etwas  wärmer  gewesen  als  das  anliegende  Thermo- 
meter, der  Unterschied  zwischen  den  freien  und  bedeckten 
Theilen  ein  sehr  geringer. 

Es  ist  nun  aber  auch  nicht  schwer,  die  Temperaturverhält- 
nisse umzukehren,  und  die  bedeckten  Theile  wärmer  zu  erhal- 
ten als  die  freien.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  anstatt  des  Kupfer- 
feilichts Sand  genommen  und  der  Krystali  in  gleicher  Weise 
eingehüllt.  Der  Kasten  mit  seinem  Inhalte  war  längere  Zeit 
einer  Temperatur  von  90"  ausgesetzt  gewesen.  Als  bei  der 
Abkühlung  das  neben  der  prismatischen  Seitenfläche  stehende 
Thermometer  53"  zeigte,  schmolz  das  auf  die  freie  Kante  gelegte 
Stearin  nicht  mehr.  Jetzt  waren  also  die  freien  Theile  kälter 
als  die  bedeckten ,  es  musste  also  umgekehrt  wie  zuvor,  eine 
Ausdehnung  senkrecht  zu  der  vertical  gerichteten  Nebenaxe. 
und  also  nach  dieser  eine  Zusammenziehung  stattflnden.  Wäre 
die  Meinung  der  Herren  Friedel  und  Curie  richtig,  so  hätte 
bei  dem  im  Sande  abkühlenden  Krystalle  auf  der  frei  liegenden 
Kante  die  entgegengesetzte  Polarität  von  der  auf  dem  im  Kupfer- 
feilicht erkaltenden  Krystalle  auftreten  müssen. 

Als  nun  die  Kante  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  untersucht 
wurde,  zeigte  sie  dieselbe  elektrische  Spannung ,  sowohl  wenn 
der  Krystali  in  der  oben  angegebenen  Weise  in  Kupferfeilicht. 
als  auch,  wenn  er  in  Sand  eingehüllt  ward.  Befand  sich  der 
Krj'Stall  in  Sand  eingehüllt,  so  lies  sich  nicht  nur  die  Elektri- 
ciiül  der  freiliegenden  Kante  beobachten ,  sondern  auch  links 
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und  rechts  neben  ihr  konnten  über  dem  Sande  die  entgegenge- 
setzten, den  benachbarten  Kanten  angehörigen  elektrischen 
Spannungen  wahrgenommen  werden,  weil  ihre  Yertheilungs- 
Wirkung  auf  den  genäherten  Platindraht  durch  den  Sand  nicht 
gehindert  wurde. 

Sonach  hat  also  der  Umstand ,  ob  das  freiliegende  Flächen- 
stück etwas  wärmer  oder  kälter  ist  als  der  bedeckte  Theil  der 
Krystalloberfläche,  keinen  Einfluss  auf  die  nach  meinem  Verfah- 
ren beobachteten  thermoelektrischen  Spannungen ,  und  es  sind 
dieselben  also  nicht  durch  eine  unregelmässige  Abkühlung  her- 
vorgerufene piezoelektrische. 

Die  Herren  Friedel  und  Curie  suchen  die  Ursache  der 
thermoelektrischen  Spannungen  allein  in  dem  Auftreten  unglei- 
chen Druckes,  und  kommen  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  durch  eine 
regelmässige  Erhitzung  auf  seiner  Oberfläche  entwickelte  Eiek- 
tricitätsmenge  auf  irgend  einer  Fläche  gleich  Null  sein  müsse  ^). 

Um  diese  Folgerung  zu  prüfen ,  erhitzten  sie  einen  Berg- 
krystall  längere  Zeit  auf  480^  bis  S00°,  fassten  denselben  in 
eine  Pincette,  die  ihn  nur  in  zwei  Punkten  berührte,  und  Hessen 
ihn  dann  in  der  Luft  frei  erkalten,  um  die  Abkühlung  möglichst 
regelmässig  (aussi  r^guli^rement  que  possible)  zu  gestalten. 
Als  sie  dann  den  Krystali  mittelst  eines  angenäherten  Platin- 
drahtes untersuchten,  fanden  sie  keine  Elektricität  oder  nur  auf 
ganz  unregelmässige  Weise  vertheilte  Spuren  derselben  ^; ,  ob- 
wohl an  dem  Elektrometer  noch  Yiooder  Spannung  eines  Danieil- 
schen  Elementes  beobachtet  werden  konnte. 

Dieser  Ausspruch  setzt  mich  in  Verwunderung ;  es  müssen 
höchst  unglückliche  Umstände  bei  den  Versuchen  der  Herren 
Friedel  und  Curie  obgewaltet  haben,  wodurch  es  ihnen  un- 
möglich geworden,  die  auf  den  frei  in  der  Luft  erkaltenden  Berg- 
krystallen  auftretenden  elektrischen  Spannungen  wahrzuneh- 
men.   Ich  werde  durch  specielle  Versuche  beweisen,  dass  auf 


\)  II  serait  du  reste  facile  d'^tablir,  que  la  quantit^  d'61ectricit6  de- 
gagöe  par  un  öchauflTement  regulier  sur  une  surface  quelconque  doit  de 
m^me  Stre  nulle. 

2)  En  opärant  ainsi  nous  n'avons  point  trouv6  d'^lectricitä  sur  les 
cristaux,  ou  seulement  des  traces  distribu^es  dune  fa(on  tout  ä  fait 
irr6guli6re.  Nous  avons  opörö  de  möme  sur  les  lames  taill6es  perpendi- 
culairement  ä  i'un  des  axes  d'h^mimorphisme  et  nous  navons  pas 
davantage  trouv^  d'61ectricit6. 
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den  frei  in  der  Luft  erkaltenden  Bergkrystallen  «elektrische 
Spannungen  entstehen,  und  dass  die  Pole  gerade  dieselbe  Lage 
haben,  wie  bei  der  Prüfung  der  in  Kupferfeilicht  oder  Sand  ein- 
gehoilten  Rrystalle.  Bei  den  Beobachtungen  auf  dem  ringsum 
freien  Krystalle  kann  natürlich  der  Fall  eintreten,  dass  ein 
infolge  der  Bildung  des  Krystalles  schwacher  Pol,  welcher  zwi- 
schen zwei  entgegengesetzt  elektrischen  starken  oder  auch  nur 
neben  einem  solchen  sehr  starken  Pole  liegt,  bei  der  Prüfung 
mittelst  des  angenäherten  Platindrahtes  nicht  in  seiner  eigent- 
lichen Beschaffenheit  wahrgenommen  werden  kann,  weil  die 
starken  entgegengesetzt  elektrischen  seitlichen  Pole  die  schwä- 
chere Vertheilungswirkung  des  unterhalb  der  Spitze  des  Platin- 
drahtes liegenden  überbieten.  Wie  schon  oben  erwähnt,  ist  es 
gerade  dieser  Umstand  gewesen,  der  mich  zur  Einhüllung  der 
Krystalle  in  eine  leitende  Substanz  bewogen  hat. 

Ein  Bergkrystall  ^)  wurde  mit  seinem  unteren  Ende  mittelst 
Gummi  arabicum  auf  einem  Korke  befestigt,  und  längere  Zeit 
bis  190°  erhitzt.  Der  Kork  war  unten  in  der  Richtung  seiner 
Axe  mit  einer  Durchbohrung  versehen,  mittelst  welcher  er  auf 
einen  neben  der  zur  Annäherung  des  Platindrahtes  dienenden 
Hebelvorrichtung  befindlichen  horizontalen  starken  cylindrischen 
Messingdraht  aufgesteckt  werden  konnte.  Der  Bergkrystall  lag 
dann  mit  seiner  Hauptaxe  horizontal  unterhalb  des  mit  dem 
Goldblättchen  des  Elektrometers  verbundenen  Platindrahtes, 
und  durch  Verschieben  und  Drehen  des  Messingdrahtes  in  der 
Hülse  seines  Trägers,  sowie  durch  Verschieben  der  Schlitten 
der  Hebelvorrichtung  Hess  sich  mit  Leichtigkeit  jeder  Punkt  einer 
Kante  oder  Fläche  des  Krystalles  mittelst  Annäherung  des 
Platindrahtes  auf  seine  elektrische  Spannung  untersuchen.  Die 
Empfindlichkeit  des  Elektrometers  war  so  gross,  dass  die  Span- 
nung an  dem  einen  Pole  eines  Danieirschen  Elementes,  dessen 
anderer  Pol  zur  Erde  abgeleitet  war,  einen  Ausschlag  des  Gold- 
blättchens von  39  Skalentheilen  hervorbrachte  [D  es  39).'^] 

Ich  will  der  Kürze  wegen  nur  die  auf  einem  in  halber  Höhe 
durch  den  Krystall  gelegten  Querschnitte  beobachteten  elektri- 


1)  Der  in  ineioer  Abhandlung  von  4  866  mit  Nr.  IV  bezeichnete  und  auf 
Tafel  I  unter  Fig.  9  und  10  abgebildete.  Die  Seitenflächen  sind  oben  mit 
denselben  Ziffern  bezeichnet,  -wie  in  jener  Abhandlung. 

2]  In  dieser  Weise  !>&=  89  werde  ich  im  Folgenden  kurz  die  Empfind- 
lichkeit des  Elektrometers  bezeichnen. 
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sehen  Spannungen  anfuhren.  Es  werde  der  linke  Endpunkt 
einer  Seite  dieses  Querschnittes  mit  t/,  die  Mitte  derselben  mit 
e,  und  der  rechte  Endpunkt  mit  f  bezeichnet.  Der  Punkt  f  der 
FliSche  \  und  der  Punkt  d  der  Fläche  2  liegen  also  dicht  neben 
der  Mitte  der  Kante  [\,%),  Die  folgende  Tabelle  gibt  die  auf  den 
verschiedenen  Punkten  dieses  Querschnittes  einige  Zeit  nach 
dem  Beginn  des  Erkaltens  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen. 


d 

e 

f 

Kante 

(Mitte) 

äche  \ .  -21 

—21 

+42 

(1.2)+50 

-       2.  +62 

#•) 

+13 

(2.3)+  8 

-       3.-4 

+13 

# 

(3.4;:t:J: 

-       *•# 

# 

—  7 

(4.5)— 11 

-       5.  —40 

—37 

+21 

(5.6)+29 

-       6.  4-53 

# 

—48 

(6.1)— 33 

Der  auf  die  Kante  (2.3)  fallende  negative  Pol  vermag  nur 
am  linken  Rande  der  Flache  3  aufzutreten ;  auf  der  Kante  (2.3 
selbst  gibt  er  sich  nur  durch  die  geringe  Stärke  der  positiven 
Spannung  kund. 

Ein  anderer  Bergkrystall  *)  wurde  ebenso  behandelt .  und 
die  folgenden  Spannungen  beobachtet. 
d  e 


Fläche  1.  == 

-  2.  +44 

-  3.  —68 

-  4.# 

-  5.  +53 

-  6.  +43 


+  5 
—32 

+42 
+37 

# 
—38 


f 
+50 

+70 
+28 
+45 


Kante 
(Mitte) 

(1.2)+44 
(2.3)— 703, 
(3. 4) +70 
(4.5)+35 

(o.6)+22 
(6.4)  = 


Bei  diesem  Krystalle  vermag  auf  der  Kante  (4.5)  die  ihr 
entsprechende  negative  Spannung  nicht  sichtbar  zu  werden : 


4)  Die  Zeichen  ?t  und  =  bedeuten  eine  so  starke  elektrische  Spannung, 
dass  das  Goldblättchen  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikroskops  hinaus 
getrieben  wurde. 

2)  Der  in  der  Abb.  ^von  4  88t  mit  Nr.  4  bezeichnete  und  in  Fig.  4  auf 
Taf.  I  derselben  abgebildete  Krystall. 

3)  Die  Blikrometerskale  enthielt  beiderseits  nur  50  Sktb. ;  blieb  das 
Goldblättchen  Überhaupt  noch  sichtbar,  so  wurden  die  grösseren  Aus- 
schläge als  50  nur  geschätzt. 
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dieselbe  tritt  aber  sehr  bestimmt  auf,  wenn  der  Krystali  bis  auf 
diese  £ante  in  Kupferfeilicht  eingesetzt  wird. 

Die  beiden  mitgetheilten  Beobachtungsreihen  werden  genü- 
gen, am  die  Behauptung  der  Herren  Friedet  und  Curie,  dass 
auf  der  Oberfläche  eines  regelmassig  erkaltenden  Bergkrystaiies 
elektrische  Spannungen  theoretisch  nicht  zu  erwarten  wären 
and  auch  thatsächlich  sich  nicht  zeigten,  als  unbegründet  zu 
widerlegen.  Der  mit  seinem  unteren  Ende  an  dem  sehr  schlecht 
leitenden  Korke  befestigte  Bergkrystail  kühlte  sich  sicherlich 
noch  regelmässiger  ab,  als  der  in  der  metallischen  Pincette  an 
zwei  Punkten  gefasste. 

Aus  allen  im  Vorstehenden  angeführten  Versuchen  ergibt 
sich  also  das  unumstössliche  Resultat ,  dass  die  von  mir  ange- 
gebene thermoelektrische  Vertheilung  in  Wirklichkeit  vor- 
banden ist. 

b;   Verbreitung   der   elektrischen   Polaritäten    auf 
der  Oberfläche  der  Bergkrystalle. 

Oben  S.  36  habe  ich  die  eigenthümlich  schief  von  oben 
nach  unten  gehende  Richtung  der  elektrischen  Zonen  auf  kurzen 
ringsum  nornnal  ausgebildeten  Bergkrystallen  beschrieben ,  und 
angegeben ,  wie  diese  Richtung  bei  den  sogenannten  rechten 
und  linken  Krystallen  verschieden  ist.  Die  Herren  Fr i  edel  und 
Curie  meinen,  dass  ich  durch  eine  vorgefasste  Idee  über  einen 
Zusammenhang  der  plagiedrischen  Hemiedrie  und  der  nicht 
deckbaren  rechten  und  linken  Gestalten  mit  den  elektrischen 
Erscheinungen  zu  jenem  Ausspruche  gekommen  sei.  Diese 
Äusserung  muss  ich  jedoch  mit  aller  Bestimmtheit  zurück- 
weisen; nicht  eine  vorgefasste  Idee,  sondern  die  Betrachtung 
der  auf  dem  Krystali  Nr.  XI  (einem  sogenannten  linken)  meiner 
ersten  Abhandlung  (1866)  beobachteten  und  in  das  Taf.ll  Fig.  29 
gezeichnete  Netz  desselben  eingetragenen  elektrischen  Span- 
nungen wies  deutlich  auf  die  schiefe  Lage  der  elektrischen 
Zonen  hin,  und  die  Vergleichung  dieser  Vertheilung  mit  der  auf 
Taf.  I.  Fig.  4  derselben  Abhandlung  abgebildeten  Vertheilung 
auf  einem  rechten  Krystalle  zeigte  hinlänglich  den  Unterschied 
in  der  Richtung  der  elektrischen  Zonen  bei  linken  und  rechten 
Bergkrystallen.  Eben  diese  schiefe,  mit  dem  Gegensatze  von 
rechten  und  linken  Krystallen  zusammenhängende  Richtung  be- 
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stetigen  auch  die  in  die  Netze  der  Krystalle  Nr.  4,  2  und  3  der 
zweiten  Abhandlung  (1882)  eingetragenen  Beobachtungen. 

Jedem,  der  die  in  diese  Krystallnetze  eingetragenen  Beob- 
achtungen betrachtet,  muss  der  Unterschied  zwischen  sogenann- 
ten rechten  und  linken  Krystallen  auffallen,  und  ich  kann  mich 
daher  hier  mit  einer  Hinweisung  auf  jene  Zeichnungen  vollstän- 
dig begnügen ;  und  dies  um  so  mehr,  da  auch  die  Herren  F  r  i  e  d  e  1 
und  Curie  die  gedrehte  Lage  der  Zonen  auf  den  ringsum  ausge- 
bildeten Krystallen  mit  kleinen  Prisroenflächen  anerkennen: 
nur  scheint  sie  ihnen  rein  zufällig  und  vielleicht  aus  der  äusse- 
ren Form  der  Pyramiden  und  aus  der  daraus  entstandenen  Un- 
gleichheit der  Temperatur  hervorgegangen  zu  sein.  Nun ,  die 
Anzahl  der  in  beiden  Abhandlungen  gegebenen  zuvor  angefahr- 
ten Abbildungen  der  eben  bezeichneten  Krystalle  dürfte  hin- 
reichen, um  blosse  Zufälligkeit  auszuschliessen. 

Dass  durch  die  Einschiebung  längerer  Prismenflächen  und 
durch  eine  infolge  kleinerer  eingefügter  um  480^  gedrehter 
Stücke  bewirkte  anomale  Ausbildung  der  Pyramidenflächen  die 
schiefe  Lage  mehr  oder  weniger  undeutlich  wird,  ist  wohl 
selbstverständlich . 

Aus  der  angegebenen  Verbreitung  der  beiden  Elektricitäten 
auf  der  Oberfläche  der  ringsum  normal  ausgebildeten  Krystalle 
folgt  nicht,  dass  die  elektrischen  Axen  nur  Axen  im  geometri- 
schen Sinne  sein  können.  Der  Bergkrystall  ist  in  der  Richtung 
seiner  Nebenaxen  hemimorph,  und  infolge  dieser  Bildung  ist 
wohl  zu  erwarten,  dass  ebenso  wie  beim  Turmalin  jedes  Bruch- 
stück in  der  Richtung  der  hemimorphen  Axen  seine  Pole  be- 
wahrt ^) .  Dieser  Satz  gilt  aber  nicht  mehr  für  das  thermoelek- 
trische  Verhalten  symmetrischer  Substanzen,  bei  denen,  wie 
ich  an  vielen  Beispielen  (Topas,  Schwerspath,  Apophyllil, 
Brucit,  Gyps,  Orthoklas,  Pennin  u.  s.  w.)  gezeigt  habe,  die 
elektrische  Vertheilung  auf  Bruchstücken  eine  andere  sein  kann, 
als  auf  dem  ganzen  Krystalle. 


4)  Ich  selbst  habe  bis  jetzt  keine  Beobachtungen  an  parallel  mit  der 
Hauptaxe  zerschnittenen  Bergkrystallen  angestellt.  Aus  den  von  Herrn 
Friede!  mit  senkrecht  gegen  die  elektrischen  Axen  geschnittenen  Platten 
angestellten  Versuchen  ergibt  sich  keine  Abweichung  von  den  an  vollstän- 
digen unverletzten  Krystallen  von  mir  gemachten  Beobachtungen. 


Neue  Beobaght.  üb.  d.  ElbktricitAt  d.  Bergkrystalles.     47 


Ad  II. 

Es  ist  den  Herren  Friedel  und  Curie  nicht  gelungen,  die 
von  mir  entdeckten  aktinoelektrischen  Spannungen  zu  beobach- 
ten. Sie  haben  die  Strahlung  einer  Gasflamme  durch  eine 
Flussspathlinse  auf  den  Bergkrystall  geleitet,  und  dabei  nur 
schwache  und  unregeimässige  Anzeichen  von  Eleklricität  erhal- 
len. Da  keine  weiteren  Details  von  ihnen  angegeben  werden, 
so  vermag  ich  natürlich  den  Grund  dieses  Misserfolges  nicht 
nachzuw^eisen.  Flussspath  ist  wohl  nie  in  sehr  grossen  reinen 
Stttcken  zu  haben ,  und  lässt  auch  weniger  vollkommen  die 
Wärme  durch,  als  Steinsalz.  Weit  besser  wäre  es  gewesen,  den 
von  mir  meistens  benutzten  Hohlspiegel  oder  auch  selbst  einfach 
die  directe  Strahlung  der  Flamme  zu  benutzen.  Bei  empfindli- 
chen Krystallen  reicht,  wie  ich  in  meiner  Abhandlung  schon 
erwähnt,  ein  in  die  Nähe  des  Bergkrystalles  gehaltenes  bren- 
nendes Streichholzchen  oder  die  Flamme  eines  Wachsstockes 
hin,  um  sehr  betrachtliche  Ausschläge  im  Elektrometer  hervor- 
zurufen. Die  Herren  Friedel  und  Curie  sprechen  selbst  die 
Vermuthung  aus,  dass  es  ihnen  vielleicht  nicht  gelungen,  sich 
genügend  dem  von  mir  angewandten  Verfahren  zu  nahem. 
Sie  fordern  den  Nachweis,  dass  die  aktinoelektrischen  Erschei- 
nungen eine  von  der  Thermoelektricitat  verschiedene  Ursache 
haben,  und  nicht  einfach  durch  eine  unregelmttssige  Erwärmung 
hervorgerufen  werden. 

Die  Beweise  für  die  Verschiedenheit  der  Aktinoelektricität 
und  der  Thermoelektricität  habe  ich  in  meiner  Abhandlung  be- 
reits niedergelegt,  und  ebenso  finden  sich  Versuche  darin, 
welche  darthun,  dass  eine  infolge  der  Bestrahlung  eintretende 
unregelmässige  Erwärmung  nicht  die  Ursache  der  Aktinoelek- 
tricität sein  kann.  Ich  will  indess  hier  dieselben  nochmals  zu- 
sammenstellen und  durch  neue  Beobachtungen  weiter  stützen. 

a)  Die  in  meinen  beiden  Abhandlungen  und  ebenso  die  im 
vorhergehenden  Abschnitte  mitgetheilten  Beobachtungen  be- 
weisen, dass  diejenigen  Kanten,  welche  trigonale  Gestalten 
tragen,  beim  Erwärmen  negativ  und  beim  Erkalten  positiv  wer- 
den, während  die  drei  anderen  Kanten  beim  Erwärmen  positiv 
und  beim  Erkalten  negativ  werden.  Bei  der  Bestrahlung  tritt 
jedoch  auf  den  ersteren  Kanten  positive,  auf  den  letzteren  nega- 
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live  Polarität  auf  ^] ,  also  dieselbe,  welche  auf  diesen  Kanten  bei 
der  Abkühlung  sich  zeigt.  Wäre  dieAktinoelektricität  thermo- 
elektrischen  Ursprungs ,  so  mttssten,  weil  die  Bestrahlung  doch 
unbedingt  eine  Erhöhung  der  Temperatur  des  Krjstalles  her- 
vorbringt, die  Elektricitäten  gerade  die  entgegengesetzten 
sein.  Die  Aktinoelektricität  kann  also  nicht  durch  denselben 
Vorgang  entstehen,   wie  die  Thermoelektricität. 

b)  Dies  Letztere  geht  ferner  daraus  hervor,  dass  die  Akti- 
noelektricität in  ungefähr  40  Secunden  nach  dem  Beginn  der 
Bestrahlung  ihr  Maximum  erreicht,  und  ebenso  auch  wieder  in 
einem  solchen  Zeiträume  nach  dem  Aufhören  der  Bestrahlung 
verschwindet^),  während  die  thermoelektrischen  Spannungen 
sich  nur  sehr  langsam  mit  der  Erwärmung  und  Abkühlung  der 
Masse  des  Krystalles  entwickeln. 

c)  Die  aktinoelektrischen  Spannungen  entstehen  nicht 
durch  ungleiche  Erwärmungen. 

In  meiner  Abhandlung  habe  ich  bereits  angegeben ,  dass 
für  das  Auftreten  der  Aktinoelektricität  überhaupt  die  Richtung, 
in  welcher  die  Wärmestrahlen  auf  den  Krystall  treffen ,  gleich- 
gültig ist,  dass  die  Strahlen  selbst  parallel  mit  der  Hauptaxe, 
also  senkrecht  gegen  die  Nebenaxen  gehen  können^). 

Um  eine  möglichst  gleichförmige  Bestrahlung  zu  erhalten, 
wurde  jetzt  ein  Bergkrystall*),  ähnlich  wie  im  vorhergehenden 
Abschnitte,  mit  seinem  unteren  Ende  auf  einem  Korke  befestigt, 
und  mit  diesem  auf  den  Messingstab  gesteckt,  so  dass  seine 
Hauptaxe  horizontal  lag.  In  der  Verlängerung  der  Hauptaxe 
stand  ein  Hohlspiegel,  welcher  die  von  zwei  dicht  hintereinan- 
der brennenden  Gasflammen  ausgehenden  Wärmestrahlen  mög- 
lichst parallel  mit  der  Hauptaxe  auf  den  Krystall  sandte.  Es 
wurden  zwei  Flammen  genommen ,  um  ein  sehr  grosses,  nahe 
gleichmässig  bestrahltes  Feld  zu  erhalten.  Der  Krystall  konnte 
mittelst  des  cylindrischen  Messingstabes  um  seine  Axe  gedreht, 
und  die  an  der  Hebelvorrichtung  angeschraubte  und  mit  dem 
Goldblättchen  des  Elektrometers  in  Verbindung  stehende 
Kugel  auf  die  jedes  Mal  obere  Kante  desselben  aufgelegt 
werden. 


1)  S.  die  Abh.  S.  309flf. 

2)  S.  die  Abh.  S.  54  3  ff. 

3)  Ebend.  S.  507. 

4)  Der  in  der  Abh.  von  1881  mit  Nr.  12  bezeichnete. 
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In  einer  solchen  Versuchsreihe,  bei  weicher  /)  =  o5,  wurde 
beoi)achtet  auf  der  Kante 


der  Ausschlag 

(<.«) 

+90 

(2.3) 

—50 

(3.4) 

+54 

(4.5) 

—60 

(5.6) 

+81 

(6A) 

—49 

Es  traten  also  dieselben  Elektricitäten  an  den  einzelnen 
Kanten  auf,  wie  solche  bei  der  Bestrahlung  in  der  Richtung 
einer  Nebenaxe  sich  gezeigt  hatten^) . 

d)  In  nieiner  Abhandlung  ^)  habe  ich  ferner  angeführt,  dass, 
wenn  die  Bestrahlung  einige  Minuten  fortgesetzt  wird,  sich 
infolge  der  Erwärmung  der  Masse  des  Krystalles  neben  der 
Aktinoelektricitat  gleichzeitig  auch  die  Thermoelektricität  zu 
entwickeln  beginnt.  Letztere  ist  aber  der  ersteren  entgegen- 
gesetzt ;  es  beginnt  also  der  durch  die  Aktinoelektricität  hervor- 
gerafene  Ausschlag  abzunehmen ,  oder^  wenn  man  das  Elektro- 
meter  entladen  hat,  das  Goldblättchen  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  zu  gehen.  Dabei  besteht  aber  die  Aktinoelektricität  im 
Krystalle  fort,  so  lange  die  Bestrahlung  anhStlt.  Gesetzt,  die 
kupferne  Kugel  würe  an  die  Kante  (4.2)  des  zuvor  benutzten 
Krystalles  angelegt,  welche  bei  der  Bestrahlung  positiv  wird. 
Hat  man  das  Elektrometer  entladen,  so  bleibt  auf  der  Kugel  die 
entsprechende  Menge  negativer  Elektricität  gebunden ;  während 
durch  die  entstehende  schwache  negative  Thermoelektricität 
umgekehrt  in  der  Kugel  eine  entsprechend  schwache  positive 
gebunden  wird.  Wäre  die  Thermoelektricität  allein  vorhanden, 
so  würde  in  den  ersten  Secunden  nach  dem  Auslöschen  der  be- 
strahlten Flamme  das  Goldblättchen  seine  Lage  nicht  oder  nur 
sehr  wenig  ändern ,  indem  die  Erkaltung  der  Masse  des  Kry- 
stalles erst  allmählig  sich  einstellt;  infolge  der  durch  das  Ver- 
schwinden der  Aktinoelektricität  auf  der  Kugel  frei  werdenden 
negativen  Elektricität  zeigt  dagegen  das  Goldblättchen  einen  fast 
ebenso  grossen  negativen  Ausschlag,  wie  zuvor  beim  Eintritt 
der  Bestrahlung  positiven. 


4)  Ebend.  Taf.  IL  Fig.  42.  C. 
2)  Ebend.  S.  54  0. 
lUtk..phjs.  CUsse.  1883. 
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e)  Eben  diese  Vorgänge  lassen  sich  auch  ohne  Flamme 
blos  durch  das  Auflegen  einer  warmen  Meiallkugel  auf  die  Kante 
eines  Bergkrystalles  erhalten,  wie  ich  gleichfalls  in  meiner  Ab- 
handlung i)  schon  angegeben  habe.  Mittelst  der  Hebelvorrich- 
tung wurde  eine  ungefähr  70°  warme  Messingkugel  von  25*"" 
Durchmesser  auf  die  mit  trigonalen  Flächen  versehene  Kante 
eines  Bergkrystalles  ^) ,  welcher,  um  ihm  eine  feste  Lage  zu  geben, 
bis  auf  diese  Kante  in  Kupferfeilicht  eingesetzt  war,  aufgelegt. 
Es  entstand  ein  Ausschlag  4-  ^^  Skth.  Das  Elektrometer  wurde 
40  Secunden  nach  dem  Auflegen  entladen  und  wieder  isoliit. 
Das  Goldblättchen  ging  jetzt  nach  der  negativen  Seite ,  in  einer 
Minute  bis — 40.  Das  Elektrometer  wurde  wieder  entladen. 
Wäre  nun  blos  die  negative  Thermoelektricität  an  der  Kante 
vorhanden  gewesen,  so  hätte  die  Kugel  nur  gebundene  positive 
Elektricität  enthalten  können,  und  beim  Abheben  der  Kugel  von 
der  Kante  hätte  das  Goldblättchen  einen  positiven  Ausschlag  von 
ungefähr  40  Skth.  zeigen  müssen.  Thatsächlich  entstand  aber 
beim  Abheben  ein  starker  negativer  Ausschlag  von  — 25  Skth., 
ein  Beweis ,  dass  die  positive  Aktinoelektricität  fortbestanden, 
und  nur  in  ihrer  Vertheilungswirkung  durch  die  geringere  ne- 
gative Thermoelektricität  etwas  geschwächt  worden  war. 

Es  ist  dies  ein  ganz  anderes  Verhalten,  als  die  nur  thermo- 
elektrische  Spannungen  aufweisenden  Krystalle ,  z.  B.  der  Tur- 
malin,  darbieten.  Wird  z.  B.  auf  das  bei  steigender  Temperatur 
negative  Ende  eines  Turmalins  die  zuvor  beschriebene  auf  30 
bis  40°  erwärmte  Kugel  aufgelegt,  so  geht  das  Goldblättchen 
langsam  und  stetig  nach  der  negativen  Seite.  Entladet  man  nun 
das  Elektrometer,  isoHrt  es  wieder,  und  hebt  die  Kugel  ab,  so 
entsteht  ein  entsprechender  positiver  Ausschlag. 

f)  Die  aktinoelektrischen  Vorgänge  sind ,  wie  ich  ebenfalls 
in  meiner  Abhandlung^)  gezeigt  habe,  umkehrbar;  d.  h.  bei 
Annäherung  eines  kalten  Körpers  an  die  Kante  eines  Bergkry- 
stalles entstehen  ebenfalls  aktinoelektrische  Spannungen  auf 
diesen  Kanten ,  nur  mit  entgegengesetzter  Polaiität,  als  wenn 
den  Kanten  ein  warmer  Körper  genähert  wird. 


\)  Ebend.  S.  520. 

2)  Der  in  der  Abb.  von  1884  mit  Nr.  8  bezeichnete;  Kante  (3.4). 

3)  Ebend.  S.  529  ff. 
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Ich  erhitzte  bei  den  früheren  Versuchen  die  bis  auf  die  zu 
prüfende  Kante  in  Kupferfeilicht  eingehüllten  Bergkrystalle, 
und  näherte  der  freiliegenden  Kante  die  zuvor  beschriebene 
auf  der  Temperatur  des  Zimmers  befindliche  Messingkugel  bis 
zur  Berührung.  Bei  diesem  Verfahren  wirkte  aber  gleichzeitig 
die  auf  dieser  Kante  vorhandene  thermoelektrische  Spannung 
auf  die  Kugel,  und  musste  bei  der  Beurtheilung  des  Resultates 
io  Rechnung  gezogen  werden. 

Ich  habe  jetzt  diese  umgekehrten  aktinoelektrischen  Vor- 
gänge in  etwas  abgeänderter  Weise  wiederholt,  indem  ich  die 
Temperaturunterschiede  dadurch  hervorbrachte ,  dass  ich  den 
fiergkrystall  auf  der  gewöhnlichen  Zimmertemperatur  beliess, 
dagegen  aber  den  genäherten  Körper  abkühlte.  Ais  solcher 
diente  zunächst  ein  hohler  Messingwürfel ,  der  auf  einer  Seite 
geschwärzt,  und  mit  einer  Mischung  aus  Kochsalz  und  Schnee 
gefüllt  war,  so  dass  seine  Temperatur  bis  — 7°  oder  — 8° 
sank. 

Bei  diesem  Verfahren  war  zwar  die  Störung  durch  die  Ther- 
moelektricität  des  Krystailes  ausgeschlossen,  dafür  trat  aber 
eine  andere  ein.  Es  waren  der  Krystall  und  die  an  seiner 
Kante  stehende  kupferae  Kugel  nebst  der  Leitung  zum  Elektro- 
meter möglichst  mit  Metallschirmen  bedeckt;  dessenungeachtet 
wurde  doch  durch  das  blosse  Hinstellen  eines  mit  der  Erde  ver- 
bundenen Leiters,  (des  durch  einen  Kupferdraht  stets  zur  Erde 
abgeleiteten  Messingwürfels  von  der  Temperatur  des  Zimmers), 
die  Vertheilungs Wirkung  der  in  der  Zimmerluft  vorhandenen 
Elektricität  auf  die  Kupferkugel  und  ihre  Leitung  zum  Elektro^ 
meter  so  geändert ,  dass  mehr  oder  weniger  grosse  Ausschläge 
im  Elektrometer  entstanden.  Als  z.  B.  zufällig  ein  Bunsen'scher 
Brenner  einige  Minuten  im  Zimmer  gebrannt  hatte,  rief  das 
Hinstellen  des  auf  Stubentemperatur  befindlichen  Messing- 
Würfels,  einfach  durch  seine  Beschattung  (wie  ich  es  kurz 
nennen  will)  einen  Ausschlag  von  38  Skth.  hervor.  Werden 
alle  Veranlassungen  zu  beträchtlicher  Ladung  der  Luft  im  Zim- 
mer vermieden,  so  lässt  sich  jener  Ausschlag  sehr  vermindern ; 
ganz  zu  beseitigen  ist  er  aber  ohne  grossartige  Vorrichtungen 
nicht.  Wird  jedoch  das  Elektrometer  abgeleitet  gehalten,  während 
der  Würfel  von  Stuben  tempera  tu  r  in  die  Nähe  der  Kryslallkante 
gestellt  wird,  und  dann  erst  isolirt,  so  bleibt  das  Goldblättchen 
ruhig  in  seiner  Lage ;  die  Änderungen  in  den  Vertheilungswir- 

4* 
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kungen  verlaufen  eben,  da  nur  gute  Leiter  in  Frage  kommen, 
augenblicklich. 

Um  nun  die  Umkehrung  der  aktinoelektrischen  Vorgänge 
nachzuweisen^  wandte  ich  ein  die  vorstehenden  Bemerkungen 
berücksichtigendes  Verfahren  an.  Der  bis  —  7°  abgekühlte 
und  durch  einen  Kupferdraht  mit  der  Erde  in  steter  Verbindung 
bleibende  Messingwürfel  wurde  mit  seiner  berussten  Seite  der 
Kante  eines  Bergkrystalles  in  3  bis  5™"*  Abstand  gegenüber  auf  ein 
gleichfalls  zur  Erde  abgeleitetes  Metdllblech  gestellt ,  wahrend 
das  Elektrometer  abgeleitet  blieb.  Erst  nach  dem  Zurückziehen 
der  Hand  vom  Würfel  wurde  dann  die  Ableitung  des  Elektro- 
meters aufgehoben. 

Ich  will  die  an  den  sechs  Kanten  eines  Bergkrystalles  in 
dieser  Weise  ausgeführten  Beobachtungen  mittheilen ,  bemerke 
aber,  dass  die  angeführten  Zahlenwerthe  nicht  streng  vergleichbar 
sein  können,  weil  der  Würfel  mit  seiner  berussten  Fläche  nicht 
immer  in  genau  denselben  Abstand  von  der  Krystallkante  hin- 
gestellt, und  die  Ableitung  des  Elektrometers  nicht  immer  in 
gleichem  Zeitintervalle  nach  dem  Hinstellen  des  Würfels  auf- 
gehoben worden.  Die  Zahlen  sollen  nur  dienen,  um  eine  ange- 
näherte Vorstellung  von  der  Grösse  der  Wirkungen  zu  geben. 

Derselbe  KrystalH),  an  welchem  die  S.  49  beschriebenen 
Versuche  bei  Bestrahlung  angestellt  wurden ,  stand  mit  seiner 
Hauptaxe  vertical.  Einer  seiner  Kanten  wurde  die  berusste 
Seite  des  Würfels  genähert ;  an  der  gegenüberliegenden  Kante 
stand  die  mit  dem  Elektrometer  verbundene  kupferne  Kugel. 
/>  =  80. 

Der  —  7  ^  kalte  Würfel  stand 


vor  der  Kante 

Kugel  an  der  Kaote 

beobachtete  Ausschlage 

(4.5) 

(1.2) 

—28  Sklh. 

(5.6) 

(2.3) 

+45,4 

(6-1) 

(:i.4) 

—22,2 

(rai 

(4.5) 

-f-28 

(2.3)   . 

(5.6) 

—25 

(3.4) 

(6.1) 

+14. 

DieVergleichung  mit  den  auf  S.  49 

angeführten  Beobachtnn- 

gen  zeigt,  dass  bei 

Anoüherung  des  kalten  Würfels  stets  die  entge- 

4)  Krystall  Nr.  12  der  Abb.  von  1884. 
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geDgeseizte  Spannung  als  beim  Bestrahlen  durch  eine  Flamme 
erzeugt  wurden. 

g)  Eben  diese  Umkehrung  der  aktinoelektrischen  Vorgänge 
gelang  auch,  als  eine  auf  ungefähr  0^  abgektlhlte  Messingkugel 
auf  die  Kante  eines  Bergkrystalies  von  der  Temperatur  des  Zim- 
mers aufgelegt  wurde. 

Als  z.  B.  diese  Kugel  auf  die  Kante  (4.2)  des  zuvor  benutz- 
ten Krystalles  gelegt  wurde,  entstand  ein  Ausschlag  von 
—  34  Skth.  Als  die  Kugel  auf  die  Kante  (2.3)  aufgelegt  wurde, 
entstand  ein  Ausschlag  von  +  28  Skth.  u.  s.  w.  Blieb  die 
Kugel  nachdem  die  entstandene  Aktinoelektricität  abgeleitet, 
war ,  einige  Minuten  liegen ,  so  erschien  auf  der  ersten  Kante 
der  Abkühlung  entsprechend  positive,  und  auf  der  zweiten  ne- 
gative Thennoelektricität. 

b)  Das  Entstehen  und  das  Verschwinden  der  Aktinoelek- 
tricität  zeigen ,  wie  ich  nachgewiesen  habe ,  gleichen  Verlauf. 
Ich  will  hier  die  an  der  Kante  eines  Bergkrystalies  nach  dem 
Bestrahlen  und  dem  Auslöschen  der  Flamme  gemachten  bereits 
in  meiner  Abhandlung^)  mitgetheilten  Beobachtungen  neben 
einander  stellen.  In  der  ersten  Columne  steht  die  Anzahl  Se- 
cunden,  welche  seit  dem  Anzünden  oder  Auslöschen  der  Flamme 
verflossen  sind ,  die  zweite  und  vierte  enthalten  die  zu  dieser 
Zeit  beobachteten  Spannungen,  die  dritte  und  fünfte  die  Zu- 
wachse oder  Abnahmen  in  je  fünf  Secunden.  Da  kurz  vor  dem 
Auslöschen  der  Flamme  das  Elektrometer  entladen  war,  so 
geben  die  Zahlen  der  vierten  Columne  ein  Maass  für  das  Ver- 
schwinden der  Aktinoelektricität.  Thatsächlich  sind  sie  die 
durch  dieses  Verschwinden  in  der  an  der  Kry stallkante  stehenden 
Kugel  frei  werdenden  Elektricitäten. 


Secunden 

Bei  Bestrah- 

Zunahme in 

Nach  dorn  Aus- 

Zunahme in 

verflossen 

lung 

5  See. 

löschen 

5  See. 

0 

0 

0 

5 

+18,7 

+18,7 

—18,5 

-18,5 

10 

+28,5 

+  9,8 

—26,0 

-  7,5 

15 

+34,5 

+  6,0 

—31,0 

-5,0 

20 

+37,5 

+  3,0 

—36,0 

-  5,0 

25 

+39,5 

+  2,0 

—38,0 

-  2,0 

30 

+41,0 

+  <,5 

—40,0 

-  2,0 

35 

-41,0 

-  1,0 

1j  Krystali  Nr.  IS  der  Abb.  von  1881.  S.  543ff. 
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Ware  die  Äktinoelektricität  nur  eine  Folge  der  Thermo* 
elektricitaty  also  erzeugt  durch  das  Steigen  und  Sinken  der 
Temperatur  der  Masse  des  Krystalles,  so  könnte  der  Verlauf  der 
Zunahme  der  aktinoelektriscben  Spannungen  und  ihres  Ver- 
schwindens  unmöglich  derselbe  sein.  Die  Erwärmung  erfolgt 
durch  die  auffallenden  Strahlen  der  Lampe,  die  Erkaltung  nach 
dem  Auslöschen  dagegen  durch  die  Ausstrahlung  des  KrystaUes 
gegen  die  Umgebung ;  beide  Vorgänge  müssen  aber  nothwen- 
dig  einen  sehr  verschiedenen  Verlauf  haben. 

Dagegen  ist  die  Entmckelung  und  ebenso  das  Verschwin- 
den der  aktinoelektriscben  Spannungen  mit  der  von  mir  über 
ihre  Entstehung  aufgestellten  Ansicht  in  vollem  Einklänge.  Die 
Wärmeschwingungen  setzen  den  im  Krystall  befindlichen  Äther 
unter  Betheiligung  der  materiellen  Moleküle  des  KrystaUes  in 
elektrische  Schwingungen ;  dabei  ist  infolge  der  Theilnahme  der 
materiellen  Moleküle  ein  Widerstand  zu  überwinden ,  der  mit 
der  Entfernung  vom  ursprünglichen  Zustande  wächst ,  weshalb 
er  durch  eine  gegebene  Bestrahlungsintensität  auch  nur  bis  zu 
einer  gewissen  Höhe  überwunden  werden  kann,  so  dass  also 
für  jede  Intensität  der  Bestrahlung  ein  Maximum  der  aktino- 
elektriscben Spannung  existirt.  Die  Zunahme  der  Geschwindig* 
keit  der  elektrischen  Schwingungen  oder  der  elektrischen 
Spannung  ist  in  jedem  Augenblicke  dem  Unterschiede  zwischen 
jenem  Maximum  und  der  bereits  eingetretenen  elektrischen 
Spannung  (man  könnte  sagen,  der  noch  verfügbaren  Kraft) 
proportional. 

Bedeutet,  bei  Anwendung  einer  bestimmten  Bestrahlung ,  Y 
das  erreichbare  Maximum,  und  y  die  t  Secunden  nach  dem  Be- 
ginne der  Bestrahlung  bereits  eingetretene  elektrische  Spannung, 

so  ist  ^  =  a  Iy — yj,    wo  a  eine   Gonstante  darstellt.     Durch 

Integration  erhält  man,  da  für  1  =  0,  y  =0  ist,  y  =  Y  —  Ye-*^. 

Nach  dem  Aufhören  der  Bestrahlung  wirkt  das  Streben,   in 

den  ursprünglichen  Zustand  zurückzukehren;  dasselbe  ist  der 

noch  vorhandenen  elektrischen  Spannung  y  proportional ,    und 

die  Abnahme  —  jf  =  ^1/-  Hieraus  folgt,  da  für  /  =  0,  y  =  )', 

y  =  Iß 
Das  Wachsen   und   das   Verschwinden    der  aktinoelektriscben 
Spannung  geschieht  also  nach  demselben  Gesetze. 


Neue  Bbobaght.  üb.  d.  Elbktrigität  d.  Bbrgkrystalles.     55 

Die  oben  S.  53  aus  meiner  Abhandlung  mitgetheilten  Ver- 
suche smd  damals  gar  nicht  zu  dem  Zwecke  angestellt  worden, 
um  als  Grundlage  für  eine  Berechnung  zu  dienen ;  sie  waren 
nur  bestimmt,  eine  allgemeine  Übersicht  über  den  Verlauf  der 
aktinoelektrischen  Spannungen  zu  geben.  Die  Beobachtungen 
folgten  in  5  Secunden, auf  einander,  und  mussten  an  dem  fort- 
während in  Bewegung  begriffenen  Goldblättchen  gemacht  wer- 
den; es  war  also  nicht  möglich,  den  in  dem  betreffenden  Zeit- 
punkte vorhandenen  Ausschlag  bis  auf  Yio  Sl^th.  abzulesen. 
Namentlich  war  auch  das  Auge  bei  der  zweiten  Beobachtuugs- 
reihe  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  schon  ermüdet,  so  dass, 
wie  die  Zahlen  der  letzten  Columne  ausweisen ,  die  Messungen 
beim  Verschwinden  weniger  genau  ausgefallen  sind. 

Dessenungeachtet  will  ich  aber  die  Beobachtungen  beim 
Entstehen   der  thermoelektrischen   Spannung   nach   der  oben 

gegebenen  Formel  y  »  K  —  Ye  einer  Berechnung  unterwer- 
fen. Es  ist  also  y=  41,  und  a  sei  angenähert  zu  0,12  bestimmt. 
Die  Berechnung  nach  der  vorstehenden  Formel  liefert  dann  die 
in  der  dritten  Columne  verzeichneten  Werthe. 


Secunden. 

Beobachtet 

Berechnet 

Berechnet  nach  der 
zweiten  Formel 

0 

0 

0 

0 

5 

+  48,7 

+  18,5 

+  18,5 

40 

+  28,5 

+  28,7 

+  28,8 

45 

-t-  34,5 

+  34,2 

+  34,6 

30 

+  37,5 

+  37,3 

+  37,9 

25 

+  39,5 

+  39,0 

+  39,7 

30 

+  41,0 

+  39,9 

+  40,7 

Die  Formel  y  =  Y  —  Ye  lässt  das  Maximum  erst  nach 
unendlich  langer  Zeit  erreichen ;  Ihatsächlich  tritt  es  aber  infolge 
von  gewissen  Gegenwirkungen  schon  in  begrenzter  Zeit  ein. 
Dieselbe  kann  daher  die  Messungen  in  der  Nahe  des  Maximums 
nicht  genau  darstellen,  wie  auch  die  Vergleichung  der  berech- 
nelen  Werthe  mit  den  beobachteten  nachweist. 

Solche  Gegenwirkungen  bestehen  schon  in  der  infolge  der 
Erwärmung  der  Masse  auftretenden  Thermoelektricitat,  welche 
der  Aktinoelektricität  in  ihrer  Polarität  entgegengesetzt  ist. 
Nehmen  wir  z.  B.  an ,  dass  das  eigentliche  Maximum  42  be- 
trage,   und  durch  die  Entwickelung    einer   entgegengesetzten 
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Spannung  auf  41  herabgedrUckt  sei  (was  ungefähr  der  Wirk- 
lichkeit entspricht) ,  so  würde  sich  die  obige  Formel  umwandeln 

in  y={Y+\)  (i^e~"')=Y-[(Y+^)e""-  <],  wo  y 
das  beobachtete  Maximum  44  bedeutet.      Ebenso  wtlrde  y  = 

—ai 

(y  +  1)  e  — <  die  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  zur 
Zeit  t  vorhandene  Spannung  ausdrücken.  Setzt  man  a=0,4 1 6, 
und  berechnet  die  Werthe  von  y  nach  dieser  zweiten  Formel, 
so  ergeben  sich  die  in  der  vierten  Columne  der  vorher- 
gehenden Seite  verzeichneten  Werthe. 

Nach  den  S.  53  mitgetheilten  Beobachtungen  scheint  das 
Verschwinden  der  Äktinoelektricität  einige  Secunden  mehr  be- 
ansprucht zu  haben,  als  das  Wachsen  bis  zum  Maximum.  Diese 
geringe  Verzögerung  ist  entweder  eine  Folge  der  durch  die  vor- 
hergegangene Bestrahlung  etwas  erwärmten  Metallschirme, 
welche  den  Krystall  umgeben ,  oder  der  durch  die  Bestrahlung 
erzeugten  Thermoelektricität,  welche  erst  in  einiger  Zeit  ver- 
schwindet. 

Wie  Hesse  sich,  wenn  die  Äktinoelektricität  nur  Thermo- 
elektricität  wäre,  das  Maximum,  welches  nach  30  bis  40  Secun- 
den eintritt,  erklären,  da  ja  doch  bei  weiterer  Bestrahlung  die 
Erwärmung  der  Masse  des  Krystalles ,  also  die  Bedingung  für 
das  Entstehen  derThermoelektricität,  fortdauert,  und  auch,  wie 
ich  gezeigt  habe,  thatsächlich  sehr  allmählig  wachsende  aber 
entgegengesetzte  thermoelektrische  Spannungen  hervorruft? 

i)  Die  Äktinoelektricität  habe  ich  nur  an  den  Bergkrystallen 
beobachten  können ;  an  den  übrigen  auf  ihr  thermoelektrisches 
Verhalten  untersuchten  hemimorphen  und  symmetrischen  Kry- 
stallen  habe  ich  keine  Spur  derselben  nachzuweisen  vermocht. 
Dieser  Umstand  weist  also  auch  in  alier  Bestimmtheit  darauf 
hin,  dass  die  Äktinoelektricität  und  Thermoelektricität  auf  ver- 
schiedenen Vorgängen  beruhen. 

Es  existirt  indess  eine  Substanz,  auf  welcher  aktinoelektrische 
Spannungen  sich  zeigen  müssen,  der  Zinnober,  der  ebenso  wie 
der  Bergkrystall  nach  den  Nebenaxen  hemimorph  ist,  und  in  der 
Richtung  seiner  Hauptaxe  eine  Drehung  der  Polarisationsebene 
des  Lichtes  zeigt  *) .  Leider  stehen  mir  keine  hinreichend  grossen 


1)Wenn  die  Herren  Fr  iedol  und  Curie  meinen,  aus  meiner  Auffassung 
über  die  Entstehung  der  Äktinoelektricität  im  Bergkrystalle  folge  noth- 


Neu«  Bbobacht.  üb.  d.  Elektrigität  d.  Beegketstalles.     57 

Krystalle  zu  Gebote,  an  welchen  ich  mit  Hoffnung  auf  Erfolg  die 
Untersuchung  hätte  ausfuhren  können.  Die  dunkle  Färbung 
würde  kein  Hindemiss  sein,  da  auch  die  braun  gefärbten  Berg- 
krystalle  sehr  gut  ak tinoelektrische  Spannungen  zeigen. 

AdlU. 

Wie  schon  S.  38  erwähnt,  stimmen  die  elektrischen  Vor- 
gänge bei  Druckänderungen  an  Bergkrystallen  nicht  mit  der  von 
J.  und  P.  Curie  aufgestellten  Regel  (gleiche  elektrische  Polarität 
bei  Druck  und  Erkaltung,  und  wiederum  gleiche  bei  Nachlassen 
des  Druckes  und  Erwärmung)  ttberein.  Wenn  die  Herren  Fried  el 
und  Curie  in  ihrem  Aufsatze  annehmen,  dass  diese  Regel  auch 
für  den  Bergkrystall  Geltung  habe ,  so  liegt  dieser  Annahme 
eben  die  unrichtige  Ansicht  über  die  Beschaffenheit  der  thermo- 
elektrischen  Pole  auf  diesem  Krystalle  zu  Grunde.  Nachdem  ich 
nun  im  ersten  Abschnitte  nochmals  nachgewiesen  habe,  dass 
die  von  mir  angegebene  Lage  der  elektrischen  Pole  die  richtige 
ist,  steht  also  das  piezoelektrische  Verhalten  des  Bergkrystalles 
mit  jener  Regel  im  bestimmten  Widerspruche. 

Die  Herren  Frie  de  1  und  Curie  suchen  sämmtliche  thermo- 
elektrische  und  aktinoelektrische  Vorgänge  am  Bergkrystalle  auf 
die  piezoelektrischen  zurückzuführen.  Dies  ist  aber  nicht  mög- 
lich, denn,  wie  ich  schon  früher  gezeigt  habe^),  sind  ausser 
beim  Bergkrystalle,  die  bei  dem  Slruvit  und  dem  neutralen 
weinsauren  Kali  entstehenden  thermoelektrischen  Pole  gerade  die 
entgegengesetzten,  als  sie  nach  der  Curie'schen  Regel  sein  sollten. 

Ferner  entstehen ,  wie  ich  durch  meine  Untersuchungen 
gezeigt  habe,  auch  auf  vollkommen  symmetrisch  gebildeten 
Krystalien  thermoelektrische  Spannungen.  Es  sind  dieselben 
von  mir  bis  jetzt  genauer  bestimmt  bei  folgenden  Substanzen  : 

wendig,  dass  auch  z.  B.  der  Turmaiin  nach  seiner  Hauptaxe  eine  Drehung 
der  Polarisationsebene  bewirken  müsse,  so  beruht  dieser  Ausspruch  auf 
eioem  Versehen  der  beiden  Herren.  Im  Bergkrystalle  liegen  die  hemi- 
morphen  Axen,  um  weiche  ich  den  Äther  leichter  in  der  einen  Richtung 
als  in  der  entgegengesetzten  drehbar  betrachte,  senkrecht  gegen  die  Rich- 
QDg,  in  welcher  die  Strahlen  gehen  müssen,  wenn  eine  Drehung  ihrer 
^hwingungsebene  eintreten  soll.  Die  Herren  Frie del  und  Curie  lassen 
aber  beim  Turmaiin  diese  letztere  Richtung  mit  der  Richtung  der  hemi- 
morpben  Axe  selbst  zusammenfallen. 

4)  Berichte  der  math.-phys.  Classe  der  K.  Sttchs.  Ges.  d.  Wiss.  4880. 
S.  U4.   Wiedem.  Annal.  der  Phys.  u.  Chem.  Bd.  18.  S.  640. 
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4)  Würfelsystem :  Flussspath. 

2)  Tetragonales  System :  Idokras,  Apophyllit  und  Mellit. 

3)  Hexagonales  System:  Kalkspath,   Beryll^   Brucit,  Apatit, 
Pyromorphit,  Mimetesit,  Phenakit,  Pennin  und  Dioptas. 

4)  Rhombisches  System :  Topas,  Schwerspath,  Göiestin ,  Ara- 
gonit^  Strontianit,  Witherit,  Cerussit,  PrehnitundNatrolith. 

5)  Monokiines  System:  Gyps,  Diopsid,  Orthoklas,  Skolecit, 
Datolith,  Euklas  und  Titanit. 

6)  Triklines  System :  Albit,  Periklin  und  Axinit. 

Auf  diesen  symmetrischen  Krystailen  gelingt  es  aber,  wenn 
jede  fremde  Elektricität  ausgeschlossen  ist,  nicht,  durch  Druck- 
Veränderungen  piezoelektrische  Spannungen  hervorzurufen. 

Diese  Spannungen  treten  selbst  nicht  an  solchen  Krystall- 
bruchstücken  auf,  welche,  eben  weil  sie  nur  Bruchstücke  eines 
Krystallindividuums  sind,  an  den  Enden  einer  Axe  entgegenge- 
setzte Polaritäten  zeigen.  Z.  B.  wird  ein  ringsum  ausgebildeter 
sächsischer  Topas  auf  den  an  den  Enden  der  Säulenaxe  gelegenen 
Flächen  OP  beim  Erkalten  positiv  elektrisch.  Wird  jedoch  derselbe 
in  der  Mitte  zersprengt,  so  behalten  zwar  die  natürlichen  End- 
flächenOPbeimErkalten  ihre  positive  Spannung,  dagegen  erscheint 
auf  den  Durchgangsflächen  negative.  Ein  solches  Bruchstück 
zeigt  also  in  der  Richtung  der  Säulenaxe  eine  polare  elektrische 
Vertheilung.  Eine  Pressung  dieses  Bruchstückes  in  der  Richtung 
derSäulenaxeruftaber  keine  piezoelektrische  Spannunghervor  *) . 

Wenn  nun  die  symmetrischen  Krystalle  thermoelektrische 
Spannungen  zeigen  (oft  viel  stärker  als  die  hemimorphen),  piezo- 
elektrische Spannungen  aber  auf  ihnen  nicht  entwickelt  werden 
können,  so  muss  nothwendig  der  Vorgang,  durch  welchen  die 
Thermoelektricität  erzeugt  wird,  ein  anderer  sein,  als  der, 
welcher  die  Piezoelektricität  hervorruft. 


1)  Herr  Friedel  betracbtet  in  dem  oben  S.89  angeführten  Aufsatze  von 
1879  den  Topas  nach  den  auf  Bruchstücken  angestellten  Versuchen  als  nach 
derS&ulenaxe  hemimorph  und  findet  nach  dieser  Richtung  eine  elektrisch 
polare  Axe.  In  meiner  Abhandlung  über  die  ihermoelektrischen  Eigenschaften 
des  Topases  (Abb.  d.  K.  Sachs.  Ges.d.  Wiss.  Bd.  XIV)  vom  Jahre  1 870  habe  ich 
aber  gezeigt,  dass  der  Topas  nicht  hemimorph  gebildet  ist  und  in  normal 
ringsum  ausgebildeten  Krystailen  nach  der  Säulenaxe  keine  polare  Axe  be- 
sitzt, dass  vielmehr  beide  Enden  dieser  Axe  dieselbe  Polarität  zeigen  ,  und 
dass  der  bei  halben  Krystailen  auf  der  natürlichen  End- und  der  Durchgangs- 
fläche erscheinende  Gegensatz  eben  nur  Folge  der  Verletzung  des  Indi- 
viduums ist. 


Friedrich  Schur,  Die  Lösung  eines  Paradoxons,  welches 
hei  der  Constrtiction  der  Flächen  n^  Ordnung  aus  gegebenen 
Punkten  auflrüt.    Vorgelegt  von  Prof,  Dr,  Klein*). 

In  einer  im  23.  Bde.  der  mathem.  Annalen  zu  publicirendcn 
Arbeit  beschäftige  ich  mich  mit  der  Aufgabe,  die  Fläche  (n  -h  4)^' 

Ordnung  zu  construiren,  welche  durch y  (n-»-2)  (n-»-3)  (n-h4)  — 4 

gegebene  Punkle  geht,  d.  h.  mit  Hülfe  dieser  Punkte  die  Daten 
zweier  die  Fläche  erzeugenden  Bündel,  nämlich  eines  Strahlen- 
hündels  und  eines  ihm  reciproken  Flächenbündels  n^'  Ord- 
nung zu  bestimmen.  Hierbei  tritt  nun,  sobald  n  =4  oder  2 
(mod4),  ein  eigenthümliches  Paradoxon  auf,  dessen  Losung 
ich  mir  schon  an  dieser  Stelle  mitzutheilen  erlaube.  Ist  nämlich 
n  =  0  oder  3  (mod  4),  so  genügt  obiger  Aufgabe,  sobald  einer 
der  gegebenen  Punkte  als  Centrum  des  Strdhlenbündeis  und 

-  (n  -h  1)  (n  -h  2)  (n  +  3)  —  4  —  ^  n  (n  -h  5)  andre  als  Basis- 
punkte des  zu  suchenden  Flächenbündels  n*^  Ordnung  gewählt 
sind,  gerade  ein  Bündel,  dessen  Construction  1.  c.  angegeben 
wird. 

Ist  aber  n  =  \  oder  2  (mod  4) ,  so  können  nur 

^ln^^)(n^  2)  (n  +  3)  -  4  -  {  (n  {n  +  5)  +  s) 

von  den  gegebenen  Punkten  als  Basispunkle  des  FlächenbUn- 
dels  gewählt  werden ,  und  es  genügen  dann  noch  oo^  Bündel 
der  Aufgabe ;  es  kann  daher  unter  diesen  eins  ausgesucht  wer- 
den, in  welchem  einem  Strahle  durch  einen  weiteren  beliebigen 
ihmkt  eine  Fläche  durch  diesen  entspricht,  sodass  die  durch 
das  Strahlenbündel  und  dies  ihm  reciproke  Flächenbündel  n^^ 
Ordnung  erzeugte  Fläche  (n  4-  1)^®^  Ordnung  scheinbar  durch 

~  (n  -h  2)  (n  -h  3)  (n  +  4)  beliebige  Punkte  des  Raumes  geht. 


*  )  Zum  Druck  übergeben  am  H.  Nov.  1883. 
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Dies  Paradoxon  löst  sich  nun  dahin  auf,  dass  diese  Fläche 
(n  -h  1)*«'  Ordnung  eben  aus  allen  Punkten  des  Raumes  be- 
steht, d.  h.  dass  jedem  Strahle  eine  ihn  enthaltende  Fläche  des 
Bündels  entspricht;  dies  Bündel  ist  specieller  Natur,  da  alle 
seine  Flächen  durch  eine  gewisse  Raumcurve  von  der  Ordnung 
n^  —  fi-k-  ^  gehen. 

Ist  z.  B.  n  =  4,  ist  also  auf  ein  Strahlenbündel  ein  Ebenen- 
bündel mit  gegebenem  Centrum  so  reciprok  zu  beziehen ,  dass 
den  Strahlen  durch  7  gegebene  Punkte  Ebenen  durch  diese  be- 
ziehungsweise entsprechen,  so  hat  diese  Aufgabe  oo^Lösungen^). 
Unter  den  so  resultirenden  Ebenenbündeln  gibt  es  aber  drei  in 
Büschel  ausartende.  Die  Axen  von  zwei  derselben  sind  Er- 
zeugende der  durch  die  9  Puncto  bestimmten  Fläche  S.Ordnung, 
während  die  dritte  durch  das  Centrum  des  Strahlenbündels 
geht,  und  es  entspricht  jedem  Strahle  dieses  die  ihn  enthaltende 
Ebene.  So  löst  sich  in  diesem  einfachsten  Falle  das  Paradoxon, 
wonach  scheinbar  durch  10  beliebige  Punkte  eine  Fläche  2.  Ord- 
nung möglich  wäre. 

Ist  femern  =  S,  ist  also  auf  ein  Strahlenbündel  ein  Flächen- 
bündel 2.  Ordnung,  von  dessen  Basispunkten  fünf  gegeben  sind, 
so  reciprok  zu  beziehen,  dass  den  Strahlen  durch  13  gegebene 
Punkte  Flächen  durch  diese  beziehungsweise  entsprechen ,  so 
hat  auch  diese  Aufgabe  oo^  Lösungen ,  wobei  übrigens  die  Flä- 
chen, die  einem  festen  Strahle  successive  entsprechen,  ein 
Büschel  bilden.  Zu  diesen  der  Au^abe  genügenden  Bündeln 
gehört  aber  auch  das  Flächenbündel  2.  Ordnung  durch  die 
Raumcurve  3.  Ordnung,  welche  durch  die  5  gegebenen  Basis- 
punkte und  das  Centrum  des  Strahlenbündels  bestimmt  ist, 
wenn  jedem  Strahle  dieses  die  ihn  enthaltende  Fläche  zugewie- 
sen wird.    Diese  Lösung  kommt  natürlich  nicht  in  Betracht. 

Für  n  =  5  u.  s.  w.  ist  der  Beweis  schwieriger,  sodass  auf 
meine  oben  citirte  Arbeit  verwiesen  werden  muss. 


1)  S.  Schroeter,  Problemaiis  etc.   Journal  f.  r.  u.  a.M.  Bd.  62,  p.  245. 


Walther  Byck,  Vorläufige  Mütheilungen  über  die  durch  Grujh- 
pen  linearer  Transformationen  gegebenen  regulären  Gebietseinthei- 
lungen  des  Raumes.   Vorgelegt  von  Pt^of.  Dr.  Klein*). 

Mit  4  Tafel. 

§1«  Einleitang. 

Legt  man  die  Kugel  als  Trägerin  der  eomplexen  Werthe  w 
für  die  geometrische  Deutung  der  linearen  Transformationen  • 

ZU  Grunde,  so  lassen  sich  von  hier  aus  unsere  Transformationen 
in  doppelter  Weise  durch  Bewegungen  des  Raumes  versinn- 
lichen. 

(4)  Einmal  legen  wir  unsere  Kugel  als  Fundamentalfläche 
einer  nichteuklidischen  Massbestimmung  zu  Grunde  und  haben 
dann  die  allgemeinste  lineare  Transformation  als  eine  Schrau- 
benbewegung vor  uns,  bei  welcher  zwei  Punkte  der  Punda- 
mentalkugel  fest  bleiben  und  übrigens  deren  Verbindungs- 
gerade, ebenso  wie  ihre  zugeordnete  Polare,  in  sich  verschoben 
wird, 

(^)  Indem  man  aber  andererseits  die  lineare  Transforma- 
tion auf  der  oi-Kugel  entstanden  denkt  durch  eine  gerade  An- 
zahl von  »Spiegelungen«  nach  dem  Princip  der  reciproken  Ra- 
dien an  gewissen  Kreisen  AT),  ATj.  .  .  .  Aj»  der  Kugel  (eine 
Entstehung,  die  noch  in  mannigfachster  Weise  abgeändert  wer- 
den kann] ,  lässt  sich  ihr  eine  Bewegung  des  Raumes  an  die 
Seite  setzen ,  welche  ihrerseits  sich  aus  den  Spiegelungen  zu- 
sammensetzt ,  die  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  an 
den  durch  jene  Kreise  h\j  K2,  ...  Ä2„  fixirten,  zur  Pundamen- 
talkugel  normalen  Kugeln  vorgenommen  werden.  Diese  Be- 
wegung erweist  sich  gleichfalls  als  eine    für  jede  gegebene 


*)  Zum  Druck  übergeben  am  5.  December  488B. 
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lineare  Transformation  eindeutifj  bestimmte  und  stellt  sich  im 
allgemeinen  Falle  als  eine|Schraabenbewegung  dar,  bei  welcher 
der  durch  die  beiden  festbleibenden  Punkte  der  Fundamental- 
kugel gehende  und  auf  dieser  senkrecht  stehende  Kreis  in  sich 
verschoben  wird.  Auch  hier  hat  man  es  also  mit  einer  beson- 
deren Art  nichteuklidischer  Massbestimmung  zu  thun ,  welche 
sich  auf  jene  Fundamentalkugel  bezieht  und  für  welche  die  geo- 
dätischen Linien  durch  Orthogonalkreise  zur  Fundamentalkugel 
vertreten  sind. 

Die  beiden  ReprSisentationen  lassen  sich  sofort  in  einander 
überfuhren,  wenn  man  im  Räume  von  vier  Dimensionen  die  im 
Räume  von  drei  Dimensionen  geiej^ene  erste  Darstellung  durch 
iNormalen  zu  diesem  letzteren  Räume  zuniichst  auf  einen  über 
der  »Fundamentalkugela  errichteten  »Kugelraum«  von  drei  Di- 
mensionen projicirt  und  diesen  wieder  stereographisch  in  un- 
seren gewöhnlichen  dreidimensionalen  Raum.  Dabei  ist  be- 
merkenswerth,  dass  das  Innere  der  Fundamentalkugel  in  der 
ersten  Darstellung  doppelt  überdeckt  wird,  nämlich  von  der 
Projection  sowohl  des  Innen- wie  desAussenrauines  der  Funda- 
mentalkugel in  der  zweiten  Darstellung  und  zwar  dergestalt, 
dass  je  die  zur  Fundamentalkui^el  »symmetrischen«  (d.h. durch 
Spiegelung  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  auseinander 
hervorgehenden)  Punkte  der  Darstellung  (Sj  in  Darstellung  (4) 
zusammenfallen.  Das  Aeussere  der  Fundamentalkugel  in  der 
ersten  Darstellung  hat  in  der  zweiten  kein  Analogen  im  reellen 
(iebiete. 

Die  erste  Darstellungsform  ist  von  Herrn  Klein  in  seiner 
Abhandlung  »Ueber  binüre  Formen  mit  linearen  Transforma- 
lionen in  sich«  im  9.  Bande  der  Mathemalischen  Annalen  zu 
Grande  gelegt  worden  und  in  der  sp2itei-en  Arbeit  »Neue  Bei- 
trage zur  Riemann'schen  Functionentheorie«  (Annalen  Bd.  21, 
pag.  179)  wieder  herangezogen.  Die  letzte  Art  der  Darstellung 
ist  es,  welche  Herr  fbitware  in  seinen  kürzlich  erschienenen 
Untersuchungen  »Sur  les  groupes  Kleineens«  (Acta  mathema- 
tica  Bd.  3)  gebraucht. 

Für  die  eben  geschilderte  räumliche  Darstellung  der  Grup- 
pen linearer  Transformationen  beweist  nun  Herr  Poincare  in 
der  eben  erwähnten  Abhandlung  folgenden  schönen  Satz,  der, 
zuniichst  für  die  zweite  Art  der  Darstellung  ausgesprochen, 
lautet: 
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Jeder  Gruppe  linearer  Substitutionen  lässt  sich,  sofern  sie 
nicht  infinitesimale  Substitutionen  enthält^  eine  Eintheiluny  des 
Raumes  in  Polyeder  zur  Seite  stellen  j  die  im  Sinne  der  zu 
Gmnde  gelegten  Massbestimmung  sämmüich  nicht  unendlich  klein 
und  untereinander  congruent  sind.  Die  Seitenflachen  der  Polye-- 
der  sind  dabei  durch  Orthogonalkugeln  zur  Fundamentalkugel 
mid  durch  Stücke  der  Pundamentalkugel  selbst  gebildet.  Die  ent- 
stehende Eintheilung  verhalt  sich  dabei  völlig  symmetrisch  für 
den  Innen-  wie  für  den  Aussen  räum  der  Fundamentalkugel. 

Verwandeln  wir  jetzt  durch  die  obenerwähnte  Projection 
diese  Darstellung  in  die  Darstellungsform  (S) ,  so  gehen  jene 
Normalkugeln  in  Ebenen  über  und  es  folgt  eine  Eintheilung  des 
Innern  der  Fundamentalkugel  in  von  Ebenen  und  Sttioken  der 
Fundamen talkugel  begrenzte  Polyeder  ^  die  im  Sinne  der  ge- 
wöhnlichen nichteuklidischen  Geometrie  nicht  unendlich  klein 
und  zu  einander  congruent  sind. 

Hat  die  Darstellung  (2)  den  Vorzug ,  dass  bei  ihr  die  Con- 
formität  der  einzelnen  Gebiete  im  Sinne  der  gewöhnlichen 
Winkelbesstimmung  erhalten  ist,  so  hat  in  Darstellung  (4)  diese 
Gleichheit  der  Winkel  nur  im  nichteuklidischen  Sinne  statt. 
Dafür  aber  bietet  uns  Darstellung  (4)  den  Vortheil,  dass  wir  in 
dem  ausserhalb  der  Pundamentalkugel  gelegenen  Räume  Vor- 
kommnisse realisirt  erhalten,  welche  in  Darstellung  (2)  imaginär 
sind.  Wenn  sich  nämlich  in  jener  letzteren  Darstellung  etwa 
drei  Kugeln ,  welche  zur  Fundamentalkugel  orthogonal  sind, 
Dicht  schneiden,  so  können  wir  doch  in  Darstellung  (4)  von  dem 
reellen  Schnittpunkte  der  drei  entsprechenden  Ebenen  reden, 
welcher  jetzt  nur  ausserhalb  der  Fundamentalkugel  gelegen  ist. 

Dabei  lässt  sich  aber  der  Poincare' sehe  Satz  von  der  regulär 
ren  Gebietseintheilung  im  Innern  der  Fundamentalkugel  (in  Dar^ 
Stellung  [4)  keineswegs  im  Allgemeinen  auch  auf  das  Aeussere  der 
Kugel  übertragen. 

Es  ist  mir  noch  nicht  gelungen ,  ganz  allgemeine  Kriteria 
aQfzDsteUen ,  in  wie  weit  wir  auch  im  Aussenraume  von  einer 
Gebietseintheilung  sprechen  können.  Doch  werden  wir  die  Grup- 
piruDg  der  Begrenzungsebenen  unserer  im  Innern  der  Funda- 
meotalkugel  gelegenen  Gebiete  im  Aussenraume  derselben  noch 
in  einigen  der  nachfolgenden  Beispiele  speciell  charakterisiren. 
Weiler  aber  sei  gleich  hier  für  die  Lage  gewisser  in  Bezug  auf 
dieOebietseintheilung  äquivalenter  Punkte  das  Folgende  bemerkt: 
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Bei  der  Iteration  einer  allgemeinen  »loxodromischen«  Substitu- 
tion rückt  ein  Punkt ,  welcher  auf  der  Verbindungsgeraden  der 
beiden  für  die  Substitution  festbleibenden  Punkte  gelegen  ist, 
gegen  den  einen  oder  anderen  dieser  Punkte,  welche,  auf  der 
Fundamentalkugel  gelegen,  als  »unendlich  ferne«  Punkte  zu  be- 
zeichnen sind.  Ebenso  bewegt  sich  jeder  beliebige  Punkt  des 
Raumes  auf  einer  Spirale  dem  einen  oder  anderen  der  festblei- 
benden Punkte  zu,  so  dass  wir  eine  solche  Substitution  uns 
durch  eine  Bewegung  hergestellt  denken  können,  welche  wirbel- 
förmig  von  dem  einen  der  beiden  Punkte  (die  wir  fortan  als 
singulare  Punkte  der  Substitution  bezeichnen  wollen)  ausgehend 
in  den  anderen  mündet  >} .  Dabei  bildet  die  zu  der  Verbindungs- 
linie der  singulären  Punkte  zugeordnete  Polare  eine  in  sich  ge~ 
schlossene  Strömungscurve.  Ein  Punkt  nämlich  auf  dieser  Ge- 
raden ,  welche  als  ganz  im  Aussenraume  der  Fundamen talku(2;el 
gelegen  im  Sinne  der  zu  Grunde  gelegten  Massbestimmung  end- 
liche Lange  besitzt,  bewegt  sich  in  seiner  Geraden  fort,  ohne 
aber  dabei  einer  Grenzlage  zuzustreben ,  so  dass  diese  Gerade 
bei  unendlich  öfter  Wiederholung  unserer  Substitution  überall- 
dicht von  zu  einander  äquivalenten  Punkten  bedeckt  wird. 

Mit  den  im  Vorstehenden  bezeichneten  und  durch  den 
Poincar ersehen  Satz  für  jede  Gruppe  endlicher  linearer  Substi- 
tutionen als  möglich  erwiesenen  »  regulären  Gebietseinteilungen 
des  Raumes«  habe  ich  mich  seit  mehreren  Monaten  naher  be- 
schäftigt und  erlaube  mir,  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
einige  Resultate  vorzulegen,  die  zuvörderst  die  Entwickelung  der 
rein  geometrischen  Seite  der  Frage  im  Auge  haben.  Es  handelt 
sich  dabei  einmal  um  die  allgemeine  Discussion  unserer  Polye- 
der, für  welche  wir  den  Begrifl'  des  Zusammenhanges  aufstellen 
können  und  für  welche  die  Frage  nach  der  Verschiedenartigkeit 
der  möglichen  Kanten  und  Eckpunkte  uns  unmittelbar  die  An- 
ordnung der  auf  der  Fundamentalkugel  gelegenen  singulären 
Punkte  der  Eintheilung  überschauen  lässt.  Von  hier  aus  will  ich 
dann  an  einigen  Beispielen  die  Mannigfaltigkeit  der  auftreten- 
den geometrischen  Gebilde  bezeichnen ;  und  zwar  um  so  lieber, 
als  Herr  Poincare  auf  jene  Frage  nach  allen  möglichen  Gebiets- 

\)  Selbstverständlich  sind  unsere  Bewegungen,  da  wir  von  »end- 
liclien«  Substitutionen  sprechen,  ruckweise,  doch  erleichtert  es  die  Vor- 
stellung, sich  dieselben  aus  continuirlichen  Bewegungen  entstanden  zu 
denken. 
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eintheilungen,  Wie  sie  durch  Gruppen  linearer  Transformationen 
(lefinirt  erscheinen,  nur  so  weit  eingeht,  als  dieselben  auf 
»eigentlich  discontinuirliche  Gruppen«  (vgl.  die  genannten  Auf- 
sätze Herrn  Poincarfs  Acta  Bd.  3,  pag.  59  und  Herrn  Kleines 
Annalen  Bd.  24,  pag.  476)  Bezug  haben  und  als  sie  unmittelbar 
fttr  die  Theorie  der  Functionen  einer  (auf  der  Fundamental- 
kugel definirten)  complexen  Veränderlichen  anwendbar  sind. 
Dabei  meine  ich,  dass  gerade  auch  diese  weiteren  geometrischen 
Fonnulirungen  fttr  die  Funotionentheorie  von  wesentlichem  In- 
teresse sind  und  hoffe  in  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen 
auch  hierauf  ausführlich  eingehen  zu  können. 

§2.  Allgemeine  Fornmllrangeii. 

Wir  knttpfen  unsere  nächsten  Entwickelungen  an  die  erste 
Darstellung  unserer  Polyeder  an ,  in  welcher  dieselben  als  von 
Ebenen  begrenzt  erseheinen.  Zunächst  betrachten  wir  dabei, 
wie  dies  ja  auch  schon  in  den  Sätzen  (pag.  63)  des  §  4  ge-« 
schehen  ist,  die  Polyedereintheilung  nur  soweit,  als  sie  sich  auf 
das  Innere  der  Fundamentalkugel  erstreckt.  Einer  gegebenen 
regulären  Einteilung  dieses  Raumes  liegt  dann  ein  i^  Ausgangs- 
polyedem  zu  Grunde,  welches  von  Ebenen  und  von  Stücken  der 
Fundamentalkugel  begrenzt  ist.  Die  ebenen  Seitenflächen  dieses 
Polyeders  sind  vermöge  der  » erzeugenden«  Substitutionen  der 
zugehörigen  Gruppe  einander  paarweise  zugeordnet,  während 
die  Stücke  der  Fundamentalkugel  selbst  nur  durch  die  sie  be- 
grenzenden und  einander  zugeordneten  Randkanten  mit  einan- 
der in  Verbindung  stehen« 

Für  ein  solches  »Ausgangspolyeder«  können  wir  uns  den 
Begriff  des  i» Zusammenhanges <ii  herstellen,  indem  wir  uns  die 
erwähnte  Zuordnung  der  einzelnen  Begrenzungsebenen  wirk- 
lich ausgeführt  denken.  Daam  entsteht  ein  in  sich  geschlossener 
humm  mü  gewissen  GrenaflOchen.  Als  solche  treten  nämlich  die 
auf  der  Fundamentalkugel  gelegenen  Stücke  unserer  Polyeder 
auf,  welche  vermöge  der  Zuordnung  ihrer  Randkanten  jetzt  in 
sich  geschlossene  Begrenzungsflächen  unseres  Raumes  bilden. 
An  diese  Vorstellung  lässt  sich  nun  im  Ansohluss  an  die  Unter*? 
suchungen  von  Betti  und  Riemann  eine  Definition  des  ^  Zusam- 
menhanges •  für  unser  Ausgangsgebiet  ableiten  aus  der  Anzahl 
dernöthigen  Querschnittebenen  und  Querschnittcurven,  welche 

lUtlL..phy8.  Clasae  1883.  5 
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denselben  zu  einem  einfach  zusammenhängenden  machen  ^) .  Ich 
denke  auf  die  explicite  Formulirung  dieser  Definition  demnächst 
zurückzukommen . 

Um  nun  weiter  die  Verschiedenartigkeit  der  Kanten  und 
Eckpunkte  unserer  Gebietseinteilungen  zu  überblicken ,  ziehen 
wir  neben  den  im  Innern  der  Pundamentalkugel  befindlichen 
Kanten  und  Eckpunkten  auch  noch  diejenigen  mit  in  Betracht, 
welche  durch  den  Schnitt  unserer  erweitert  gedachten  Begren- 
zungsebenen und  Kanten  ausserhalb  der  Fundamentalkugel  ent- 
stehen. 

Ausser  den  durch  den  Schnitt  der  Polyederebenen  mit  der 
Fundamentalkugel  entstehenden  Kanten  der  Polyeder  unter- 
scheiden wir  Kanten  von  zweierlei  Art : 

1 .  Einmal  solche ,  um  welche  vermöge  der  Substitutionen 
der  Gruppe  Drehungen  statthaben ;  sie  sind  mit  der  Gruppe  voll- 
ständig bestimmt  und  mögen  —  es  ordnen  sich  in  bestimmter 
Weise  um  dieselben  die  durch  jene  Drehungen  ineinander  über- 
führbaren äquivalenten  Gebietstheile  —  als  »unveränderliche 
Kanten «(  bezeichnet  sein. 

S.  Zweitens  können  Kanten  auftreten)  um  welche  sich  keine 
äquivalenten,  durch  Drehung  ineinander  überftthrbaren  Gebiete 
legen.  Die  Anordnung  und  die  Anzahl  dieser  Kanten  ist  durch 
Modification  der  Begrenzungsflächen  der  Polyeder  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  variabel  und  sie  mögen  deshalb  als  »veränder- 
liche Kanten«  bezeichnet  sein. 

Die  »unveränderlichen  Kanten«  schneiden  entweder  die 
Kugel  oder  sie  berühren  dieselbe ,  oder  sie  verlaufen  ausser- 
halb. Im  ersten  Falle  ist  die  zugehörige  Drehung  durch  eine 
»elliptische«  Substitution  gegeben,  im  zweiten  Falle  durch  eine 
»parabolische«,  im  dritten  durch  eine  hyperbolische. 

Analog  dieser  Einteilung  der  Kanten  unterscheiden  wir 
auch  »unveränderliche«  und  »veränderliche«  Eckpunkte. 

Für  die  »unveränderlichen«  Eckpunkte  sind  die  Axen  für  die 
auf  einen  solchen  Eckpunkt  bezüglichen  Drehungen  durch  die 
hindurchlaufenden  »unveränderlichen«  Kanten  gegeben;  dabei 
werden  im  Allgemeinen  durch  einen  solchen  Eckpunkt  noch  eine 
Beihe  von  veränderlichen  Kanten  hindurchlaufen  (vgl.  Beispiel  5). 

i)  Neuerdings  kommt  Picard  (Comples  rendus  vol.  97  pag.  4047)  auf 
analoge  Definitionen  fUr  gewtfise  Gebietseintfaeilungen  im  vierdimensio- 
naien  Räume. 
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Die  »veränderlichen«  Eckpunkte  entstehen  als  Durchschnitte 
voD  nur  »veränderlichen«  Kanten  und  sind  wie  diese  in  An- 
ordnung und  Anzahl  innerhalb  gewisser  Grenzen  unbestimmt. 

Wir  betrachten  die  »unveränderlichen  Eckpunkte«  genauer. 
Indem  wir  die  Gesammtheit  der  Ebenen  und  Kanten  der  Ge- 
bietseintheilung,  welche  durch  eine  solche  Ecke  bindurchlaufen, 
mit  der  Fundamentalkugel  schneiden ,  entsteht  hier  eine  Poly- 
goneiDtheilung,  welche  unmittelbar  die  Gruppe  linearer  Substi- 
tutionen definirt,  welche  sich  auf  den  fraglichen  Eckpunkt  be- 
zieht. Nun  unterscheiden  wir  vor  Allem  ,  ob  der  fragliche  Eck- 
punkt aj  innerhalb,  b)  auf,  c)  ausserhalb  der  Fundamentalkugel 
gelegen  ist. 

a)  Liegt  Punkt  E  innerhalb  der  Fundamentalkugel,  so 
schneiden  die  durch  ihn  hindurchgehenden  Seitenflächen  auf 
der  Fnndamentalkugel  eine  Gebietseintheilung  aus,  welche  die 
ganze  Pundamentalkugel  umfasst.  Sie  kann  also  nur  endlich  sein 
und  die  Gruppe  der  um  E  statthabenden  Drehungen  fällt  nothwen- 
dig  mit  einer  der  Gruppen  des  Bieder s,  Tetraeders,  Octaeders 
bes.  Icosaeders  zusammen,  welche  (man  vgl.  die  schon  erwähnte 
Arbeit  Kleines  im  9.  Bande  der  Math.  Annalen)  alle  endlichen 
Gruppen  von  Drehungen  um  einen  Punkt  erschöpfen. 

b)  Liegt  Punkt  E  auf  der  Fundamentalkugel ,  so  bestehe 
zunächst  die  zugehörige  Gruppe  nur  aus  den  Potenzen  einer 
einzigen  Substitution.  Dann  hat  man  die  bekannten  Eintheilungen 
der  Kugel  in  Zweiecke  mit  endlichem  Winkel  oder  dem  Winkel  0 
oder  in  unendlich  viele  ringförmige  Gebiete,  je  nachdem  man 
es  mit  den  Potenzen  einer  elliptischen,  parabolischen  oder  einer 
hyperbolischen  bez.  einer  aligemeinen  loxodromischen  Substi- 
tution zu  ihun  hat.  Besteht  aber  die  auf  den  Eckpunkt  E  bezüg- 
liche Gruppe  nicht  blos  aus  den  Potenzen  einer  einzigen  Sub- 
stitution, so  zeigt  eine  kurze  Betrachtung,  dass  dann  nur  folgende 
Fälle  eintreten  können :  !•  die  Gruppe  entsteht  durch  Combina- 
tion  zweier  Substitutionen ,  welche  dieselben  beiden  Punkte  E 
und  E^  zu  singulären  Punkten  besitzen  (Substitutionen,  welche 
sonach  mil  einander  vertauschbar  sind) ,  oder  2«  sie  entsteht  durch 
Comblnation  einer  auf  den  Punkt  E  bezüglichen  parabolischen 
Substitution,  mit  einer  elliptischen  Substitution  von  der  Periode  2 
[f^Ihedergruppem  von  unendlich  hoher  Ordnung),  oder  aber  3.  man 
hol  es  mit  einer  der  bei  dem  Geschlechte  p  s  4  auftretenden  sehr 
bekannten  Gruppen  zu  ihun,  welche  die  Kugel  entweder  in  Pa- 
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ralleiogramme^  oder  in  abwechselnd  congruente  und  symmeirische 
Dreiecke  mit  den  Winkeln  bez.  y ,  |-,  -^ ;  y ,  y ,  |-;  y,  y,  y 
zerlegen, 

c)  Liegt  eudlich  der  Punkt  E  ausserhalb  der  Fundamental- 
kugel und  fragt  man  hier  nach  der  Eintheilung  derselben,  wie 
sie  den  auf  den  Punkt  E  bezüglichen  Drehungen  entspricht ,  so 
sind  hier  alle  Eintheilungen  in  unendlich  viele  congruente  Ge- 
biete möglich,  für  welche  die  singulären  Punkte  der  Eintheilung 
auf  dem  Berührungskreise  des  von  E  aus  an  die  Fundamental- 
kugel gezogenen  Tangentialkegels  liegen ,  mit  anderen  Worten, 
zu  einem  solchen  Punkte  E  können  als  Gruppen  der  auf  ihn  be- 
züglichen Drehungen  alle  Gruppen  linearer  Transformationen 
gehören,  für  welche  die  singulären  Punkte  sämmtlich  auf  einem 
Kreise  angeordnet  sind ,  also  alle  die  durch  geeignete  Transfor- 
mation sich  in  Gruppen  linearer  Substitutionen  mit  reellen  Coef- 
ficienten  überführen  lassen. 

§  3.  Beispiele. 

Es  soll  sich  jetzt  noch  darum  handeln ,  die  ganze  Mannig- 
faltigkeit der  möglichen  Gebietseintheilungen,  wie  sie  den  Grup- 
pen linearer  Transformationen  entsprechen,  zu  bezeichnen  und 
ich  thue  dies,  indem  ich,  die  allgemeinen  Ueberlegungen  ab- 
brechend, specielle  Beispiele  —  und  zwar  möglichst  einfache  — 
als  charakteristische  Typen  herausgreife. 

Dabei  sind  es  vor  Allen  wie  bei  den  ebenen  Gebietseinthei- 
lungen  wieder  die  als  regulär -symmetrisch  zu  bezeichnenden 
Eintheilungen  Y  denen  eine  besondere  Uebersichtlichkeit  inne- 
wohnt und  die  darum  für  eine  erste  gestaltliche  Orientirung 
besonders  geeignet  erscheinen.  Schildern  wir  diese  zunächst 
in  der  zweiten  Form  der  Darstellung,  so  gehen  wir  dabei  von 
einem  ersten  Polyeder  aus,  welches  jetzt  von  Kugeln  begrenzt 
erscheint,  die  auf  der  Fundamentalkugel  — *  und  dafür  sei  gleich 
eine  Ebene  angenommen  —  senkrecht  stehen.  An  dieses  erste 
Polyeder  legen  sich  dann  weitere  »symmetrische«,  die  durch 
Spiegelung  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  an  den  Be* 
grenzungsflächen  des  ersten  hervorgehen ,  an  diese  wieder  Ge- 
biete, die  zum  ersten  congruent  sind  u;  s.  w.  Wir  müssen,  um 
das  Ausgangspolyeder  für  unsere  Gruppe  zu  haben,  zwei  dieser 
zu  einander  symmetrischen  Polyeder  zusammennehmen,    für 
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welche  jetzt  die  Seitenflächen  einander  paarweise  logeordnel 
erscheinen.  Dabei  Obersdien  wir  sofort ,  dass  um  die  sSmml- 
liehen  so  aoftretenden  Kanten  Drehwmgen  statthaben,  d.  h.  dass 
wir  es  dabei  nur  mit  unveränderlichen  Kanten  lu  thun  haben. 

Id  den  folgenden  Beispielen  legen  wir  als  Ausgangspol)  e- 
der  ein  Tetraeder  mit  seinem  symmetrischen  zu  Grunde.  In 
unserer  jetzt  gewählten  Darstellung  ist  dann  zu  unterscheiden, 
ob  die  vier  Kugeln ,  welche  die  Seitenflächen  desselben  bilden, 
sich  zu  je  dreien  in  reellen  Punkten  schneiden  oder  nicht. 

Erttes  Beispiel.  Nehmen  wir  erstens  an,  alle  Tier  Eck- 
punkte des  Tetraeders  seien  reell,  dann  liegen  von  den  8  Schnitt- 
punkten unserer  Kugeln  zu  je  dreien  4  innerhalb,  4  (symme- 
trisdi  zu  den  ersten)  ausserhalb  der  Fundamentalkugel ,  oder 
aber  sie  rtlcken  im  Grenzfalle  paarweise  auf  die  Fundamental- 
kogel. 

Unsere Eintkeiiung  ist  dann  sieher  von  derArtj  dass  diePun- 
damentaUmgel  als  eine  »Grensrfmje/«  der  EinlheHung  erscheint ^ 
auf  welche  sich  von  beiden  Seiten  die  Tetraeder  (im  Sinne  einer 
gewöhnliehen  Maassbestimmung  kleiner  und  kleiner  werdend) 
zusammenziehen ,  so  dass  diese  Kugel  ttberall  dicht  von  den 
»singulären  Punkten  c  der  Eintheilung  (vgl.  oben  pag.  64)  be* 
deckt  erseheint  1).  Die  auf  die  einzelnen  Eckpunkte  bezüglichen 
Untergruppen  der  Gesammtgruppe  fallen  mit  den  schon  oben 
pag.  67  unter  a.  aufgezählten  Gruppen  der  regulären  Körper  zu- 
sammen, sofern  die  Eckpunkte  innerhalb  der  Fundamental- 
kugel  gelegen  sind ,  und  im  Falle  eine  Ecke  des  Tetraeders  auf 
die  Fundamentalkugel  selbst  rttckt,  mit  den  gleichfalls  oben 
(pag.  67)  unter  b.  aufgezählten  Fällen.  Dieser  begrenzten  Zahl 
von  Möglichkeiten ,  nach  welchen  vnr  die  Eckpunkte  unseres 
Ansgangstetraeders  bestimmen  können,  entspricht  es,  dass  es 
nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Gebietseintheilungen  gibt,  deren 
Aufzählung  sich  durch  eine  leichte  Discussion  —  es  handelt  sieb 
um  die  Bestimmung  der  »Kantenwinkel«  des  Tetraeders  —  er^ 
fflöglicht. 

Es  sei  mir  gestattet,  aus  der  Zahl  der  möglichen  Fälle  vier 
specielle  Beispiele  herauszugreifen.  Wir  bestimmen  die  6  Kan- 
tenwinkel des  Tetraeders  wie  folgt: 

0  Auf  solche  Vorkommnisse  bezieht  sich  die  Bemerkung  von  Klein 
aaf  p.  176  der  schon  erwähnten  Abhandlang  Im  81.  Anoalenbande,  welche 
Pomcar4  p.  57  ff.  seiner  Abhandlung  im  3.  Bande  der  Acta  weiter  ausführt. 
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wo  man  noch  bezüglich  der  gegenseitigen  Anordnung  dieser 
6  Kantenwinkel  die  Figuren  4^4  der  beigefügten  Tafel  ver- 
gleiche. 

Dann  erkennen  wir  im  Falle  (4.)  sofort ,  dass  die  Gruppe 
der  um  jeden  einzelnen  Eckpunkt  statthabenden  Drehungen 
mit  der  Gruppe  des  Icosaeders  zusammenfällt,  so  dass  sich  um 
jeden  dieser  Eckpunkte  i  20  abwechselnd  congruente  und  sym- 
metrische Tetraeder  lagern.  Beispiel  (2.)  Ifisst  ebenso  jedesmal 
48  Tetraeder ,  der  Gruppe  des  Octaeders  entsprechend ,  sich 
um  jeden  Eckpunkt  lagern. 

In  (3.)  ist  ein  Fall  charakterisirt ,  in  welchem  sämmiliche 
Eckpunkte  des  Tetraeders  auf  der  Fundamentalkugel  selbst  ge- 
legen sind  und  wobei  sich  um  jeden  einzelnen  dieser  Eckpunkte 
jedesmal  unendlich  viele  Tetraeder  gruppiren ,  der  bei  />  =&  I 

auftretenden  Gruppe  ly ,   y ,   yj  entsprechend. 

Die  Anordnung  (4.)  endlich  charakterisirt  einen  Fall,  in 
welchem  alle  4  Endpunkte  des  Ausgangstetraeders  verschiedene 
Untergruppen  der  Gesammtheit  liefern.  Wie  wir  unmittelbar 
durch  Vergleichung  der  einzelnen  in  einem  Endpunkte  anstos- 
senden  Kanten winkel  erschliessen;  ergibt  Endpunkt  A  eine  Ico- 
saedergruppe ,  um  ihn  gruppiren  sich  also  420  abwechselnd 
congruente  und  symmetrische  Tetraeder ;  Eckpunkt  C  erweist 
sich  analog  als  zu  einer  Octaedergruppe  gehörig ;    Eckpunkt  B 

besitzt  die  Anordnung  einer  Diedergruppe  vom  Typus  t^  >  y  ?  y ; 

Eckpunkt  D  endlich  erweist  sich  als  auf  der  Fundamentalkugel 
gelegen ;  um  ihn  finden  unendlich  viele  Drehungen  vom  Cha- 
rakter der  hei  p  =s  i  auftretenden  Gruppe  y  j   ^  >   y  statt. 

Noch  sei  erwähnt ,  in  welcher  Weise  sich  alle  diese  jetzt 
erwähnten  Gebietseintheilungen  in  unsere  Darstellungform  (4) 
übertragen.    Dann  hat  nur  im  Inneren  der  Fundamentalkugel 
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eine  brauchbare  Gebietseintheilung  in  von  Ebenen  begrenzte  im 
Sinne  der  nichteuklidiscben  Massbestimmung  'congruente  Te- 
traeder statt.  Das  Aeussere  der  Pundamentalkugel  aber  wird 
übercUl  dicht  vm  den  Ebenen  unserer  Einteilung  durchsetatf  wie 
wir  schon  daraus  unmittelbar  erschliessen,  dass  die  Grenzlagen 
für  alle  unsere  Ebenen  Tangentialebenen  an  die  Fundamental- 
kugel sind  in  den  auf  dieser  Kugel  überall  dicht  vertheilten  sin- 
guldren  Punkten  der  Gebietseintheilung. 

Zweites  Beispiel,  Wir  nehmen  jetzt  an  zweiter  Stelle  an, 
dass  (an  die  Darstellungsform  2  anknüpfend)  nicht  alle  Tripel 
unserer  4  Kugeln  (Seitenflächen  des  Tetraeders)  sich  in  reellen 
Punkten  schneiden,  wo  dann  also  in  der  Darstellungsform  4 
unser  von  Ebenen  begrenztes  Tetraeder  die  entsprechenden 
Eckpunkte  im  Äusseren  der  Fundamentalkugel  aufweist.  Dann 
haben  wir  für  die  auf  einen  solchen  imaginären  Schnittpunkt 
bezüglichen  Drehungen  die  oben  p.  68  in  (c)  allgemein  cbarak- 
terisirte  Gesammtheit  von  Transformationsgruppen  zur  Ver- 
fügung, die  in  unseren  specielleren  Fällen  der  Tetraederein- 
theilungen  jetzt  nur  dahin  eingeschränkt  ist,  dass  wir  es  mit 
»regulärsymmetrischena  Eintheilungen  in  KreisbogendreiecA'e  zu 
thun  haben. 

Es  lässt  sich  auch  hier  (analog  wie  bei  a)  die  ganze  Man- 
nigfaltigkeit der  möglichen  Eintheilungen  leicht  angeben  und 
übersichtlich  anordnen.  Es  sei  mir  wieder  gestattet,  aus  der 
Gesammtheit  einzelne  Beispiele  herauszugreifen ,  deren  Schil- 
derung der  kürzeren  Sprechweise  wegen  hier  an  Darstellung 
I  geknüpft  sei. 

Zuvörderst  legen  wir  ein  Tetraeder  als  Ausgangspolyeder 
zu  Grunde,  dessen  sämmtliche  vier  Eckpunkte  ausserhalb  der 
Fundamentalkugel  liegen  und  dessen  sämmtliche  Kanten  dabei 
die  Kugel  durchsetzen.  Die  auf  diese  Kanten  bezüglichen  Sub- 
stitutionen sind  sonach  elliptische  von  bez.  den  Perioden 
V] ,  ^2  •  •  •  ^6  9  ^^^  ^i^  ™i^  ^^^  ^  Kantenwinkeln  des  Tetraeders 
correspondiren.  Fragen  wir  nach  der  Gebietseinteilung,  welche 
durch  »Spiegelung«  dieses  Tetraeders  entsteht  und  betrachten 
wir  insbesondere  diese  Eintheilung  für  die  Fundamentalkugel 
selbst,  so  haben  wir  hier  zuvörderst  4  getrennte  Kreisbogen- 
dreiecke, mit  den  4  Eckpunkten  unseres  Tetraeders  correspon- 
dirend.  Ihre  Reproduction  durch  »Spiegelung«  ergibt  die 
Gruppen  der  Drehungen ,  welche  um  jeden  dieser  4  Eckpunkte 
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statthaben.  Dabei  bedecken  diese  Reproductionen  jedesmal  das 
Innere  des  Kreises,  in  welchem  der  von  dem  jedesmaligen  Eck- 
punkte an  die  Fundamentalkugel  gelegte  Tangentialkegel  diese 
letztere  berührt,  und  haben  diesen  Kreis  zur  natürlichen  Grenze. 
Bei  den  Spiegelungen  unseres  ersten  Tetraeders  haben  wir 
aber  von  den  ursprünglichen  4  Eckpunkten  aus  unendlich  viele 
neue  gewonnen,  deren  jede  auf  der  Fundamentalkugel  eine  der 
eben  geschilderten  regulären  Eintheilungen  mit  Grenzkreis  ver- 
anlasst ,  deren  keine  aber,  wie  dies  aus  der  Erzeugung  unmit- 
telbar folgt,  mit  einer  anderen  collidirt. 

•So  erscheint  schliesslich  die  Fundamentalkugel  von  unend- 
lich vielen,  jedesmal  durch  eine  Grenzcurve  abgeschiedenen 
Gebietseintheilungen  überdeckt,  und  dabei  sind  diese  Gebietseinthei- 
lungen,  den  vier  Ecken  des  ursprünglichen  Tetraeders  entsprechend 
von  viererlei  Art. 

Fig.  5 ,  in  welcher  die  Fundamentalkugel  stereographisch 
auf  die  Ebene  projicirt  ist,  stellt  den  besonders  einfachen  Fall 
einer  solchen  Eintheilung  vor,  in  welchem  die  6  Kanten  eines 
regulären  Tetraeders  die  Kugel  gerade  berühren;  dann  hat  man 
zuvörderst  auf  der  Kugel  die  (stark  schraffirten}  4  Ausgangs- 
dreiecke mit  den  Winkeln  0  und  es  tritt  der  specielle  Fall  ein, 
dass  die  (mit  Doppellinien  angegebenen)  Grenzcurven  unserer 
4  ersten  Eintheilungen  sich  paarweise  berühren.  Die  Fortsetzung 
dieser  Eintheilung  über  die  ganze  Kugel  hin  ist  dann  unmittelbar 
aus  der  Figur  abzulesen.  Wir  bezeichnen  noch,  bezüglich  der 
Frage  nach  einer  etwaigen  im  Aeusseren  der  Fundamentalkugel 
statthabenden  Eintheilung,  den  Umstand,  dass  eine  solche  hier  in 
der  That  im  Innern  aller  der  soeben  genannten  Kegel,  welche 
von  den  Tetraedereckpunkten  an  die  Kugel  gelegt  sind ,  statt- 
hat; dass  aber  ausserhalb  derselben  eine  solche  sicher  nicht 
eintritt,  wie  ja  schon  die  Tangentialebenen  unserer  Kegel,  die 
wir  in  der  Grenzlage  erhalten ,  den  Aussenraum  überall-dicht 
überdecken. 

Man  sieht  sofort,  wie  die  somit  geschilderte  Gebietseinthei- 
lung  der  Typus  ist,  zu  dem  wir  stets  geführt  werden,  wenn  wir 
ein  Ausgangspolyeder  gegeben  haben ,  dessen  Ecken  sämmtlich 
ausserhalb  der  Fundamentalkugel  liegen,  während  dessen  Kan- 
ten die  Kugel  schneiden  (oder  im  Grenzfalle  berühren) .  Weiter 
aber  ergibt  sich  von  hier  aus  gleich  eine  Verallgemeinerung ,  für 
welche  die  Kugel  gleichfalls  in  unendlich  viele  Gebiete  zerlegt 
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wird^  die  jetzt  aber  jedesmcU  durch  eine  fMitanaiytisd^  Gren:t^ 
curve  von  einander  getrennt  erseheinen.  Ich  knfipfe  dieselbe  an 
das  soeben  erwähnte  specielle  Beispiel  an ,  weil  dasselbe  hin* 
reiehend  die  allgemeinen  Verhältnisse  zu  |bezeichnen  gestattet. 

Drittes  Beispiel.  Wir  gehen  von  dem  im  vorigen  Beispiele 
genannten  regulären  Tetraeder  aus,  dessen  Kanten  die  Kugel 
berühren ,  denken  uns  die  4  Schnittkreise  von  Tetraeder  und 
Kugel  markirt  und  schneiden  nun  jede  der  Ecken  des  Tetrae- 
ders mit  3  Ebenen  ab,  welche  jedesmal  2  der  ebenerwühnten 
Kreise  bertthren  und  dabei  übrigens  —  damit  sich  in  unserem 
Beispiele  alle  Verhältnisse  möglichst  einfach  gestalten  —  durch 
einen  Punkt  auf  der  Mittellinie  der  Tetraederecke  hindurch- 
gehen. Fig.  6  veranschaulicht  unmittelbar  eine  solche  Ecke. 
Jetzt  haben  wir  ein  Polyeder  begrenzt  von  viermal  drei  Vier- 
ecken und  von  vier  Neunecken.  Die  letzteren  schneiden  die 
Fimdamentalkugel  in  den  vier  erwähnten  Kreisen.  Jedes  der 
begrenzenden  Vierecke  schneidet  seinerseits  die  Fundamental- 
kogel  in  einem  Kreise,  welcher  2  der  vorgenannten  berührt. 
Dieses  Polyeder,  dessen  Ecken  sämmtiich  ausserhalb  der  Kugel 
liegen,  wiederholen  wir  durch  Spiegelung  an  sämmtlichen  Seiten. 
Dann  entstehen ,  von  den  vier  Ausgangspolygonen ,  die  wir  auf 
der  Kugel  jedem  der  Eckpunkte  des  ursprünglichen  Tetraeders 
entsprechend  unterscheiden  können ,  und  deren  eines  in  Fig.  7 
vorliegt,  ausgehend,  zunächst  vier  Gebietseintheilungen ,  die 
durch  eine  nichtanalytische  Grenzcurve  eingeschlossen  sind.  Fig.  7 
gibt  die  ersten  Wiederholungen  eines  der  Ausgangspolygone. 
Dabei  zeigt  Fig.  6  sofort ,  wie  die  einzelnen  Punkte  jener  nicht- 
analytischen  Grenzcurve  sich  ihrerseits  wieder  auf  den  Berüh- 
rungskreisen  der  Kegel  anordnen,  die  wir  von  den  Eckpunkten 
unserer  Polyeder  an  die  Fundamen talkugel  legen.  Diese  Kreise 
sind  in  Fig.  6  durch  die  strichpunktlrten  Linien  markirt.  Die 
ganze  Fundamentalkugel  nun  ist  überdeckt  von  unendlich  vielen 
derartigen  ineinander-  aber  niemals  übereinander  greifenden 
Bereichen  *) . 

Viertes  Beispiel.    Wir  gehen  wieder  zu  dem  Tetraeder  zu- 

4}  Ich  habe  die  beiden  letzten  Beispiele  näher  ausgeführt,  weil  ge- 
rade bezüglich  solcher  Eintheilungen  der  Sachverhalt  bei  Poincarä  (in  der 
erwähnten  Abhandlung  pag.  69  und  70)  nicht  correct  dargestellt  ist.  Poin- 
car^  spricht  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Bereichen ,  deren  jeder  die 
ganze  Gruppe  charakterisirt. 
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rück,  dessen  Eckpunkte  sämmtlich  ausserhalb  der  Fundamental- 
kugel  gelegen  sind  und  nehmen  nun  auch  noch  an,  dass  die 
6  Kanten  die  Kugel  nicht  schneiden ,  so  zwar,  dass  diese  Kugel 
von  den  4  Seitenflächen  in  4  getrennten  Kreisen  geschnitten 
wird.  Fragen  wir  nach  derEintheilung,  wie  sie  durch  die  Spie- 
gelung unseres  Tetraeders  auf  der  Fundamentalkugel  entsteht, 
so  übersieht  man  hier  sofort,  dcas  die  Kugel  eine  einheitliche  Ein- 
theilung  trägt ,  für  welche  sämmtliohe  stngulfiren  Punkte  discret 
vertheilt  sind.  Die  letzteren  sind  dabei  angeordnet  auf  den  un* 
endlich  vielen  Bertthrungskreisen  der  Kegel ,  die  wir  von  den 
Eckpunkten  aller  unserer  Tetraeder  an  die  Kugel  legen. 

Fünftes  Beispiel.  Eine  der  eben  geschilderten  analoge  Ein- 
theilung ,  die  gleich  hier  erwähnt  sein  mag ,  erhält  man ,  wenn 
man  das  obige  Tetraeder  als  Ausgangspolygon  betrachtend ,  die 
Fortsetzung  nicht  wie  soeben  durch  Spiegelung  bewerkstel- 
ligt (wo  erst  zwei  zu  einander  symmetrische  Tetraeder  das 
Ausgangspolyeder  ergeben),  sondern  wenn  man  durch  eine  %- 
perbolische  Substitution  je  zwei  der  Seitenflächen  des  Tetraeders 
einander  zuordnet.  Auch  hier  trägt  dann  die  Kugel  eine  einheit^ 
liehe Eintheilung miiwöüif,  getrennt  liegenden  singulären Punkten. 
Während  aber  für  unsere  obige  Eintheilung  die  sämmtlichen  auf- 
tretenden Kanten  der  einzelnen  Tetraeder  »unveränderliche« 
Kanten  waren ,  haben  wir  es  hier  auch  mit  veränderlichen  zu 
thun.  Von  den  6  Kanten  eines  jeden  Tetraeders  sind  nämlich 
nur  zwei  einander  gegenüber  liegende  alsDrehungsaxen  für  die 
beiden  zugehörigen  hyperbolischen  Substitutionen  unveränder- 
liche Kanten,  nicht  aber  die  vier  anderen. 

Sechstes  Beispiel.  Noch  erwähnen  wir  zum  Schlüsse  des 
auch  schon  von  Herrn  Ptmtcar^  (Gomptes  rendusBd.  93,  pag.582) 
berührten  Vorkommnisses ,  dass  eine  auf  der  Fundamentalkugel 
verstandene  Gebietseintheilung  gewisse  kreisförmige  Stücke  der- 
selben freilassen  kann ,  dem  Umstände  entsprechend ,  dass  bei 
einer  hyperbolischen  Substitution  das  Innere  desjenigen  Kreises, 
welcher  über  der  Verbindungslinie  der  beiden  bei  der  Substi- 
tution festbleibenden  Punkte  errichtet  ist,  niemals  in  das Aeussere 
desselben  übergeführt  wird.  Hat  man  also  ein  Ausgangspolygon 
auf  der  Kugel ,  welches  nur  in  dem  einen  dieser  beiden  Theile, 
etwa  ausserhalb }enes  Kreises,  liegt,  so  wird  die  von  ihm  aus 
sich  fortsetzende  Gebietseintheilung  sich  niemals  in  das  Innere 
dieses  Kreises  erstrecken  können.  Auf  den  Raum  (und  die  Dar- 
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stellungsform  (4.)  unserer  SubstitutioDen)  übertragen,  werden 
dann  gewisse  Kugelabschnitte,  deren  Ebenen  jedesmal  durch 
die  beiden  festbleibenden  Punkte  der  hyperbolischen  Substitu- 
tion gelegt  sind,  von  der  Gebietseintheilung  unberührt  bleiben. 

§4.   Sehliiflsbemerklingeii. 

Im  Vorstehenden  handelt  es  sich  um  das  Studium  regulärer 
Gebietseintheilungen  unter  Zugrundelegung  einer  reellen  Kugel 
ds  Fundamentalfläche  unserer  Massbestimmung. 

Ziehen  wir  einmal  diese  Kugel  auf  einen  Punkt  (etwa  den 
unendlich  fernen  Punkt)  des  Raumes  zusammen ,  dann  kommen 
wir  zu  Transformationen  des  Raumes  in  sich,  welche  jenen 
einen  Punkt  ungeändert  lassen.  Die  zugehörigen  Gebietsein- 
theilungen sind  durch  die  Untersuchungen  von  SoAnc&a^)  gegeben 
and  für  physikalische  Fragen  verwerthet  worden. 

Lassen  wir  andererseits  die  Fundamentalkugel  imaginär 
werden^  so  ergeben  sich  endliche  Gruppen  von  Bewegungen  für 
unsere  jetzt  ellipüsche  Masshestimmung  im  Räume.  Herr  Klein 
hat  auf  ihren  Charakter  und  die  Art  ihrer  Aufzählung  bereits  in 
der  schon  mehrfach  erwähnten  Abhandlung  im  9.  Annalen- 
bände  hingewiesen.  Sie  bieten  überdies  eine  innige  Beziehung 
SU  den  im  Räume  von  vier  Dimensionen  auftretenden  regulären 
Körpern  dar. 

Schliesslich  sei  noch  besonders  hervorgehoben ,  dass  durch 
MmereRaumeiniheüungen[y%\.A\e  Beispiele  2  und^3]  dieMöglidi- 
keit  einer  geometrischen  Verknüpfung  von  ganz  heterogenen  Ge- 
bietseintheilungen  gegeben  ist,  die  auf  der  Fundamentalkugel  durch 
den  Schnitt  mit  unserem  )» Ausgangspolyeder«  entstehen.  In  wie 
weit  dieser  Zusammenhang  auch  für  die  analogen  functümen- 
theoretischen  Fragen  verfolgt  werden  kann,  die  sich  an  die  Func- 
tionen einer  auf  der  Fundamentalkugel  gedeuteten  complexen 
Yariabeln  anschliessen,  und  in  welcher  Richtung  diese  Ein- 
Iheilungen  für  die  Theorie  der  (im  Räume  gedeuteten)  Functionen 
dreier  reeller  Variablen  von  Belang  sind,  muss  ein  weiterer  Ver- 
folg der  Untersuchungen  lehren,  die  ich  hier  nur  in  einer  ersten 
and  vorläufigen  Notiz  gekennzeichnet  habe. 

1)  Man  vergleiche  Sohnckef  Entwicklung  einer  Theorie  der  Krystall- 
struktar  (Leipzig,  Teubner)  wo  auch  die  weitere  einschlägige  Literatur 
sich  findet. 


W.  Braune,  Ueber  die  IntercostcUvenen  des  menschlichen 
Körpers  *) . 

Ich  erlaube  mir  der  Gesellschaft  einen  Theil  der  Bearbeitung 
des  menschlichen  Venensystems  vorzulegen,  weiche  in  Form 
eines  Atlas  in  der  nächsten  Zeit  im  Verlage  von  Veit  &  Comp, 
hier  erscheinen  wird. 

Ich  hatte  schon  früher,  im  Jahre  4870  (34.  October),  der 
Gesellschaft  ttber  einen  Saugapparat  am  Oberschenkel  des 
Menschen  berichtet ,  der,  von  den  Fascien  in  der  Gegend  des 
Foramen  ovale  gebildet,  bei  den  Bewegungen  des  Beines,  wie 
sie  z.  B.  beim  Gehen  erfolgen,  in  Thätigkeit  gesetzt  wird, 
und  der  Vorwärtsbewegung  des  Venenblutes  dient.  Die  Wir- 
kung dieses  Apparates  zeigte  sich  ttusserlich  in  der  Erschei- 
nung der  VenenanordnuDg  insofern ,  als  von  allen  Seiten  Ve- 
nenstämme an  diese  Stelle  herantreten,  und  wie  die  Richtung 
ihrer  Ventile  zeigt,  ihren  Inhalt  dahin  entleeren. 

Aehnliche  Verhältnisse  fanden  sich  bei  späteren  Unter- 
suchungen an  der  menschlichen  Hand,  und  auch  an  ande- 
ren Regionen  des  Körpers.  Ueberhaupt  zeigt  sich  die  Anlage 
derartiger  Saugapparate  am  menschlichen  Körper  sehr  weit 
verbreitet.  Ueberall  da,  wo  Muskeln  und  Fascien  bei  ihrer 
Spannung  die  von  ihnen  umschlossenen  Hohlräume  erweitern, 
kommt  eine  Saugwirkung  zu  Stande,  und  diese  macht  sich  nicht 
nur  für  die  Circulation  im  Venensysteme,  sondern  auch  für  die 
im  Systeme  der  LymphgefOsse  geltend ,  und  wirkt  bestimmend 
auf  die  Form  dieser  Gefässramificationen  ein. 

Die  scheinbar  regellose  Anordnung  vieler  Lymphbahnen  und 
der  Venen  wird  zu  einer  sehr  regelmässigen ,  wenn  man  auf 
diese  Saugapparate  achtet.  Durch  dieselben  werden ,  um  nur 
einige  Beispiele  aufzuführen ,  die  Gegenden  des  unteren  Hals- 
abschnittes, der  Achselhöhle;  der  Fossa  ovalis  des  Oberschenkels 

*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  tt.  Juni  1883. 
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ZU  Sammelstellen  der  Yenenstämme  sowie  der  Lymphgefässe« 
Und  es  lässt  sieh  erwarten,  dass  ebenso,  wie  die  Oberschenkel- 
vene  als  Endvene  (im  Sinne  der  CoAtiAetm^schen  Endarterien) 
für  das  Venengebiet  des  Schenkels  angesehen  werden  kann,  auch 
die  Lympbgeftlsse  des  Schenkels,  der  unteren  Bauchdecken  und 
der  Genitaliengegend  ihre  Passage  durch  den  Schenkelkanal 
nehmen. 

Es  muss  der  späteren  Bearbeitung  vorbehalten  bleiben, 
diese  Verhaltnisse  eingehend  zu  behandeln.  Hier  m(tohte  ich 
vorläu6g  nur  ein  Bruchstück  dieser  grösseren  Arbeit,  einige 
YerfaSiltnisse  der  IntercoskUvenen,  besprechen. 

Die  letzten  und  vollständigsten  Angaben  über  die  hier  in 
Frage  stehende  Venengruppe  geben  die  Werke  von  Hefde  (Ge- 
bsslehre  2.  Auflage  4876) ,  Lmchka  (Anatomie  der  Brust  des 
Meoschen,  Tübingen  1863  S.  206  u.  ff.)  und  M.  G.  Breschet 
(Sur  la  Systeme  veineux). 

Nach  dem  ifente'schen  Schema  (a.  a.  0.  S.  336,  Fig.  436) 
münden  die  Intercostalvenen  mit  ihren  vorderen  Enden  bis  auf 
die  vier  letzten  sämmtlich  in  die  verticalen  Ganäle  der  doppelt 
angelegten  Venae  mammariae  internae.  Die  vier  unteren  zeigen 
freistehende  isolirte  vordere  Enden,  wohl  um  anzudeuten,  dass 
sie  nur  einen  Abfluss  nach  der  Wirbeisäule  zu,  in  die  Vena 
aiygos  und  hemiazygos  haben.  Ein  kurzer  verticaler  Verbin- 
dongscanal ,  der  die  Vena  anonyma  dextra  mit  der  Vena  inter- 
costalis  dextra  nahe  ihrem  Vertebralende  verbindet,  nimmt  die 
zwei  obersten  Venae  intercostales  dextrae  auf,  während  die  der 
linken  Seite  in  das  Stück  der  Vena  hemiazygos  aecessoria  ein- 
münden, das  sich  mit  Vena  anonyma  sinistra  verbindet.  Die 
Yertebralenden  der  Intercostalvenen  nehmen  sämmtlich  einen 
starken  Ramus  dorsalis  auf,  der  das  Blut  von  den  inneren  und 
äusseren  venösen  Spinalplexus  bringt.  Diese  Rami  dorsales 
sind  stärker  als  der  Stamm,  in  den  sie  einmünden,  und  könnten 
demnach  als  Hauptstämme,  nicht  als  Aeste  der  Intercostalvenen 
bezeichnet  werden.  Nach  Vereinigung  mit  dem  Ramus  dorsalis 
empfängt  jede  Vena  intercostalis  noch  Aeste  von  der  Vorder- 
fläche der  Wirbelkörper  und  Knochenvenen  aus  dem  Inneren 
derselben.  Die  Mündungen  der  unteren  Intercostalvenen  in 
die  Vena  azygos  und  hemiazygos  sind  nach  Henle  m'e,  oder  nur 
9atijs  ausnahmsweise  mit  Klappen  versehen,  die  Mündungen  der 
oberen  Intercostalvenen  aber  scheinen  nach  ihm  öfter  Klappen 
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zu  besitzen  als  nicht.  Jede  Intercostalvene  begleitet  einfach  die 
Arterie  an  deren  oberem  Rande.  Als  Vena  intercostalis  suprema. 
S.  345  (a.  a.  O.),  bezeichnet  Henle  eine  Vene,  die  einfach  mit 
dem  vorderen  oder  intercostalem  Ast  der  Arterie  gleichen  Na- 
mens verlftuft ,  Yon  der  sie  nur  durch  den  Zusammenhang  mit 
der  Azygos  und  Hemiazygos  abweicht. 

Nach  Luschka  (a.  a.  0.  S.  209  u.  ff.)  entsprechen  die  In- 
tercostalvenen  ihren  Hauptästen  nach  dem  Laufe  der  bezttgiichen 
Arterien.  »Sie  nehmen  das  Blut  nicht  allein  aus  den  Weich- 
theilen  der  Intercostalräume  und  der  nach  aussen  von  diesen 
liegenden  Musculatur  auf,  sondern  auch  aus  den  mächtigen  Ge- 
Qechten,  welche  die  Aussenseite  des  Rückgrates  umspinnen 
und  den  Wirbelcanal  durchziehen.«  Vena  intercostalis  suprema 
nennt  Luschka  eine  Vene,  welche,  neben  der  gleichnamigen 
Arterie  gelegen,  das  Blut  aus  den  zwei  bis  drei  oberen  Inter- 
costalräumen  aufnimmt,  und  in  die  Vena  anonyma  einmündet. 
»Die  linke  Vena  intercostalis  suprema  zeigt  meist  ein  anderes 
Verhalten  als  die  rechte;  sie  tritt  meist  in  den  folgenden  vier 
Intercostalvenen  zu  einem  Stämmchen  der  Hemiazygos  supe- 
rior  zusammen ,  welches  hinter  der  Aorta  in  die  Azygos  ein- 
mündet.« 

»Die  Venae  interoostales  inferiores  bieten  in  ihrem  Verhal- 
ten einen  häufigen  Wechsel  und  in  der  Regel  auch  nicht  auf 
beiden  Seiten  gleiche  Anordnung  dar.  Die  rechtsseitigen  acht 
unteren  senken  sich  gewöhnlich  gesondert  in  die  Azygos  ein, 
während  die  übrigen  meist  zu  einem  gemeinsamen  Stämmchen 
sich  vorher  vereinigt  haben.« 

Von  denen  der  linken  Seite  gelangen  nskeh  Luschka  meist 
die  vier  unteren  in  die  Hemiazygos ;  die  fünf  oberen  bilden  mit 
der  Intercostalis  suprema  einen  gemeinsamen  Stamm ,  Hemi- 
azygos superior.  Die  übrigen  treten  dann  gesondert  in  die 
Azygos. 

»Mtfgen  die  Intercostalvenen  aber  wie  immer  angeordnet 
sein,  an  jeder  derselben  hat  man  zwei  Hauptäste,  einen  vorde- 
ren und  einen  hinteren  Ast,  zu  unterscheiden.  Der  Ramus  an- 
terior s.  intercostalis  ist  bedeutend  dünner  als  der  Dorsalis  und 
nimmt  das  Blut  hauptsächlich  aus  den  Bestandtheilen  des  be- 
treffenden Zwischenrippenraumes  auf.  Der  Ramus  dorsalis, 
welcher  sich  mit  dem  vorigen  unter  einem  fast  rechten  Winkel 
zwischen  je  zwei  Rippen  wurzeln  verbindet,   ist  kurz  und  dick. 
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Er  nimmt  das  Blut  aus  den  Plexus  vertebrales  dorsales  und  den 
Sinus  canalis  vertebralis.« 

In  diesen  Angaben  ist,  soweit  ich  die  Literatur  übersehe, 
Alles  enthalten,  was  von  den  Intercostalvenen  bekannt  ist.  Nach 
denselben  verhalten  sich  die  Intercostalvenen  in  ihrem  Verlaufe 
und  ihrer  Verfistelung  im  Wesentlichen  wie  die  Intercostal- 
arterien,  die  sie  begleiten.  Die  Beschreibung ,  wie  sie  Arnold, 
Anatomie  des  Menschen,  IL  Bd.  4 .  Abtheilung,  4847,  S.594  u.  ff. 
gab,  enthält  schon  einen  Haupttheil  dieser  späteren  Publi- 
cationen. 

Meine  Befunde  ergänzen  und  modificiren  die  bisherigen 
Anschauungen. 

Nach  meinen  Untersuchungen  bilden  die  Intercostalvenen^ 
etwa  soweit  wie  die  wahren  Rippen  reichen ,  bis  zur  sechsten; 
eventuell  siebenten  Intercostalvene,  den  Körpersegmenten  ent- 
sprechend, Venendrkel ,  oder  Schaltstttcke,  welche  ihren  Inhalt 
sowohl  nocA  den  Venae  mammariae  internae,  wie  nadi  den  Sy- 
stemen der  Azygos  tmd  Hemiaaygos  entleeren,  sie  tragen  an 
ihren  Einmttndungsstellen  entgegengesetzt  gerichtete  Klappen, 
stellen  also  nicht  nur  Aeste  des  Azygos-  und  Hemiazygossystems 
dar,  sondern  auch  Aeste  der  Mammariae  intemae,  die  mit  ein- 
ander zusammenhängen ,  und  von  ihrem  neutralen  Mittelstucke 
aus  ausserdem  noch  Abflüsse  nach  der  Vena  axillaris  absenden. 

Die  Venen  der  Costae  spuriae ,  soweit  dieselben  durch  ihre 
Knorpelansätze  aneinander  gekoppelt  sind,  also  etwa  die  7.,  8. 
und  9.  Intercostalvene,  haben  keine  Abflüsse  nach  der  Achsel- 
höhle mehr,  entleeren  sich  aber  gleichfalls  unter  dem  Einflüsse 
der  Klappen  sowohl  nach  der  Wirbelsäule  hin,  wie  nach  dem 
Steraum  zu ;  ihre  vorderen  Abflttsse  aber  bilden  paarige  Sam- 
melstämme »  welche  die  Arteria  musculophrenica  zwischen  sich 
fassen  und  zur  Mammaria  interna  ziehen. 

Die  zwei  bis  drei  untersten  Intercostalvenen,  den  Costae 
fluctuantes  entspreoh^d ,  haben  keinen  Abfluss  nach  vorn ;  es 
sieht  aus,  als  ob  durch  die  Bewegungen  der  vorderen  frei  be- 
weglichen Rippeaenden  ihre  Verbindungen  unter  einander  nicht 
zur  Entwicklung  kommen  konnten. 

iHe  CkUiber  der  Intercostalvenen  nehmen  von  oben  nach  ab- 
wärts gieichmässig  zu. 

Die  intercostalvenen  entsprechen  also  in  ihrer  Form  und 
Verbindung  den  Verhältnissen  der  Rippen;    nur  kommen  bei 
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ihnen  Abweichungen  der  Zahl  nach  vor,  so  dass  mitunter  «ine 
bis  zwei  Venen  weiter  nach  abwärts  noch  Verbindungen  mit 
der  Achselhöhle  oder  mit  den  Venae  mammariae  intemae  zeigen 
können. 

Es  folgt  nun  die  Beschreibung  des  Einzelnen.  Die  Inter- 
costal Venenstämme  sind,  wie  angegeben  wird,  im  Wesentlichen 
einfach  angelegt,  jedoch  zeigen  sie  wiedeiiiolt  Spuren  einer  dop- 
pelten Anlage.  Man  findet  hier  und  da  spitzwinkelig  abgehende 
Aeste ,  welche  nach  einer  Strecke  wieder  in  den  Hauptstamm 
zurückfuhren  und  so  eine  langausgezogene  Masche  bilden,  die 
ein  Stttck  der  Arterie  zwischen  sich  fasst. 

Die  queren  Verbindungsvenen  dagegen,  die  rechtwinkelig 
über  die  Innenfläche  der  Rippen  laufen ,  sind  fast  stets  paarig 
angelegt,  ebenso  wie  die  Vena  intercostalis  suprema  accessoria, 
welche;  wenn  vorhanden ,  zu  beiden  Seiten  der  gleichnamigen 
Arterie  einen  Theil  des  Blutes  der  oberen  Intercostalräume  direct 
zu  der  Vena  subclavia  führt. 

Die  Frage  nach  dem  Auftreten  der  paarigen  Venen  und 
nach  den  Ursachen  dieser  Anlage  lässt  sich  bis  jetzt  auch  nach 
den  Befunden  am  Thorax  noch  nicht  beantworten.  Wenn  sich 
auch  an  den  Extremitäten  überall  da,  wo  die  Muskeln  schützende 
Hohlräume  bilden,  wie  im  Lig.  intermusculare  intemum  des 
Oberschenkels ,  der  Hauptsache  nach  einfache  Venenrohre  fin- 
den ,  und  zwischen  den  Muskeln ,  die  bei  ihrer  Gontraction  die 
daselbst  gelegenen  Theile  drücken,  paarige  Venen  auftreten,  so 
dass  man  auf  die  Meinung  geführt  wird,  dass  die  Druckverhäit- 
nisse  der  Umgebung  von  bestimmendem  Einfluss  auf  diese 
Bildung  ist ,  so  finden  sich  doch  an  anderen  Körperstellen ,  da 
wo  man  gleichen  Druck  erwarten  sollte ,  bald  paarige  Venen, 
bald  einfache.  In  der  Schädelhöhle  sind  die  Venen  des  Hirn- 
mantels einfach  angelegt,  die  der  Arteria  meningea  media  enV- 
sprechenden  Venen  dagegen  meistens  doppelt.  Dasselbe  findet 
sich  in  der  Thoraxwand.  Die  Intercostalvenen  selbst  sind  im 
Wesentlichen  einfach ,  ihre  quer  über  die  Rippen  laufenden 
Verbindungen  meist  doppelt  angelegt,  ebenso  wie  die  Vena 
intercostalis  suprema  accessoria  doppelte  Anlage  zeigt. 

Die  Lage  der  Intercostalvenen  zu  den  Arterien  verhält  sich 
so,  wie  wir  es  bei  den  Venen  auch  an  anderen  Stellen  des  Kör- 
pers wiederfinden.  Die  Intercostalvenen  liegen  wie  gedeckt 
und  gegen  von  aussen  kommenden  Druck  gesichert,  zwischen 
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Rippe  und  Arterie  im  Sulcus  costalis  hart  unter  der  Rippe,  so 
wie  wir  es  bei  der  Passage  der  Vena  iliaca  sehen,  die  am  Psoas- 
wall  gedeckt  durch  die  darüber  liegende  Arteria  iliaca  die 
Beckenhdhle  durchzieht.  Die  Hauptstämme  der  Intercostalvenen 
liegen  am  unteren  Rande  jeder  Rippe ,  daneben  die  Arterie, 
weiter  entfernt  von  der  Rippe  der  Nerv.  Während  man  an  an- 
deren Rörperstellen  die  Venen  in  Begleitung  der  Nerven  findet, 
liegt  hier,  wie  bei  der  Femoralis  und  der  Subclavia,  die  Arterie 
dazwischen ,  so  dass  es  aussieht ,  als  ob  das  Venenbiut  den  ge- 
schätzten Winkel  unter  der  Rippe  förmlich  ausgesucht  hätte, 
oder  als  ob  hier  ein  Ort  des  geringsten  Druckes  das  Venenbiut 
angezogen  und  endlich  zur  Bildung  einer  Vene  geführt  habe. 

Am  oberen  Rande  der  Rippen  finden  sich  auch  Venen,  aber 
unbeständig  in  der  Länge  und  von  viel  kleinerem  Galiber  als 
die  am  unteren  Rande.  Diese  Stämmchen  am  oberen  Rippen- 
rande hängen  vielfach  mit  den  Stämmen  im  unteren  Sulcus  zu- 
sammen, und  können  mitunter,  jedoch  nur  selten  so  stark  im  Ga- 
liber werden,  dass  sie  den  Hauptstamm  bilden. 

So  weit  als  die  Rippen  mit  ihren  vorderen  knorpligen 
Enden  directe  Verbindungen  mit  dem  Brustbeine  eingehen,  so 
weit  zeigen  auch  die  Intercostalvenen  Abzüge  und  Verbindungen 
mit  den  längs  des  Brustbeinrandes  laufenden  Venae  mammariae 
intemae.  Sie  bilden  somit  quere  Verbindungscanäle  zwischen 
den  verticalen  Venenläufen  an  der  vorderen  und  hinteren  Kör- 
perwand, also  keine  eigentlichen  Ramificationen,  wie  man  ge- 
wöhnlich meint. 

Während  aber  die  Venen  der  hinteren  KOrperwand,  näm- 
lich die  Azygos  mit  der  Hemiazygos  propria  und  accessoria  s. 
superior  [Arnold,  a.  a.  0.  S.  594;  Luschka,  a.  a.  O.  S.  240)  nur 
durch  ein  oder  zwei  und  mehr  Querläufe  mit  einander  in  Ver- 
bindung stehen,  sind  die  Venae  mammariae  an  der  vorderen 
Thordxwand  durch  querverlaufende  Venen  mit  einander  ver- 
bunden, die  sich  an  jedem  Thoraxsegroent  wiederholen,  und 
namentlich  an  der  Vorderfläche  des  Proc.  xyphoideus  besonders 
stark  ausgebildet  sind. 

Die  von  Luschka  (a.  a.  0.  S.  212)  erwähnte  Vena  anasto- 
motica  transversa  ist  also  nicht  eine  besondere  Einzelbildung, 
wenn  sie  auch  auffallend  stark  ist,  sondern  nur  eine  Theil- 
erscheinung  des  ganzen  Systems  querer  Verbindungen,  die  sich 
regelmässig  wiederholen.   Die  Intercostalvenen  bilden  also  ge- 
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schlossene  Ringe,  oder  Venencirkel,  die  nach  verschiedenen 
Seiten  hin  ihren  Inhalt  entleeren  können,  je  nachdem  die  Druck- 
verhältnisse sich  gestalten.  Und  zwar  liegen  an  beiden  Ein- 
mündungsstellen  Ventile,  die  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  so 
dass  nur  nach  der  Azygos  oder  nach  der  Mammaria  hin  das 
Blut  ausfliessen  kann,  aber  nicht  von  der  Mammaria  zur  Azygos, 
resp.  Hemiazygos,  oder  umgekehrt  zu  fliessen  vermag.  Diese 
Klappen  am  Vertebralende  liegen  meist  lateral  von  der  Mündung 
der  Rami  dorsales,  so  dass  man  von  der  Azygos  die  letzteren 
und  die  Spinalplexus  meist  füllen  kann  ,  ohne  die  Intercostales 
selbst  zu  erreichen.  Es  sind  dies  ganz  ähnliche  Yenenanlagen 
wie  der  Circulus  venosus  ischiadicus  und  obturatorius  am  Ober- 
schenkel, wie  auch  ferner  der  Sinus  cavernosus  in  der  Schädel- 
hdhle ,  der  sich  nach  der  Gesichtsfläche  wie  nach  dem  Foramen 
jugulare  entleeren  kann,  wie  auch  ferner  die  Venenzirkel,  die 
sich  an  den  Venen  der  Bauchdecken  und  an  den  Venen  der 
Hohlhand  und  des  Hohlfusses  finden. 

Ausserdem  aber  besitzen  alle  Intercostalvenen  bis  herab 
zur  sechsten,  eventuell  siebenten,  ausnahmsweise  selbst  achten 
Rippe,  seitliche  Abflüsse  nach  der  Achselhöhle,  von  starkem 
Galiber,  die  sich  schliesslich  mit  einander  zu  einem  oder  meh* 
reren  Stämmen  vereinigen,  ehe  sie  in  die  Vena  axillaris  einmün- 
den. Die  zahlreichen,  nach  der  Achselvene  hinführenden  Ven- 
tile in  diesen  Venen  zeigen ,  dass  es  sich  hier  um  Abflüsse  aus 
der  Brusthöhle  handelt,  dass  also  der  Saugraum  der  Achsel  bei 
gewissen  Verhältnissen  geringeren  Druck  haben  kann,  als  die 
Thoraxhöhle. 

Es  scheint  nicht  zweifelhaft,  dass  man  im  Stande  ist,  durch 
gewisse  Bewegungen  des  Armes  den  Saugapparat  in  der  Achsel- 
höhle in  Action  zu  setzen,  so  dass  er  das  Blut  der  Intercostal- 
venen nach  aussen  führt,  also  stark  blutleerend  auf  die  Brust- 
höhle, namentlich  auch  auf  die  Pleuren  einwirkt,  deren  Venen- 
ästchen  in  die  Intercostalvenen  sich  ergiessen. 

So  weit  als  die  Muskelwälle  des  Latissimus  dorsi  und 
Pectöralis  major  deutlich  vorspringen,  so  weit  also  das  Saugge- 
biet  der  Achselhöhle  reicht,  so  weit  finden  sich  auch  regelmässig 
seitliche  Abflussrohre  an  den  Intercostalvenen  angebracht.  Die 
7.  8.  9.  10.  \\,  12.  Intercostalvenen  haben  für  gewöhnlich 
keine  Abflüsse  nach  der  Achselvene,  wenigstens  keine  directen, 
können  aber  durch  Querleitungen,  die  nach  den  oberen  Inter- 
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costalvenen  führen,  mitunter  indirect  ihren  Inhalt  durch  jene 
in  die  Achselhohle  mit  entleeren. 

Die  8.  und  9.  mitunter  auch  die  40.  Intercostalvenen  hän- 
gen durch  paarige  Stämme,  die  in  dem  Falz  des  Zwerchfellmus- 
kels am  Rippenbogen  liegen,  mit  den  Mamraariae  intemae 
zusammen ,  während  ihr  Vertebralende  in  die  Azygos  und  He- 
miazygos  einmündet  und  vor  dem  Eintritt  der  Dorsaläste  mit 
Klappen  versehen  ist. 

Diese  paarigen  Sammelstämme  der  drei  Intercostalvenen 
30  den  gekoppelten  Gostae  spuriae  mögen  Venae  musculo- 
phrenicae  heissen,  da  sie  die  gleichnamige  Arterie  zwischen 
sich  fassen.  Sie  bilden  mit  der  Vena  epigastrica  superior  den 
Anfang  der  Mammaria  interna  und  hängen  selbst  mit  den 
Zwerchfellvenen  und  auch  hier  und  da  mit  den  Venen  der  vor- 
deren Bauchwand  zusammen.  Nur  an  den  zwei,  resp.  drei 
unteren  Rippen  fehlen  diese  Verbindungen  nach  vom,  was 
wohl  damit  in  Zusammenhang  zu  bringen  ist ,  dass  die  unteren 
Rippen  nicht  gekoppelt  sind,  wie  die  übrigen,  sondern  durch 
die  freie  Lage  ihrer  vorderen  Enden  selbständige  Bewegungen 
machen  und  ihre  Intercostalräume  auch  am  vorderen  Ende 
ziemlich  beträchtlich  vergrOssem  können.  Dem  entsprechend 
verhalten  sich  hier  die  Zwerchfellursprünge  anders  als  an  den 
Dächst  höheren  mit  einander  verbundenen  Rippenknorpeln. 
Sie  bilden  nicht  eine  so  dichte  zusammenhängende  Muskelfleisch- 
lage,  sondern  beginnen  sehnig,  so  dass  eine  Aponeurose  vor- 
handen ist,  von  der  die  Fleischfasem  entspringen,  die  sich  bei 
den  Bewegungen  der  Rippen  faltet  und  spannt,  und  Bewegun- 
gen der  vorderen  Rippenenden  in  ziemlicher  Breite  gestattet. 

Die  hier  liegenden  Venen  erhalten  sehr  mächtige  Zuflüsse 
vom  Zwerchfell  und  von  den  Muskelmassen  der  Bauchdecken, 
so  dass  sie  ein  sehr  mächtiges  Caliber  trotz  ihres  kurzen  Ver- 
laufes erreichen.  An  den  Einmündungssteilen  dieser  Aeste  tra- 
gen die  Intercostalvenen  Klappen ,  welche  ein  Zurückstauen  des 
Inhaltes  nach  dem  Zwerchfell  und  den  Bauchdecken  zu  unmög- 
lich machen. 

Ist  die  Voraussetzung  richtig,  dass  die  Venenbildungen  ab- 
hängig sind  von  den  Druckverhältnissen  der  Umgebung,  so 
musste  sich  auch  erwarten  lassen,  dass  die  Fascien  des  Halses 
und  die  Schlüsselbeine  mit  ihren  Muskeln  ihren  saugenden  Ein- 
fluss  auf  die  Bildung  der  Venen  an  der  oberen  Thoraxapertur 
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geltend  machen.  Dies  findet  sich  denn  auch.  An  verschiedenen 
Stellen  finden  sich  Abflüsse  der  oberen  Intercostalvenen  von 
ziemlichem  Caliber  nach  den  grossen  Halsvenen,  so  dass  das 
Bild  namentlich  der  obersten  Intercostalvene  dadurch  ein  sehr 
wechselndes  wird.  Diese  relativ  sehr  kurze  Vene  wird ,  wenn 
der  Abzug  nach  der  Mammaria  vorn  sehr  stark  ist,  ein  schwa- 
ches Yertebraiende  zeigen,  und  umgekehrt;  kann  aber  an 
einzelnen  Strecken  fadendünn  werden,  wenn  die  Abzüge  nach 
den  Venae  anonymae  event.  subclaviae  hin,  sich  sehr  stark  aus- 
gebildet haben. 

Sehr  bestimmt  zeigen  sich  die  Caliber-V evhHimsse  an  den 
übrigen  Intercostalvenen.  Entsprechend  der  Form  des  Kegel- 
mantels, wie  sie  die  Wandung  des  Truncus  bildet,  nehmen  die 
Massen  der  musculösen  Wandungen  von  oben  nach  abwärts  zu. 
Ein  gleiches  Zunehmen  des  Calibers  von  oben  nach  unten  zeigen 
die  Venen.  Die  12.  Vena  intercostalis  hat  demnach  trotz  ihres 
kurzen  Verlaufes  an  der  Rippe  das  grösste  Caliber,  führt  also 
die  grösste  Menge  Blut  von  allen  Intercostalvenen  der  Vena  cava 
durch  die  Azygos  zu. 


Carl  Henmajui,  Ueber  eine  neue  und  einfache  Methode  zur 
Untersuchung  der  Stetigkeit  y  respective  Unstetigkeit  mehrdeutiger 
Functionen"^). 

Während  man  bisher  bei  den  Stetigkeitsuntersuchungen 
mehrdeutiger  Functionen  zunächst  die  verschiedenen  Werthe 
der  Functionen  von  einander  zu  separiren,  und  sodann  diese 
Werthe  einzeln  auf  ihre  Stetigkeit  zu  untersuchen  bemüht  ge- 
wesen ist,  soll  im  Folgenden  eine  Methode  dargelegt  werden, 
mittelst  deren  man  die  in  Rede  stehenden  Werthe  gleichzeitig, 
und  ohne  vorgängige  Separation ,  der  genannten  Untersuchung 
zu  unterwerfen  vermag. 

Die  Warsein  einer  Gleichung  f{z)  =  s  . 

Die  Function  f{z)  sei  auf  irgend  einem  Theil3  der  JS-Ebene 
mdeutig  und  stetig.   Gleiches  gilt  alsdann  von  der  Function 

falls  man  unter  s^  eine  Constante  versteht.  Demgemäss  werden 
die  iNullpuncte  dieser  Function  (1 .)  auf  3  niemals  ein  Curven- 
oder  Flächen-Element  stetig  erfüllen  können,  sondei*n  stets  ver- 
einzelt liegen.  Uebrigens  sind  dieselben  im  Allgemeinen  von 
verschiedener  Ordnung. 

Bezeichnet  man  nun  einen  Nullpunct  erster  Ordnung  kurz- 
weg als  elementaren  Nullpunct,  und  betrachtet  man  einen  Null- 
punct fiter  Ordnung  als  eine  Vereinigung  von  (i  elementaren 
Nullpuncten ,    so  wird  bekanntlich  die  Anzahl  M^  sämmtlicher 


*)  Vorgelegt  und  zum  Druck  gegeben  in  der  Sitzung  am  40.  Decem- 
ber  188S. 
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auf  3  vorhandenen  elementaren  Nullpuncte  der  Function  (1 . 
den  Werth  haben : 

3 
die  Integration  positiv  erstreckt  über  alle  Randpuncte  }  der 
Fläche  3-  Dabei  wird  [was  sich  stets  durch  eine  geringe  Defor- 
mation des  Randes  von  3  erreichen  lässt]  vorausgesetzt,  dass 
kein  Nullpunct  hart  am  Rande  von  3  U^gt»  Sonst  nämlich  würde 
das  Integral  keinen  Sinn  haben,  und  gleichzeitig  auch  die  Zahl 
M^  unbestimmt  werden ;  denn  es  würde  zweifelhaft  sein,  ob  ein 
hart  am  Rande  von  3  liegender  Nullpunct  als  ein  innerhalb  oder 
ausserhalb  3  liegender  Punct  aufzufassen  ist. 

Aus  der  Voraussetzung  nun,  dass  die  Function  (4.)  am 
Rande  von  3  nirgends  verschwindet,  folgt  sofort,  dass  für  alle 
Puncte  )  dieses  Randes  die  Formel  stattfindet: 

(3.)  mod  [f[l)  -  5j  >  ^  , 

wo  A  eine  positive  und  von  0  verschiedene  Constante  vorstellt. 
Dabei  sei  noch  Folgendes  bemerkt :  Führt  man  neben  der  Con- 
stanten s^  noch  irgend  welche  andere  Constante  ^^  in  die  Betracht 
tung  ein,  so  ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

m  -  «j  =  [/•(?)  -  s,i  +  {s,  -  s.) 

sofort : 

mod  /(i)  —  äJ  <  mod  [f{i)  -  s,]  -i-  mod  (5,  -  s,]  , 
oder,  etwas  anders  geschrieben : 

mod  [/"(j)  —  s^]  >  mod  ^(j)  —  5,]  —  mod  [s^  —  sj  , 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

mod  [/(j)  —  s^]  >  4  —  mod  [s^  —  äJ  . 

Diese  letzte  Formel  aber  gewinnt,  falls  man  die  neue  Constante 
s^  der  Bedingung 

(4.)  mod  (ä,  -  s^)  <  y 

unterwirft,  die  einfachere  Gestalt : 

(5.)  mod  m  -  s,]  >  (^  -  4)  =  1    • 
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Diese  Formel  (5.)  zeigt,  dass  die  der  nenefi  Constanten  s^ 
eDtsprechende  Funtion 

(9-)  /■(-)  -  *, 

in  den  Randpuncten  }  der  Fläche  3  nirgends  verschwindet. 
Demgemäss  wird  also  die  Anzahl  M,  air  derjenigen  elementa- 
ren Nullpuncte,  w^elche  diese  neue  Function  (9.)  innerhalb  3  be- 
sitzt, dargestellt  sein  durch  die  mit  (2.)  analoge  Formel: 

3 

Diese  Formel  (10.)  gilt,  zufolge  ihrer  so  eben  gegebenen 
Begründung,  für  jedwede  der  Bedingung  (4.)  entsprechende 
GoDstante  s^,  und  bleibt  also  in  Kraft,  falls  man  dieses  s,  inner- 
halb des  Spielraumes  (4.)  beliebig  variiren  lassst.  Bei  einer 
solchen  Variation  von  s^  wird  also  der  Werth  des  Integrales 
(10.)  von  Augenblick  zu  Augenblick  durch  eine  ganze  Zahl  dar- 
gestellt sein.  Andererseits  aber  übersieht  man  sofort,  dass  der 
Werth  des  Integrals  bei  einer  solchen  innerhalb  des  Spielrau- 
mes (4.)  bleibenden  Variation  von  s^  nur  in  stetiger  Weise  sich 
ändern  kann"*").  Demgemäss  ist  also  die  in  Rede  stehende  ganze 
Zahl  während  dieser  Variation  fortdauernd  ein  und  dieselbe. 

Das  Integral  (10.}  bleibt  also  constant,  falls  man  das  s^  in- 
nerhalb des  Spielraumes  (4.)  beliebig  variiren,  z.  B.  identisch 
mit  5,  werden  lasst.    Somit  folgt  aus  (10.)  und  (2.) : 

(11.)  M,  =  M,; 

und  man  gelangt  daher^  indem  man  s  und  [s  -¥•  As]  respective 
für  s^  und  s^  substituirt,  zu  folgendem  Satz : 

Versteht  man  unter  f(z)  eine  Function ,  die  auf  irgend  einem 
Theil  3  der  z-Ebene  eindeutig  und  stetig  isty  ferner  unter  s  eine 
beliebig  gegebene  Constante,  und  setzt  man  voraus^  dass  unter  den 
Sullpuncten  der  Function 

il.)  f[z)  -  s 

keiner  hart  am  Rande  von  3  Hegt,  so  wird  die  Anzahl  der  inner- 
halb 3  befindlichen  elementaren  Nullpuncte  der  Function  (I.)  bei 

•)  Denn  so  lange  die  Formel  (4.)  erfüllt  bleibt ,  bleibt  die  Formel 
(5.)  ebenfalls  in  Kraft. 
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einer  beliebigen  Variation  der  Constanten  s  ungeändert  bleiben^ 
falls  man  nur  diese  Variation  As  der  Bedingung  unterwirft: 

mod  (A^)  <  ^  , 

und  dabei  die  {positive)  Grösse  q  hinreichend  klein  macht. 

Man  kann  diesen  Satz  offenbar  auch  anwenden  auf  irgend 
einen  Theil  der  Fläche  3-  Und  diese  Anwendung  mag  folgen- 
dermassen  bewerkstelligt  werden. 

Es  sei  c  irgend  einer  von  den  Nullpuncten,  welche  die 
Function  (I.)  innerhalb  3  besitzt,  und  fi  die  Ordnungszahl  die- 
ses NuUpunctes  c ;  so  dass  also  derselbe  eine  Vereinigung  von 
fi  elementaren  NuUpuncten  repräsentirt.  Man  beschreibe  nun 
um  c  als  Centrum  eine  Kreisperipherie,  deren  Radius  beliebig 
klein^  mindestens  aber  so  klein  ist,  dass  alle  übrigen  Nullpuncte 
der  Function  (1.)  ausserhalb  der  Peripherie  liegen. 
Die  in  Rede  stehende  Function  (I.)  : 

m  -  s 

besitzt  alsdann  innerhalb  dieser  Peripherie  im  Ganzen  fi  ele- 
mentare Nullpuncte.  Und  diese  Anzahl  ^  der  innerhalb  der 
Peripherie  vorhandenen  elementaren  Nullpuncte  wird  [^zufolge 
des  vorhergehenden  Satzes]  bei  einer  beliebigen  Variation  der 
Constanten  s  ungeändert  bleiben ,  falls  man  nur  diese  Variation 
As  der  Bedingung  unterwirft  : 

mod  [As]  <  Q  , 

und  dabei  das  q  hinreichend  klein  macht.  Während  übrigens 
die  /i  elementaren  Nullpuncte  der  Function  [f{z)  —  5]  in  c  ver- 
einigt sind,  wird  eine  solche  Vereinigung  bei  den  NuUpunc- 
ten der  variirten  Function  [f{z)  —  (s  -+■  As)]  im  Allgemeinen 
nicht  mehr  stattfinden.  Beachtet  man  also,  dass  der  Radius  der 
construirten  Peripherie  beliebig  klein  sein  kann,  und  bezeichnet 
man  diesen  beliebig  kleinen  Radius  mit  e,  so  gelangt  man  zu 
folgendem  Resultat  : 

Es  sei  3  ^*w  endlicher  Theil  der  s-Ebene,  und  c  ein  gegebener 
Punct  innerhalb  3»  Ferner  repräsentire 

M  - » 

eine  mit  der  Constanten  s  behaftete  Function  von  z,  die  auf  3  ßiw- 
deutig  und  stetig  ist,  und  in  c  einen  Xullpunct  fiter  Ordnung,  d,  i. 
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eine  Vereinigung  von  fi  elementaren  yullpuncten  besitzt.  Alsdann 
ist  die  Anzahl  derjenigen  elementaren  NiUlpunctej  welche  die  va- 
riirte  Function 

l.B  f(z)  -  (s  +  As) 

innerhalb  eines  um  c  beschriebenen  kleinen  Kreises  besitzt,  eben- 
falls =  g.1.  Und  zwar  wird  man  diese  fi  elementaren  Null- 
puncte  c^y  Cj ,  •  •  •  c«  der  variirten  Function  durch  gehörige 
Verkleinerung  von  As  beliebig  nahe  an  denPunct  c  heranzuziehen 
im  Stande  sein. 

Bezeichnet  nämlich  e  einen  ad  libitum  gegebenen  Kleinheits- 
grad,  so  werden  Cj,  c„  •  •  •  c^  in  den  Spielraum 

mod  (Cj  —  c)  <  6  , 
mod  (c,  —  c)  <  6  , 

mod  (c^  —  c)  <  c  , 

hineingedrängt  werden  können ;  und  zwar  wird  solches  dadurch 
erreidhbar  sein,  dass  man  die  Variation  As  der  Bedingung  unter- 
wirft : 

mod   (As)  <  ^  , 

und  dabei  das  {positive)  q  hinreichend  klein  macht. 

Denkt  man  sich  also  die  ursprüngliche  Constante  s  durch 
einen  festen  Punct  in  der  s-£bene,  andererseits  die  variirto  Con- 
stante [s  +  As)  durch  einen  variablen  Punct  in  dieser  Ebene 
dargestellt,  so  sind  Cj ,  c^,  -  ^  c^  Functionen  von  (s  +  As), 
welche  imPuncte  s  stetig  zu  nennen  sind.  Demgemäss  kann  man 
den  Satz  kürzer  so  aussprechen : 

Ist  die  mit  der  Constanten  s  behaftete  Function 

:l.b)  f[Zl    -  S 

auf  der  z-Ebene  im  Bereich  des  Punctes  c  eindeutig  und  stetig,  und 
besitzt  sie  in  c  selber  einen  Nullpunct  fiter  Ordnung,  d.  i.  eine 
Vereinigung  von  fi  elementaren  Nullpuncten,  so  werden  diese  f^i 
elementaren  Nullpuncte  bei  irgend  welcher  Aenderung  von  s  in  Be- 
legung gerathen,  also  Functionen  von  s  sein. 

Und  zwar  sind  diese  Functionen,  bezogen  auf  die  s-Ebene, 
im  Punote  s  stetig,  falls  man  nämlich  unter  dem  Puncte  s  den 
Anfangswerth  von  s  versteht. 
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Solches  constatirt,  kehren  wir  zurück  zur  Betrachtung  eines 
beliebigen  Theils  3^^^  s-£bene,  indem  wir  wiederum  annehmen, 
die  Function  f[z,  sei  auf  3  eindeutig  und  stetig.  Gleiches  gilt 
alsdann  auch  von  der  mit  einer  beliebigen  Constante  s  behaf- 
teten Function 

f(z)  -  s. 

Die  Nullpuncte  dieser  letztem  Function  innerhalb  3  mögen  be- 
zeichnet werden  mit  z^^  js,,  s,,  .  .  .  .;  wobei  zu  bemerken  ist. 
dass  z.B.  z^  im  Allgemeinen  einen  Nullpunct  höherer  Ordnung, 
also  eine  Vereinigung  von  l^^  elementaren  Nullpuncten  vor- 
stellen wird.  Ebenso  werden  z^,  js„  .  .  .  Vereinigungen  von 
lii^.fi^, . . .  elementaren  Nullpuncten  vorstellen.  Dabei  bezeichnen 
Hi^  ^%i  ^ii  ••-  irgend  welche  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  S,  3,  .  .  . 

Air  diese  (^,  -♦-  ^^  -i-  /i,  +  .  .  .)  elementaren  Nullpuncte 
gerathen,  falls  man  s  ändert,  in  Bewegung,  und  sind  also  Func- 
tiojiefi  von  s.  Und  air  diese  Functionen  sind,  zufolge  des  vor- 
hergehenden Satzes,  stetige  Functionen  von  s.   Also  der  Satz  : 

Ist  die  Function  f[z)  auf  irgend  einen  endlichen  Theil  3 
der  Z'Ebene  eindeutig  und  stetig ,  und  setzt  man  diese  Function 
gleich  einer  Constanten  s,  so  werden  die  elementaren  Wurzeln  z 
der  so  entstehenden  Gleichung 

(II.)  f[z)  =  * 

stetige  Functionen  von  s  sein.  Selbstverständlich  gilt  dieser 
Satz  nur  insoweit,  als  die  Function  f(z)  überhaupt  charakteri- 
sirt  ist,  also  nur  insoweit,  als  jene  Wurzeln  z  innerhalb  3 
bleiben. 

Wir  gehen  über  zu  dem  Fall,  dass  die  Function  f{z)  auf  3 
eindeutig,  aber  nur  bis  auf  einzelne  A)/e  stetig  ist.  Bezeichnet 
man  diese  Pole  mit  a^,  a,,  a,,  .  .  .  und  andrerseits  die  Nidl- 
puncte  von  f[z]  mit  ß^y  /?,,  ß^y  .  .  .,  so  ist  also  f{z]  auf  der 
Fläche 

3«  =  3-[(a4)  +  («i)  +  «i  +  •••], 

und  andrerseits  t—,  auf  der  Fläche 

3/?  =  3-[(A)  +  w  +  (/?;  +  •••] 

überall  eindeutig  und  stetig.  Dabei  soll  unter  3«  dasjenige  Flä- 
chenstück verstanden  sein,  welches  von  3  nach  Absonderung 
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der  fiereicbe  von  «»,  a,,  a,,  .  .  .  noch  übrig  bleibt,  und  3/? 
die  analoge  Bedeutung  haben  mit  Bezug  auf  ß^,  ß^,  ß^i  -  -  - 
Demgemäss  ist  der  Satz  (II.)  innerhalb  3«  unmittelbar  anwend- 
bar auf  die  Wurzeln  z  der  Gleichung 

und  andrerseits  innerhalb  ^ß  anwendbar  auf  die  Wurzeln  der 
Gleichung  : 

J j_ 

f{»)  ""  * ' 
Man  gelangt  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Ist  die  Function  f[z)  auf  einem  endlichen  Theil  3  der 
Z'Ebene  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  und  setzt  man 
diese  Function  gleich  einer  Constanten  s,  so  werden  die  elementaren 
Wurzeln  z  der  so  entstehenden  Gleichung 

(Ha.)  f(z]  =  s 

Stetige  Functionen  von  s  sein,  soweit  s  endlich  bleibt,  und  andrer- 
seits stetige  Functionen  von      sein,   soweit  —  endlich  bleibt. 

Oder  einfacher  ausgedrückt:  Jene  elementaren  Wurzeln  z 
sindFunctionen  von  s,  die  auf  der  gewöhlichen  einblättrigen  s-Ku- 
gelfläche  iiberM  stetig  sind.  Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz 
wiederum  nur  insoweit,  als  die  Function /*(j3)  überhaupt  charak- 
terisirt  ist,  also  nur  insoweit,  als  jene  Wurzeln  z  innerhalb  3 
bleiben. 

Wir  wollen  schliesslich  den  Fall  in  Betracht  ziehen ,  dass 
f(»)  auf  der  ganzen  z-Kugelfläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Pole  stetig  ist.  Alsdann  ist/* [2],  als  Function  von  z  selber  be- 
trachtet, auf  jedem  enc//fc/ien  Theil  der  Horizontal-Ebene,  an- 
dererseits aber  als  Function  von  -  -  aufgefasst,  auf  jedem  end- 
lichen Theil  der  Antipodenebene  mit  den  genannten  Eigen- 
schaften versehen.  Bezeichnet  man  also  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

n»)  =  * 

kurzweg  mit  z,  und  bringt  man  den  vorhergehenden  Satz  (IIa.) 
in  Anwendung,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  diese  Wurzeln  z,  so 
weit  sie  endlich  bleiben,  Functionen  von  s  repräsentiren ,  die 
auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen  ^-Kugelfläche  stetig  sind, 


92  Carl  NBnfünr, 

und  dass  andererseits  die  reciproken  Werthe  —  dieser  Wurzeln, 
so  weit  sie  endlich  bleiben,  ebenfalls  auf  jener  5-Kugeifläche 
stetig  sind. 

Bezeichnet  man  nun  aber  den  Werth  der  Function  f{z]  für 
J5  =  oo  mit  s' : 

f{co)  =  *', 
so  sind  die  in  Rede  stehenden  Wurzeln  z  auf  der  5-Kugelfläcbe 
allenthalben  endlich,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Puncles  j'. 
Demgemass  sind  also  jene  Wurzeln  z  auf  der  5-Rugelfläche,  mit 
Ausnahme  des  Punctes  s',  überall  stetig,  in  diesem  Puncte  s'  aber 
theils  stetig,  theils  derart  unstetig,  dass  ihre  reciproken 
Werthe  im  Bereich  des  Punctes  stetig  bleiben.  Mit  andern 
Worten :  Jene  Wurzeln  z  sind  auf  der  ^-Rugelfläche  bis  auf 
den  Punct  s'  steliy,  in  s  aber  theils  stetig],  theils  polat-unsteiig. 
Also  der  Satz : 

Ist  die  Function  f[z]    auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen 
3-Kugelfläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig*),  und  be- 
zeichnet man  die  elementaren  Wurzeln  der  Gleichung 
(111.)  fiz)  =  s 

kurzweg  mit  z,  so  sind  diese  z  auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen 
S'Kugelfläche,  bis  auf  einen  einzigen  Punct  s,  stetig,  in  diesem 
Punct  s'  aber  theils  stetig,  theils  polarunstetig.  Dieser 
Punct  s   bestimmt  sich  mittelst  der  Formel  fioo)  ä  s\ 

§2- 
Die  VurEeln  einer  Gleichung  F{s,  z)  =  0. 

Es  sei  F  BS  F{s,  z)  eine  gegebene  Function  der  beiden 
complexen  Argumente  s  und  z.  Ferner  sei  irgend  ein  endlicher 
Theil  der  ^-Ebene  mit  ® ,  und  irgend  ein  endlicher  Theil  der 
j3-Ebene  mit  3  bezeichnet.  Und  jene  Function  F  mag  folgenden 
Bedingungen  entsprechen : 

i.   Bei  festgehaltenem  s  soll  F{s,  z)  auf  3  eindeutig 

und  stetig  sein,  falls  nur  jenes  festgehaltene  s  auf®  liegt. 
(1.)  ^         II.  Umgekehrt  soll  F  [s,  z)  bei  festgehaltenem  z  auf 

@  eindeutig  und  stetig  sein,   falls  nur  das  festgehaltene  z 

auf  3  liegt. 


^j  Eine  diesen  Bedingungen  entsprechende  Function  f{z)  ist  belcannt- 
lieh  stets  eine  rationale  Function  von  x. 
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Versteht  man  also  unter  s^  einen  innerhalb  @  beliebig  ge- 
gebenen Punct,  so  ist 

[2.)  F{s„  z) 

innerhalb  3  eindeutig  und  stetig ,  also  daselbst  nur  mit  verein- 
zelten Nullpnncten  behaftet.  Und  zwar  wird  die  Anzahl  M^ 
aller  innerhalb  3  vorhandenen  elementaren  Nullpuncte  den 
Werth  besitzen : 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  alleRandpuncte  g  der  Fläche 
3.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  kein  Nullpunct  hart  am  Rande 
von  3  li^gt,  eine  Voraussetzung ,  die,  falls  sie  nicht  von  Hause 
aas  schon  erfüllt  sein  sollte,  leicht  durch  eine  kleine  Deforma- 
tion der  Randcurve  realisirbar  sein  wird. 

Dieser  Voraussetzung  entsprechend,  gilt  fttr  sämmtliche 
Randpuncte  }  der  Fläche  3  die  Formel : 

;4.;  mod  F{s^,  j)  >  A, 

wo  A  eine  positive,  von  0  verschiedene  Constante  vorstellt. 
Markirt  man  nun  innerhalb  ®  irgend  einen  zweiten  Punct  5„ 
so  ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung : 

sofort: 

mod  F(ä,,  ä)  <  mod  F(5„  j)  +  mod  [F(ä„  j)  -  F(s^,  j)], 
oder,  anders  geschrieben : 

mod  F(ä„  i)  >  mod  F{s,,  j)  -  mod  [F(ä„  g)  -  F(s,,  gj], 
oder,  mit  Rücksicht  auf  (4.): 
(5.)         mod  F(5„  g)  >  ^  -  mod  [F(5„  g)  ^  F(s„  g)]. 

Um  den  Modul  rechter  Hand  näher  zu  untersuchen,  be- 
schreiben  wir  innerhalb  @  und  um  s^  als  Centrum  zwei  Kreis- 
peripherien (er)  und  (Zj,  der  Art,  das  [a)  kleiner  als  (Z)  ist,  und 
nehmen  an  ,  dass  der  Punct  s^  innerhalb  [o)  liegt.  Aldann  er- 
geben sich  mittelst  der  Voraussetzungen  (1.)  sofort  die  Formeln: 
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woraus  durch  Subtraction  folgt : 

(I) 

WO  die  Integrationen  sämmtlich  positiv  erstreckt  sind  über  alle 
Puncte  Z  der  Peripherie  (Z). 

Sind  nun  q  und  P  die  Radien  der  Peripherien  [a)  und  (Z) , 
und  beachtet  man ,  dass  s^  und  s^  innerhalb  [o]  liegen ,  so  er- 
giebt  sich  sofort:  mod  (Z  —  5j  >  P  —  p,  mithin: 

^"•'  med  (Z  -  Si)^   P-9» 

und  ebenso : 


'^'^  mod  (Z  —  *a;  '^   P-^ 

Desgleichen  wird: 

iy.)  mod  (s,  -sj  <  2q, 

und  ferner: 

A)  mod  (dZ)  =  dn, 

falls  nämlich  dTT  das  Längenelement  der  Peripherie  (Z)  bezeich- 
net. Ueberdies  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Voraussetzungen 
(1.),  dass  die  Function 

F'J^,  i) 
für  alle  Lagen,  welche  die  Puncte  Z  und  }  respective  auf  der 
Peripherie  (Z]  und  am  Rande  von  3  anzunehmen  im  Stande 
sind,   endlich  bleibt,    oder  genauer  ausgedrückt,  dass  für  all* 
jene  Lagen 

(6.)  mod  F(Z,  g)  <  if 

ist ,  wo  Jif  eine  endliche  positive  reelle  Constante  vorstellt.  — 
Mit  Rücksicht  auf  (a.),  (/?.),  (/.),  (d.),  i>.)  folgt  nun  aus  (6.) 

(7.)  mod  [F(5„  X)  -  F(5„  i)]  <  ^  -^^^f,. 

Der  hier  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  kann  offenbar 
durch  Verkleinerung  von  q  beliebig  klein,   z.   R.    kleiner   als 

-—  gemacht  werden.  Alsdann  erhält  man : 
(8.)  mod  [F{s„  i)  -  P{s„  j)]  <  4- 

Und  mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  (5.} 
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:9.)  modF(5„ä)>(.4-4)  =  4. 

Man  kann  also,  wie  hieraus  hervorgeht,  um  s^  als  Centrum  eine 
Kreisperipherie  (a)  von  Radius  q  beschreiben,  und  diesen  Ra- 
dius Q  so  klein  machen,  dass  für  jedweden  innerhalb  (a)  liegen- 
den Punct  5,  und  für  jedweden  Randpunct  j  der  Fläche  3  ^^^ 
Formel  (9.)  stattfindet,  wo  A  eine  positive  und  von  0  verschie- 
dene Gonstante  vorstellt. 

Diese  Formel  (9.)  zeigt,  dass  die  dem  festen  Puncto  5,  ent- 
sprechende Function 

:io.)  F{st>  i) 

in  den  Randpuncten  j  der  Fläche  3  nirgends  verschwindet. 
Demgemäss  wird  also  die  Anzahl  M,  air  derjenigen  elementaren 
Nullpuncte,  welche  diese  neue  Function  (10.)  innerhalb  3  be- 
sitzt, dargestellt  sein  durch  folgende  mit  (3.)  analoge  Formel: 

Diese  Formel  (11.)  bleibt,  zufolge  ihrer  Regründung;  in 
Kraft  fUr  einen  innerhalb  (a)  beliebig  variirenden  Punct  5„  und 
zeigt  also,  dass  der  Werth  des  Integrals  während  einer  solchen 
Variation  stets  eine  ganze  Zahl  ist.  Andererseits  aber  bemerkt 
man,  dass  während  einer  solchen  Variation  der  Werth  des  Inte- 
grals nur  in  stetiger  Weise  sich  ändern  kann*).  Demgemäss 
bleibt  die  den  Werth  des  Integrals  ausdruckende  ganze  Zahl 
stets  dieselbe. 

Das  Integral  (14.)  bleibt  also  cojistant,  falls  man  s^  inner- 
halb (a)  beliebig  variiren,  z.  R.  identisch  werden  lässt  mit  s^. 
Somit  folgt  aus  (11.)  und  (3.) : 

12.)  M,  =  M,. 

Also  der  Satz :  Es  sei®  irgend  ein  endlicher  Theil  der  s-Ebene, 
und  3  irgend  ein  endlicher  Theil  der  z-Ebene,  Ist  mm  die  Function 
F{s,  z)  auf  den  Flächen  ®  und  3  eindeutig  und  stetig  j  versteht 
man  ferner  unter  s  irgend  einen  festen  Punct  innerhalb  @ ,  und 
setzt  man  voraus,  dass  die  Function 

I.)  F{s,z] 


*]  Denn  so  lange  der  Punct  s^  innerhalb  des  Kreises  {&}  bleibt,  bleibt 
die  Formel  (9.)  in  Kraft;  wie  solches  aus  der  Construction  jenes  Kreises 
oder  vielmehr  aus  der  über  seinen  Radius  g  getroffenen  Bestimmung 
sich  ergeben  hat. 
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keinen  hart  am  Rande  von  3  liegenden  Nullptmct  hat,  so  wird  die 
Anzahl  der  innerhalb  3  liegenden  elementaren  Nullpuncte  dieser 
Function  bei  einer  beliebigen  Variation  des  Punctes  s  ungeändert 
bleiben,  falls  man  nur  diese  Variation  As  der  Bedingung  unter- 
wirft : 

mod  (As)  <  Q, 

und  dabei  das  q  hinreichend  klein  ma^ht. 

Gestutzt  auf  diesen  Satz,  kann  man  ebenso  vorwärts  geben, 
wie  im  vorhergehenden  Paragraph  vom  Satze  (I.)  aus.  An 
Stelle  des  dortigen  Satzes  (11.)  ergiebt  sich  alsdann,  wie  leicht 
zu  übersehen,  folgender : 

Es  seien  ®  und  3  irgend  zwei  endliche  Theile  der  s-  und 
Z'Ebene,  Ferner  sei  F{Sj  z)  eine  Function,  welche,  so  lange  s  und 
z  respective  auf  ©  und  3  bleiben,  auf  jeder  dieser  beiden  Flächen 
eindeutig  und  stetig  ist.  Bezeichnet  man  alsdann  für  jedwedes  s 
die  elementaren  Wurzeln  der  Gleichung 

(II.)  F[s,  z)  =  0 

mit  z,  so  sind  diese  z  stetige  Functionen  von  s.  Selbstverständlich 
bleibt  dieser  Satz  nur  so  weit  in  Kraft,  als  die  Charakterisirunjs 
der  Function  F(s,  z)  reicht ,  also  nur  insoweit,  als  die  Puncle 
s  und  z  innerhalb  der  gegebenen  Flächen  @  und  3  bleiben. 

Von  hier  aus  in  analoger  Weise  weitergehend,  wie  im  vor- 
hergehenden Paragraph,  gelangt  man  schliesslich  zu  einem  Satze 
(III.),  der  dem  dortigen  Satze  (III.)  parallel  steht,  und  folgender- 
massen  lautet : 

Ist  F{s,  z)j  als  Function  von  z  betrachtet^  auf  der  einblättri- 
gen z-Kugelfläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  be- 
sitzt fernei*  umgekehrt  F(s,  z),  als  Function  von  s  betrachtet,  auf 
der  einblättrigen  s-Kugelfläche  ebenfalls  die  genannten  Eigenschaf- 
ten*) y  und  bezeichnet  man  für  jedwedes  s  die  elementaren  Wur- 
zeln der  Gleichung 
(III.)  F[s,  z)  =  0 

mit  z,  so  werden  diese  z  Functionen  von  s  sein ,  welche  auf  der 
einblättrigen  s-Kugelfläche,  bis  auf  einzelne  Pole,  stetig  sind. 

Nimmt  man  ftlr  F[Sj  z)  eine  Function ,  welche  die  zu  An- 
fang dieses  Satzes  genannten  Bedingungen  nur  auf  gewissen 

*)  Eine  Fanction  Fls^  s),  die  all'  diesen  Bedingungen  entpricht,   ist 
bekanntlich  stets  eine  rationale  Fanction  der  beiden  Argumente  s  und  z. 
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Theilen  der  js-  und  «-KugelflSiche  erfüllt;  so  bleibt  der  Satz,  wie 
man  leicht  übersieht,  nach  wie  vor  in  Kraft,  selbstverständlich 
nur  insoweit,  als  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  z 
und  s  innerhalb  jener  Theile  verbleiben.  Und  der  Satz  erlangt 
auf  diese  Weise  eine  Gestalt,  in  welcher  er  die  meisten  der 
früheren  Sätze  als  specielle  Fälle  umfasst. 

Nimmt  man  ferner  für  F{s ,  z)  eine  Function ,  welche  die 
lu  Anfang  des  Satzes  (III.)  genannten  Bedingungen  mit  Bezug 
auf  eine  mehrblättrige  Riemann'sche  js-Kugelfläche  und  die  ein- 
blättrige 5-Kugelfläche ,  respecti ve  mit  Bezug  auf  irgend  zwei 
Theile  dieser  Flächen  erfüllt,  so  wird  der  Satz,  wie  man  leicht 
übersieht,  gleichfalls  in  Kraft  bleiben.    U.  s.  w\ 

Wir  kehren  zurück  zum  Satze  (III.)  Jede  rationale  Function 
der  beiden  Argumente  s  und  z 


(H    m\ 
s,z) 


genügt  den  in  jenem  Satz  (III.)  gestellten  Anforderungen.  Für 
jedwedes  s  sind  daher  die  elementaren  Wurzeln  z  der  Glei- 
chung 


(n    m\ 


Functionen  von  Sj  die  auf  der  einblättrigen  ^-Kugelfläche  ,  bis 
auf  einzelne  Pole,  stetig,  aber  nicht  eindeutig  sind.  Vielmehr  er- 
hält man  für  jedweden  Punct  s  der  s-Kugelfläche  m  Wurzeln  z. 
Bekanntlich  können  nun  immer  nur  einzelne  Puncte  s  exi- 
stiren ,  in  denen  zwei  oder  mehrere  der  zugehörigen  Wurzeln 
5  einander  gleich  sind.  Bezeichnet  'man  diese  einzelnen  Puncte 
s  mit  5|,  s^j  s^j Sqj  und  zieht  man  auf  der  ^-Kugelfläche  ir- 
gend eine  von  s^  über  s^,  ^„  •  •  •  bis  Sg  laufende  Linie  l,  so  kann 
man  bekanntlich  eine  m-blättrige  Biemann*sche  5-Kugelfläche 
conslmiren,  welche  in  den  Puncten  s^,  5,,  s,,  •••  Sg  ihre  Win- 
dungspuncte,  femer  in  der  Linie  X  ihre  Uebergangslinien  hat, 
und  auf  welcher  alle  m  Wurzeln  z  der  Gleichung 


^fe,  s)  = 


in  eindeutiger  Weise  sich  ausbreiten  lassen.  Auf  dieser  m-blätt- 
rigen  5-KugeIfläche  werden  also  dann  die  in  Bede  stehenden 

]Uth.-pb7i.  ClaBie.  1883.  7 
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Wurzeln  nicht  blos  bis  auf  einzelne  Me  stetig^  soodern  auch 
überall  eindeutig  sein.   Also  der  Satz: 

Denkt  man  sich  s  als  Function  von  s  gegeben  mittele  eitler 
Gleichung  v<m  der  Form: 

iV.  H*,  *)  =  0  , 

so  lassen  sich  sUmmUiche  Werthe  dieser  Function  ^  =  y  ^  ü\ 
eindeutiger  Weise  ausbreiten  auf  einer  gewissen  m-Mättrigen 
Hiemann'schen  s-Kugelfläche.  Und  namentlich  wird  alsdann  diese 
Function  %  ss  (f\$  auf  der  genannten  Fläche,  bis  auf  ein- 
zelne Pole,  stetig  sein. 

Hieraus  folgt  alsdann  weiter,  dass  die  Function  zs^q:  s  im 
Bereich  eines  jedweden  Punctes  g  der  genannten  Fläche  in  eine 
convergente  Reihe  von  folgender  Form  ent\^ickelbar  ist: 

z  ^  af*  A^  +  A^o  +  A^O'  -h  •••" 

wo  a. einen  der  beiden  Ausdrücke  repräsenlirt : 

4 
m 

1 


-(t-^)' 


und  zwar  nach  Belieben  den  ersten  oder  zweiten,  falls  g  weder 
0  noch  oo  ist,  hingegen  nur  den  ersteren,  falls  ^  =  0,  und  nur 
den  letztern ,  falls  9  =  00  ist.  Dabei  bezeichnet  m  die  Anzahl 
der  im  Puncto  g  mit  einander  zusammenhängenden  Blätter,  fer- 
ner fi  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  [die  Ordnungszahl 
der  Function  z  =  q>[s)  im  Puncto  j],  während  endlich  A^,  A^^ 
A^,  •  •  •  constante  Coefficienten  vorstellen. 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  die  von  Thomae  über  die  Ent- 
wicklung nach  Potenzreihen ,  respective  über  die  Umkehrung 
solcher  Reihen  erhaltener  Resultate  [Thomae,  £1.  Th.  d.  analyt. 
Functionen,  Halle,  1880,  p.  107— 112]  in  vollständiger  Strenge, 
und  zugleich  auf  einem  Wege,  der,  wie  mir  seheint,  bedeutend 
einfacher  ist,  als  der  dortige. 
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nen*). 

Die  Function 

mag  zur  Abkürzung  mit  ^(ü^)  bezeichnet  werden.  Ueberhaupi 
mag  festgehalten  werden  an  den  von  mir  in  meinen  Vorlesun- 
gen^*} gebrauchten  Bezeichnungen.  So  z.  B.  sollen  unter  w^  (z), 
w,(j5),  ••-  Wp[z)  die  p« Normalintegrale  erster  Gattung  verstan- 
den werden,  also  dieselben  Functionen,  welche  Riemann  mit 
w^,  ti,,  •••  Up  bezeichnet  hat.  Dabei  soll  übrigens  die  der  Be- 
trachtung zu  IGrunde  gelegte  Riemann'sche  Kugelflaiche  9}  eine 
ganz  willkürlich  gegebene  sein,  von  beliebig  vielen  Blättern, 
mit  beliebig  vielen  und  beliebig  gelegenen  Windungspuncten, 
u.  s.  w. 

Alsdann  gilt,  wie  Riemann  in  den  Artikeln  47 — 22  seiner 
berühmten  Abhandlung  über  die  Theorie  der  AbeFschen 
Functionen  gezeigt  hat  (Ges.  Werke  pg.  4  20 — 4  26) .   folgendes 

Theorem.  —  Denkt  man  sich  p  Constanten  G^,  G,,  •  •  •  Gp  der 
Art  gewählt,  dass  die  Function 

(A.)  F{z)  =  ^w^{z]  -.  G„) 

nicht  identisch  =  0  ist,  so  wird  dieselbe  auf  der  Flüche  9t, 
abgesehen  von  den  Curven  6^,  eindeutig  und  stetig,  in  jenen 
Ourven  aber  mit  folgendem  Quotienten  behaftet  sein  : 


(B.;  längs  b,:  g^^  ^  e 


2  ÖK  -  W^iX)  -  WniQ) 


*)  Vorgelegt  und  zum  Druck  gegeben  in  der  Sitzung  am  4  0.  Decbr. 

**;  Vorlesungen  über  die  Riemann'sche  Theorie.    Leipzig,  4865. 

7» 
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Dabei  bezeichnen  l  und  q  irgend  zwei  am  linken  und  rechten  Ufer 
der  Curve  b^  einander  gegenüberliegende  Puncte. 

Ferner  wird  alsdann  diese  Function  F[z)  auf  der  Fläche  9t 
im  Ganzen  p  elementare  Nullpuncte:  rj^^  tj^,  •  ••  tjp  besitzen.  Diese 
Nullpuncte  sind  ihrer  Lage  nach  unbekannt.  Jedoch  weiss  man^ 
dass  zwischen  ihnen  und  den  gegebenen  Constanten  G^,  G„  •  •  • 
Gp  die  Relationen  stattfinden: 

G.)  w;(t('?i)h- w?<7M  •••  H-  ^(fi^p)  sGff,  a=  4,2,  ...p  . 

Man  weiss  hingegen  z.  B.  nichts  ob  diese  Nullpuncte  durch  die 
vorstehenden  Relationen  (C.)  eindeutig  bestimmt  sind.  Möglicher- 
weise existiren  also,  ausser  diesen  Nullpuncten,  noch  irgend 
welche  andere  Puncte^  die  ebenfalls  den  Relationen  (C.)  Genüge 
leisten. 

Dabei  sind,  wie  schon  bemerkt  wurde,  unter  w^  Iz), 
w^[z)y  ...  Wp{z)  genau  dieselben  Functionen  zu  verstehen, 
weiche  IViemann  a.  a.  0.  mit  u^,  u^,  .  .  .  Up  bezeichnet  hat. 
Auch  ist  dabei  vorausgesetzt,  die  additiven  Constanten  dieser 
Functionen  seien  in  solcher  Weise  fixirt  worden,  dass  die  a.a.O. 
von Biemann mit  k^,  A,,  ...  kp  bezeichneten  Constanten  sämmt- 
lieh  s?  0  sind. 

Die  genannten  Artikel  47 — SIS  der  Riemann^schen  Abhand- 
lung, deren  Hauptresultat  durch  das  so  eben  ausgesprochene 
Theorem  repräsenlirt  ist,  bieten  dem  Verständniss  keine  er- 
hebliche Schwierigkeit  dar.  Alsdann  aber  findet  beim  Ueber- 
gang  zu  den  folgenden  Artikeln  23,  24  etc.  e\n  plötzlicher  Sprung 
statt;  wie  Jeder  bemerkt  haben  wird,  der  dem  Studium  der 
Riemann'schen  Abhandlung  mit  gebührender  Sorgfalt  sich  hin- 
gegeben hat. 

Jener  plötzliche  Sprung  würde  beseitigt,  und  eine  legitime 
und  continuirliche  Schlussfolge  hergestellt  werden,  falls  es  nur 
gelingen  wollle,  zu  zeigen, 

fdass  die  Nullpuncte  ^l^)  'fl%i  *  '  -  ^p    der  Function 
F[z),  durch  passende  Wahl  der  Constanten  G^,  G^,  . . .  Gp, 
^^'^  \   in  beliebig  vorgeschriebene  Lagen  hineingedrängt 
\  werden  können. 

Versucht  man  aber  diesen  noch  fehlenden  Satz  (D.)  zu  be- 
weisen, so  wird  man,  selbst  bei  Anwendung  der  von  Riemann 
später  1865  in  seiner  Abhandlung  über  das  Verschwinden  der 
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ThelafuDClionen  (Ges.  Werke  p.  498)  dargelegten  Methoden, 
auf  mancherlei  Schwierigkeiten  stossen. 

So  z.  B.  wird  bei  dem  Beweise,  den  ich  in  meinen  Vor- 
lesungen über  die  Biemann^sche  Theorie  (Leipzig,  bei  Teubner 
1865,  p.  484 — 486)  für  den  Satz  (D.)  zu  geben  versucht  habe, 
stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Nullpuncte  rj^,  tj^,  . . .  r]p 
der  Function  F[z)  bei  einer  Aenderung  der  Constanten  G^, 
G„  .  .  .  Gp  sich  immer  nur  stetig  verschieben  können.  Solches 
aber  wirklich  darzuthun,  dürfte  seine  Schwierigkeit  haben, 
namentlich  in  den  Fallen ,  wo  bei  einer  Aenderung  jener  Con- 
stanten die  Nullpuncte  theilweise  zur  Coincidenz  kommen,  um 
sodann  spater,  bei  einer  weiteren  Aenderung  jener  Constanten, 
sich  wieder  von  einander  zu  trennen.  Und  genau  derselben 
Schwierigkeit  begegnet  man  auch  dann,  wenn  man  den  Satz 
(D.j  mittelst  derjenigen  Methoden  zu  begründen  sucht,  welche 
von  Riemann  selber  in  seiner  Abhandlung  über  das  Verschwin- 
den der  Thetafunctionen  exponirt  sind. 

Aber  selbst  hiervon  abgesehen,  stellen  einer  einwurfslosen 
Begründung  des  Satzes  (D.)  noch  andere  Schwierigkeiten  sich 
entgegen.  Nimmt  man  nämlich  an,  es  sei  bereits  bewiesen,  dass 
die  Nullpuncte,  bei  einer  Aenderung  der  Constanten  G^,  G,, . . . 
Gp,  nur  in  stetiger  Weise  sicb^  verschieben*],  es  seien  also  die 
Nullpuncte  der  Function 

«.)  F(3)=*KW-G„) 

von  denen  der  Function 

nur  unendlich  wenig  verschieden,  und  es  seien  demgemäss  die 
Nullpuncte  der  erstem  Function  mit  i^i,  q«)  *  •  •  Vpi  und  die  der 

letztem  mit  r|^  -H  dtj^,  ij,  -H  di;„ rjp-h  drjp  bezeichnet, 

so  ergeben  sich  allerdings,  mittelst  des  Theorems  (C),  die 
Formeln : 

(/•)  *^V(^4)  +  ^aiVt)  .  .  .  +  w;a  (V  S  G^, 

((J.)  t(;a(i?i  +  diJi)  +  t^ff(i?,+  dijj. . .  +  w;^(>;p  +rfj;p)=Gey+rfG^, 
(T  ==  1,  2,  .  .  .p; 

woraus  durch  Subtraction  folgt : 

*)  Auch  vird  solches  zu  beweisen  in  der  That  möglich  sein  mittelst 
der  von  mir  in  dem  vorhergehenden  Aufsatz  (diese  Berichte ,  p.  85)  an- 
gegebenen neuen  Methode. 
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€.)     Va  M  Mi  +  Vd  (*;«;  d»;,  .  .  .  +  fpfs  'r,p]  dr^p  =  dG^, 

falls  Dämlich  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird.  Da  aber  [wie  oben  hervorgehoben  wurde]  in  Frage 
sieht y  ob  die  Nullpuncte  von  F[z)  durch  die  Formeln  (C.)  ein- 
deutig bestimmt  sind,  so  übertrügt  sich  dieser  Zweifel  offenbar 
auch  auf  die  Formeln  [y.] ,  (<J.)  und  [e.] .  Es  steht  also  z.  B.  in 
Frage,  ob  die  unendlich  kleinen  Zuwüchse  dr^^,  dr^^,  .  ,  ,  dr^^ 
durch  die  p  Gleichungen  [e.)  eindeutig  bestimmt  sind.  Und  um 
diese  Frage  zu  erledigen^  würde  die  Determinante 

'  Vi  ^Vi)    Vi  (»?«) Vi  ilp) 

V^.j  :  Vt'^i)    V^'.^i) V^i^ip) 

\Vp{^n)    Vpl^it)'  '  •  •  Vp>ip) 

zu  untersuchen  sein.  In  der  That  würden  jene  rfi;,,  rfij,,  ...  dr^p 
durch  die  p  Gleichungen  (e.}  eindeutig  bestimmt  sein,  falls  sich 
nachweisen  Hesse ,  dass  diese  Determinante  stets  von  0  ver- 
schieden ist.  Dies  aber  ist  weder  beweisbar,  noch  überhaupt 
richtig;  denn  die  Determinante  verschwindet  z.  B.,  wenn  zwei 
der  Puncte  rj^,  rj^,  ,  ,  ,  rjp  mit  einander  coincidiren. 

Hiermit  dürften  die  Schwierigkeiten,  welche  einem  befrie- 
digenden Beweise  des  Satzes  (D.)  sich  entgegenstellen,  und  auf 
welche,  meines  Wissens,  bis  jetzt  von  keinem  Autor  näher 
eingegangen  ist,  einigermassen  angedeutet  sein. 

Nach  vielen  vergeblichen  Anstrengungen  zurUeberwindung 
dieser  Schwierigkeiten,  habe  ich  mich  schliesslich  veranlasst 
gefunden,  den  Satz  (D.)  vorläufig  ganz  fallen  zu  lassen,  und 
den  Uebergang  von  den  Biemann'schen  Artikeln  1 7 — 22  zu  den 
folgenden  Artikeln  23,  24  etc.  auf  einem  anrfern  Wege  zu  ver- 
suchen. Dieser  Weg,  bei  welchem  der  Satz  (D.)  nicht  zu  An- 
fang, sondern  erst  im  weiteren  Verlauf  der  anzustellenden  Be- 
trachtungen zum  Beweise  gelangt"*),  soll  im  Folgenden  dargelegt 
werden. 

*!  £s  ergiebt  sich   nämlich  die  Richtigkeit  des  Salzes  (D.)  mittelst 
des  Theoremes  (23.),  pg.  H8. 
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§1- 

Speoielle  Betraohtangen  für  den  Fall  /)  =  3. 

Wir  setzen  p  =  3,  verstehen  also  unter 

&{Ufj]  die  Function  ^(17,,  U^,  U,]. 

lebrigens  werden  die  Resultate,  zu  denen  wir  fürp  =  3  ge- 
langen ,  später  sofort  auf  den  Fall  eines  beliebigen  p  übertrag- 
bar sein. 

Es  seien  irgend  drei  Constanten  A^^  A^y  A^  gegeben,    von 
il.)     solcher  Beschaffenheit,  dass  ^  (^4^),  mithin  auch  -^  (—  ^^) 
von  Null  verschieden  ist. 

Markirt  man  also  auf  SR  einen  festen  Punct  x  in  willkür- 
licher Weise,  so  wird 

F{z]  «^kvW  -[«^^(x)  +A„]) 

im  Puncto  js  =  x  den  von  Null  verschiedenen  Werth  ^(—  Afj) 
annehmen,  mithin  zur  Kategorie  derjenigen  Functionen  gehören, 
die  nicht  identisch  Am// sind,  und  die  also  dem  Theorem  p.  99  sich 
ohne  Weiteres  subordiniren.  Zufolge  dieses  Theorems  besitzt 
daher  F[z)  auf  9i  im  Ganzen  drei  elementare  Nullpuncte  ij,  r^,  rj", 
die  zu  den  in  P{z)  enthaltenen  Gonstanten  [Wfj  (x)  -K'i4^]  in  der 
Beziehung  stehen : 

^V  (»?)  +  ^^(i  iv)  +  ^G  in)  S  Wf,  (x)  +  ^^,     a  =  1 ,  2,  3 ; 
somit  ergiebt  sich  der  Satz  : 

Entsprechen  drei  Constanten  A^,  -4,,  A^  der  Bedingung*) 
^  J^)  ^  0,  oder,  was  dasselbe,  der  Bedingung  v^  (—  yl^y)  ^  0,  50 
können  dieselben  stets  in  folgender  Weise  dargestellt  werden : 

[i.]  A„s  —  wv[x)  +  Wfjiji)  +  Wfj[ri)  +  t/;^^')»   <?  =  ^  2,  3, 

wo  von  den  vier  Puncten  x  und  rj,  ri\  rf'  der  erste  ad  libitum 
3M  Wühlen  ist. 


*]  Ebenso  wie  das  Zeichen  =  zur  Bezeichnung  der  Gleichheit  dient, 
ebenso  soll  andererseits  das  Zeichen  ^  zur  Bezeichnung  der  Ungleichheit 
dienen. 


104  Carl  NstiiAifif, 

Es  seien  jetzt  B^,  B^,  B^  und  C^,  C,,  C,  beliebig  gegebene 
CoDjstanten.  Welche  Werthe  dieselben  auch  haben  mögen,  stets 
werden  die  Ausdrücke 

d^  [B„  +  z]     und     »{B„  +  C<r  +  z) 

durch  Yergrösserung  von  z  beliebig  gross  gemacht  werden  kön- 
nen. Denkt  man  sich  nun  dieses  z  so  gross  gemacht,  dass  beide 
Ausdrücke  s^  0  sind,  so  ist  [zufolge  des  Satzes  (2.)]: 

B^^z  =  w^{ri)  +  w„(ri')  +  w^irj")  -  w?^(x),      a  =  4,  2,  3, 

und  ebenso: 

B^^C^^zswa{»)'hw^{H')^w^{H')^w^{K],  a=4,2,3, 

wo  7]y  rf,  rl\  X  und  H,  H',  H",  K  passend  zu  wählende  Puncte 
vorstellen.  Aus  den  beiden  letzten  Formeln  folgt  durch  Sub- 
traction : 

+  t^a('?")  +  t^a(K)],     (7  =  4,2,3: 

so  dass  man  also ,  unter  nachträglicher  Abänderung  der  Buch- 
staben, zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Drei  ganz  beliebig  gegebene  Constanten  C^^  C, ,  C,  sind 
stets  in  folgender  Form  darstellbar  : 

(3.)     C^  =  [w„ (c)  +  w^  (c')  +  w^  (c")  +  tv^  (c'")]  ~  [w„  [d] 

+  w^[d:]  +  w„  (d")  +  ttv(cr")],     a  =  4,  2,  3, 

wo  c,  (fj  c",  (/"  und  d,  d',  d",  d'"  pausend  zu  wählende  Puncte 
vorstellen, 

§2- 
'  FortBetsnmg. 

Wir  wollen  jetzt  insbesondere  solche  Constanten  A^j  A^,  A^ 
untersuchen,  die  der  Bedingung 

(4.)  »{A„)  =  &{-  A„)  =  Null 

entsprechen.  Dabei  werden  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden 
sein,  je  nach  der  Beschaffenheit  der  mit  ^4^,  A^,  A^  behafteten 
Ausdrücke : 
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hier  sollen  c,  Cj,  c,,  •  •  •  c„,  •  •  •  und  y,  y^,  y,,  •  •  •  y^,  •  •  •  irgend 
welche  Pancte  auf  derFl&che  91  vorstellen,  die  auf  dieser  Fläche 
beliebig  verschiebbar  sind. 

Was  zuvörderst  den  Ausdruck  0  betrifft,  so  wird  entweder 
irgend  ein  Lagensystem  der  beiden  Puncte  c,  y  existiren,  für 
welches  0  s^  0  ist.  Oder  (Aer  es  wird  0  stets  b  0  sein, 
welche  Lagen  man  jenen  beiden  Puncten  auch  zuertheilen  mag. 
In  solcher  Weise  ergeben  sich  zwei  Hauptfällle,  die  angedeutet 
werden  können  durch  die  Formeln : 

(6)  L04=O, 

^  '  IL  0  stets  =  0  . 

Der  letzte  Fall  kann  von  Neuem  in  zwei  Fälle  zerlegt  w^erden,  je 
nach  der  Beschaffenheit  des  Ausdruckes  <t>^.  Entweder  wird 
nämlich  irgend  ein  Lagensystem  der  vier  Puncte  c,  c^,  y,  y,  exi- 
sliren,  für  welches  0^  4=  0  ist.  Oder  aber  es  wird  0^  stets  =  0 
sein,  welche  Lage  man  jenen  vier  Puncten  auch  zuertheilen 
mag.  Demgemäss  ergeben  sich  jetzt  im  Ganzen  drei  Falle ,  die 
angedeutet  werden  können  durch  die  Formeln  : 

L  0  4«  0  , 
(7.)  iL  0  stets  =  0  ,     0,  4«  0  , 

IIL  0  stets  =  0 ,     0^  stets  =  0  . 

Der  letzte  dieser  Falle  kann  seinerseits  von  Neuem  in  zwei  Fälle 
zerlegt  werden,  je  nach  der  Beschaffenheit  von  0, ;  wodurch 
sich  alsdann  im  Ganzen  vier  Fälle  ergeben : 


(8.) 


L   0  sfa  0  , 

IL  0  stets  =s  0  ,  0^  4aO  , 

III.  0  stets  Ä  0  ,  0^  stets  =  0  ,     0,  4s  0  , 

IV.  0  stets  =  0  ,  0,  stets  =  0  ,     0,  stets  =  0 
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Zerlegt  man  jetzt  den  letzten  Fall  von  Neuem  in  zwei  Fälle,  je 
nach  der  Beschaffenheit  von  <t>3,  so  erhält  man  im  Ganzen  füof 
Fälle : 

I.  4>4=0, 

II.  0  stets  =0,  4>4  4=0, 

(9.)   III.  CD  stets  =  0,  <t)^  stets  =  0,  4>,  4=  0  , 

IV.  0  stets  =  0,  <^>^  stets  =  0,  0^stets  =  O,  0,4=0, 

V.  <i>  stets  =  0,  0^  stets  =  0,  0,  stets  =  0,  4>3Stets  =  0. 

All  diese  Formeln  (6.),  (7.),  (8.),  (9)  sind  nur  andeutender  Na- 
tur, und,  ohne  grosse  Weitläufigkeit,  wohl  auch  schwerlich  präciser 
ausdrückbar.  Es  ist  eben  im  Gedöchtniss  zu  behalten,  dass  z.  B.  durch 
»^  4"  ^"  angedeutet  sein  soll,  es  existire  irgend  ein  Lagensystem  der 
beiden  Puncte  c,  y,  für  welches  ^  nicht  verschwindet;  und  dass  an- 
drerseits durch  »^  stets  »  0«  angedeutet  werden  soll,  es  existire  kein 
derartiges  Lagensystem  der  Puncte  c,  y,  so  dass  also  ^  stets  verschwin- 
det, welche  Lage  man  den  beiden  Puncten  auch  zuertheilen  mag.  — 
Analoge  Bedeutungen  haben  die  Formeln  u^,  :|:  0«  und  »^i  stets  =  0« 
mit  Bezug  auf  die  vier  Puncte  c,  c^,  y,  y^.  —  ü.  s.  w.  U.  s.  w.  fra  Fol- 
genden werden  übrigens  statt  der  Buchstaben  c,  Cj,  •••  y,  ;^,,  •••  zu- 
weilen die  Buchstaben  x^  z^,  •••  C>  ^i »  «"  gebraucht  werden. 

Durch  die  Eintheilung  (6.)  sind  offenbar  alle  überhaupt 
nur  denkbaren  Fälle  erschöpft.  Gleiches  gilt  von  der  Eintheilung 
(7.),  ebenso  von  (8.)  und  von  (9.).  Wenn  man  also  z.  B,  die 
in  (9.)  angegebenen  fünf  Fälle  der  Reihe  nach  discutirt,  wie  das 
im  Folgenden  geschehen  soll,  so  werden  hiemit  alle  überhaupt 
möglichen  Fälle  erschöpft  sein. 

I.  Fall:  043  0,  das  ist: 
(A.)  diw^[c]  -  w^[r)  -  ^^)  4=  0  . 

Alsdann  wird  die  Function 

F[z)  =  Siw„[z)  -  wa[r)  -  A„) 

im  Puncte  jj  =  c  nicht  verschwinden  [wie  unmittelbar  aus  (A.) 
folgt],  mithin  zur  Kategorie  derjenigen  Functionen  gehören,  die 
dem  Theorem  pg.99  sich  subordiniren.  Zufolge  dieses  Theorems 
besitzt  daher  F[!s)  auf  9t  im  Ganzen  drei  elementare  Nullpuncte. 
Einer  derselben  liegt  in  y;  denn  für  j5  =  y  geht  F[%)  in  ^(— i4J 
über,  und  dieses  ^(—  ^4^)  ist «  0  [zufolge  der  Voraussetzung  (4.)]. 
Bezeichnet  man  die  beiden  übrigen  Nullpuncte  mit  1;  und 
};',  so  finden,  zufolge  des  citirten  Theorems,  die  Formeln  statt : 
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Wtfiy)  +  Wff{ri)  +  Wtjiri')  =  w^iy)  +  ^^,'  a  =  1,  2,  3 ; 
woraus  folgt : 
A.-  A^swairj]  4-  w^{r]')  ,    a  =  1,  2,  3  . 

n.  Fall:  0  stets  =  0  ,    4>^  4=  0  ,  das  ist : 
;B.)  ^(m-VI-    —  *^Vt(C)  —  ^(i)  s^ets  =s  0  , 

fi-']  ^^a[c)  +  «;^;cj  -  w^iy]  -  u^^lyj  -  ^g)  4«  0  . 

Alsdann  hat  die  Function 

F{z)  =  ^Waiz)  4-  m;^(cJ  -  w;^(y)  -  «^,,(7,)  -  .4^) 

im  Puncte  5  =  c  einen  n/cA^  verschwindenden  Werth  [wie  sofort 
aus  |B/]  folgt].  Sie  subordinirt  sieh  also  dem  Theorem  pg. 99, 
und  besitzt  daher  auf  91  im  Ganzen  drei  elementare  NuUpuncte, 
von  denen  übrigens  zwei  sofort  angebbar  sind,  nämlich  in  /  und 
y^  liegen  [wie  aus  (B.)  folgt]. 

Bezeichnet  man  also  den  dritten  Nullpunct  mit  rj,  so  wer- 
den für  /,  y^  und  rj,  zufolge  des  citirten  Theorems,  die  Formeln 
stattfinden : 

a=  1,2,  3  ; 
woraus  folgt : 

B/j  A„  s  w„[c,)  +  Wa[ri)  ,     a  =r  1 ,  2,  3  . 

Erlftutenmg.  —  Wir  haben  soeben  behauptet,  dass  zivei  Nullpuncte 
der  Function  Fis)  unmittelbar  angebbar  seien,  nfimlich  in  y  und  y^  lie- 
gen. Diese  Behauptung  würde  hinföllig  werden ,  falls  y  und  y^  mitein- 
ander coiocidiren  sollten ;  so  dass  also  unsere  Betrachtung  der  allgemeinen 
Gültigkeit  zu  entbehren  scheint. 

Nimmt  man  aber  an ,  die  Prämisse  (B.')  sei  erfüllt  für  zwei  mitein- 
der  coincidirende  Puncte  y,  y^,  es  sei  also  der  Ausdruck 

«•'  H^'ai^)  +  W^iCi)  -  2t^a'y)  —  ^a)  +  <>  » 

so  wird  der  Ausdruck 

ß.)  ^(t^a  c)  +  «;^(c,)-  w^iy)  -  w^iy  +  dy)  -  Ag) 

von  jenem  Ausducke  (a.)  nur  unendlich  fvenig  verschiedenj  mithin  eben- 
falls 4=0  sein.  Dabei  ist  unter  f;' -f-  dy)  ein  beliebiger  Nachbarpunct 
von  y  zu  verstehen. 
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Die  Prämisse  (B/)  wird  also,  falls  sie  ßr  %wei  miteinander  roinoidi- 
rende  Puncte  y,  y^  erfiUU  ist,  stets  auch  für  xwei  nicht  coindicirende 
Puncte  y,  /,  in  Kraß  sein.  Und  hieraus  folgt,  dass  die  vorhin  ange- 
stellten Ueberlegungen  ausnahmslos  gUltig  sind. 

in.  Pall:  0  stets  =  0 ,  O^  slets=  0,  O« 4=  0.   Die  beiden 
letzten  dieser  Formeln  lauten : 

(C.)  ^w^[z)  +  w^{z,)  -  w^(L)  -  w^(Q  -  A„)  stets  =  0, 
(C/)  ^w„{c)  +  w„{c,)  +  w„{c^)  -  w„{y)  -  w^[y^)  -  w^iy^j  - 

wobei  die  drei  Puncte  y,  y^,  y,  als  von  einander  verschieden  an- 
gesehen werden  können  [zufolge  der  vorhergehenden  Er- 
läuterung] . 

Alsdann  bat  die  Function 

F(z)  =r  &(w„(z)  +  tCfj  (c,)  +  Wa  (c,)  -  ^<T  (y)  -  «^a  (^1) 

im  Puncte  ä  =  c  einen  wicAi  verschwindenden  Werth  [wie  aus 
(C.)  folgt].  Sie  subordinirt  sich  also  dem  Theorem  pg.  99,  und 
besitzt  daher  drei  elementare  Nullpuncte ,  die  übrigens  sofort 
angebbar  sind,  nämlich  in  y,  y^  y,  liegen  [wie  aus  (C.)  folgt]. 
Nach  dem  genannten  Theorem  finden  daher  die  Formeln 
statt  ; 

Wfj  (y)  +  w„  (yj  4-  w„  (yj  s  -  t^<j  (cj  -  w„  (c.)  4-  iv„  (y; 

woraus  folgt : 

(C.*)  A^sw^(c^)^w^{c^),    a  =  1,2,  3. 

IV.  Fall:  <t> stets  =  0,  <t>^  stets  s  0.  0,  stets  s  0,  0, 4=  0. 
Die  beiden  letzten  dieser  Formeln  lauten : 

(D.)       »{w„  {z)  +  w„  (z,)  +  w„  [z^]  -  t/;^  (C)  -  ttv  (^J 

-t/V(C,)-i4^)  stets  =  0, 
(D'.)       »{Wfj  (c)  4-  tr^  (cj  +  w;^  (c,)  +  w„  (c,)  -  u?^  (y) 

wobei  die  vier  Puncte  y,  y^,  y,,  y,  stets  als  von  einander  ver- 
schieden angesehen  werden  können  [zufolge  der  Erläuterung  auf 
p.  407]. 


Ubber  das  Verschwinden  der  Thetapungtionen.  109 

Alsdann  hat  die  Function 

F{z)=&  {wa  {z)  +  w„  (cj  +  Wfy  (c,)  4-  Wtj  (c,)  -  w^  (y) 

im  Puncto  z  -^  c  einen  mcÄ<  verschwindenden  Werth  [wie  aus 
D'.)  folgt].  Sie  subordinirt  sich  also  dem  Theorem  pg.  99,  und 
besitzt  daher  drei  elementare  Nullpuncte.  Dies  aber  steht  im 
Widerspruch  mit  der  Thatsache,  dass  die  Function  P(z)  in  den 
vier  Puricten  y,  y^,  y^,  y,  zu  Null  wird  [wie  solches  unmittelbar 
aus  [D.}  sich  ergiebt]. 

Die  Annahme  dieses  IV.  Falles  führt  also  zu  einem  Wider- 
spruch. Folglich  ist  der  IV.  Fall  unmöglich. 

V.  Fall:  0,  <t>^,  <t>,  und  0,  sind  stets  ==  0.  Die  letzte  dieser 
Formeln  lautet : 

(E.)    ^{w„  (z)  4-  w„  {z,)  4-  Wfj U J  ^  w^  [z^]  -  w^[^)  -  w^  [t,] 
-  ^a  (Ci)-  ^ff  (fj)  -  ^<y)  stets  =  0. 

Sind  nun  i?^,  B^^  B^  willkürlich  gewählte  Constanten,  so  wird 
man  die  acht  Puncto  ^5,  js^,  js, ,  js,,  ^,  ^^,  ^j,  ^3  [zufolge  des 
Satzes  (3.)]  stets  so  placiren  können,  dass  sie,  in  Verbindung 
mit  den  gegebenen  Constanten  A^,  A^^  yl,,  den  Formeln  ent- 
sprechen : 

Ä^  +  i4^  s  UV  (^)  +  Wfj  [z,]  +  w„  [z^  +  Wfj  [z^]  -  Wf^  (g 
-w^[Q^w„[Q--w„[Q,     (T=4,2,  3; 

wodurch  die  Formel  (E.)  übergeht  in 

^  [Bq)  stets  =  0 ; 

was  lucA^  möglich  ist,  weil  ^^,  ^^,  B^  ganz  willkürlich  gewählte 
Goastanten  vorstellen. 

Der  V.  Fall  führt  also  zu  einem  Widerspruch ,  und  ist  da- 
her unmd^/tcA. 

Von  den  fonf  Fallen,  die  auf  Grund  der  Voraussetzung  (4.): 

discutirt  sind,  und  die  zusammengenommen  alle  überhaupt  denk- 
baren Fälle  erschöpfen ,  haben  sich  also  die  beiden  letzten  als 
unmöglich  herausgestellt,  während  die  drei  ersten  zu  den  For- 
meln [A*),  [B*],  (C.*)  hinführten: 
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(A.*)  A^  =  w„  (ry)  +  w^  (ly'),     0  =  4 ,  2,  3 ; 

(b.*)  A„  s  Wfj  (cj  +  wv(i?),      0  =  1,  2,  3; 

(C.*)  >l^sttv(cj  +  it'^(c,),     a  =  1,  2,  3. 

Demgemäss  gelangt  man  zu  folgendem  Satz : 

Entsprechen  drei  Constanten  A^,  ^„  A^  der  Bedingung 
^  [Afj]  =  0,  so  können  dieselben  stets  in  folgender  Weise  darge- 
stellt werden  : 

(40.)  A„^w^{c)+  ic„(c'),     (7=1,2,3, 

wo  c  und  c  passend  zu  wählende  Puncte  vorstellen. 

§3. 
Allgemeine  Sätze  über  die  Thetafnnotionen. 

Dass  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  erhalteneD 
Resultate  sofort  auf  den  Fall  eines  beliebigen  p  übertragbar  sind, 
unterliegt  keinem  Zweifel.  Man  gelangt  in  solcher  Weise,  von 
(2.)  und  (40.}  aus,  zu  folgenden  Sätzen: 

Erster  Satz.  —  Entsprechen  die  Constanten  A^f  A^^  .  .  .  Ap 
der  Bedingung 

so  sind  dieselben  stets  darstellbar  in  der  Form  : 

Afj^--  Wfj(c)  +  w„{c^)  4-  iVfj  [cj  ...  4-  Wfj{Cj,]  , 

a=  4,  2,  .  .  .p; 

wo  von  den  Puncten  c  und  Ci,  c,,  .  .  .  Cp  der  erste  ad  libitum 
gewählt  werden  darf. 

Zweiter  Satz.  —  Entsprechen  die  Constanten  A^^  A^.  .  ,  .  Ap 
der  Bedingung 

SO  sind  dieselben  stets  darstellbar  in  der  Form : 

Afj  s  Wfj{c^)  +  Wff  (c,l  ...  4-  iVfj  (Cp.J,  a  =  4,  2,  .  .  . ;?, 

wo  c,,  c„  .  .  .  Cp^^  passend  %u  wählende  Puncte  vorstellen. 
Wir  gehen  über  zur  Begründung  zweier  verwandten  Sätze. 
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Sind  p  Constanten  A^,  A^^  ,  .  .  Ap  beliebig  gegeben,  so  sind 
nur  zwei  Fälle  denkbar.  Entweder  nämlich  wird  die  mit  diesen 
CoDstanten  behaftete  Function 

identisch  Null  sein,  für  jedwedes  z.  Oder  sie  wird  nicht  iden- 
tisch Null  sein. 

Ist ,  um  mit  dem  letztern  Fall  zu  beginnen ,  die  Function 
F{z)  nicht  identisch  Null, so  wird  dieselbe  dem  Theorem  pg.  99 
sich  sul)ordiniren,  mithin  im  Ganzen  p  elementare  NuUpuncte  : 
c,,  c„  .  .  .  Cp  besitzen,  welche  den  Formeln  entsprechen: 

/Vs  Wfj  (c,)  4-  Wfy  (c,)  ...  4-  Wfj{Cp),    a  =  4,  2,  .  .  .  p. 

Ist  andrerseits  die  Function  F{z)  identisch  Null,  so  wird, 
falls  man  unter  z^  irgend  welche  feste  Lage  des  Punctes  z  ver- 
steht, stets  die  Gleichung  stattfinden : 

mithin  auch  die  Gleichung  : 

Hieraus  aber  folgt  durch  Anwendung  des  Satzes  (12.]: 

^(T  -  w?(rWs  Wfy(c^)  4-  i^^(c,)  .  .  .  +  tv„{Cp^^), 

(T  ==  4,  2,  .  .  ./>, 

wo  c^^  c^,  .  ,  .  Cp^^  passsend  zu  wählende  Puncto  vorstellen. 
Demgemäss  gelangt  man  zu  folgenden  beiden  Sätzen : 
Dritter  Sats.    —    Sind  die  Constanten  A^,  ^„  ...  Ap  von 

solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Function 

13.)  F[z)  =  &(w„  (z)  -  A„) 

nicht  identisch  Null  ist,  so  sind  dieselben  stets  in  folgender  Form 
darstellbar : 

A^SWfj{c,)  +  w„{c;\  ...  4-  tVf,(Cp),  a   =  1,  2,  .  .  .  p, 
wo  c^J  c^,  .  .  ,  Cp  passend  zu  wählende  Functe  vorstellen. 

Vierter  Sats.  —  Sind  die  Constanten  A^,  A^,  ,  .  ,  Ap  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Function 

ili.)  F(z)^»{w„(z)-A„) 
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identisch  verschwindet^  für  jedwedes  z,  so  sind  dieselben 
in  folgender  Form  darstellbar: 

Aa  s  w„  (cj  +  w„  (c,)  .  .  .  +  R'^  ;cp),  a  =  1,  2,  .  .  .  p, 

wo  einer  der  Puncte  c^,  c„  .  .  .  Cp  ad  libitum  gewählt toerden 
darf;  so  da>ss  also  unendlich  viele  den  Formeln 

A„  =  Wfj  [c,]  4-  ttv  (c,)  ...  4-  16V  [Cp),    a  =  1 ,  2,  .  .  .  /), 

entsprechende  Punctsysteme  c^^  c„  .  .  .  Cp  existiren  werden. 

Sind  also  z.  B.  irgend  welche  feste  Puncte  a,,  a,,  .  .  .  «p 
gegeben,  von  solcher  Lage,  dass  die  Function 

(15.)    F(z)  =  ^(t%(jj)  -  [Wfj'M,)  4-  t6v(a,)  .  .  .  +  M;^(ap:]) 

identisch  verschwindet,  für  jedwedes  J5,  so  wird  stets  ein  zweites 
Punctsystem  /*»,  /^t»  •  •  •  ßp  existiren,  welches  zu  jenem  ersten 
a^,  a^,  .  .  .  Op  in  der  Beziehung  steht: 

(46.)   w;^(a,)  +  w;^(a,)  ...  4-  M;g  («p)  s 

^(rißi)  +  *^(T  l/^i)  •  •  •  +  *^V  (i^p)»    CT  =  1,  2,  ...  p. 

Dass  dieses  zweite  Punctsystem  so  gewählt  werden  kann,  dass 
es  von  dem  ersten  verschieden  ist,  unterliegt  keinem  Zweifel. 
Denn  zufolge  des  letzten  Satzes  darf  einer  der  Puncte  ß^,  /?„... 
ßp  ad  libitum  gewühlt  werden. 

§*• 

üeber  reguläre  Functionen. 

Bevor  wir  in  unseren  eigentlichen  Betrachtungen  weiter 
fortschreiten,  mag  zuvörderst  an  einige  bekannte  Sätze  erinnert 
werden. 

Ist  eine  Function /'=/'(j3)  auf  der  gegebenen  Riemann'schen 
Kugelflache  SR  reguJar*)^  so  wird  bekanntlich  die  Anzahl  ihrer 
elementaren  Pole  ebenso  gross  sein,  wie  die  Anzahl  ihrer  ele- 
mentaren Nullpuncte ,  und  auch  ebensogrosss  sein  wie  die  An- 
zahl  ihrer  elementaren   A- Puncte.     Dabei  sind  unter  diesen 


*)  Ich  Depne  eine  Function  [{s)  auf  der  Fläche  91  regulär^  wenn  sie 
daselbst  eindeutig  und  bis  auf  einselne  Pole  stetig  ist.  Jede  solche  auf 
9i  reguläre  Function  f{z)  ist  daher  die  Wurzel  einer  Gleichung,  deren 
Coefßcienten  rationale  Functionen  von  z  sind. 
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letztern  die  elementaren  Nullpuncte  der  Function  {f  --  A)  zu 
verstehen,  wobei  A  selber  eine  willkührlich  zu  wählende  Con- 
stante  vorstellt. 

Dieses  System  der  i4-Puncte,  welches  für  -4  =  0  in  das 
der  Nullpuncte,  und  für  i4  =  oo  in  das  der  Pole  übergeht,  mag 
hinfort  kurzweg  als  ein  System  von  Niveaupuncten  bezeichnet 
werden. 

Ueberdies  mag  die  Gesammtheit  aller  auf  9{  regulären 
Functionen  in  verschiedene  Ordnungen  eingetheilt  werden,  je  nach 
der  Anzahl  der  jedesmaligen  Pole.  Ist  z.  B.  f{z)  eine  auf  9{  re- 
guläre Function ,  und  q  die  Anzahl  ihrer  elementaren  Pole,  so 
so\\f{z]  eine  reguläre  Function  qtei*  Ordnung  genannt  werden. 
Für  eine  solche  Function  gter  Ordnung  besteht  daher  jedwedes 
Niveaupunctsystem  aus  ^Puncten.  D.  h.  sie  besitzt  auf  9{  q  ele- 
mentare Pole,  ebenso  q  elementare  Nullpuncte,  und  ebenso  all- 
gemein q  elementare  i4-Puncte. 

Dies  vorausgeschickt,  gelten  nun  folgende  Sätze : 

Entens.  —  Ist  f  [z]  eine  auf  SR  reguläre  Function  qter  Ord- 
nung, und  repräsentiren  a^,  a„  ...  a^  und  ß^,  ß^^  •  •  •  ßq  irgend 
zwei Niveaupunctsysteme  dieser  Function,  so  werden  a,,  a,. . .  .a^ 
und  ß^,  ß^,  .  .  .  ßg  stets  den  Formeln  Genüge  leisten: 

;i7.a)  w„[a^)  +  M^K)  •••-♦-  Wfj(ag)  S 

^aißi)  ■•-  ^aißt)  •  •  •  +  ^Gißq)j    c;  =  1,  2  •  •  •  p. 

Zweitens.  —  Sind  umgekehrt  auf  9t  irgend  welche  Puncte 
ttj,  c„  .  .  .  Ogj  ßi^  ßti  '  *  •  ßq  fnarkirt,  die  den  Formeln 

(n.b)  Wtj{a,)  +  w„[a;}  •  •  •  +  w^iag]  = 

«^(f(A)  +  ^aißt)  •  •  •  +  ^isißq) ,    c;  =  4,  2,  .  .  .  p 

Genüge  leisten,  so  existirt  stets  eine  auf^  reguläre  Function  qter 
Ordnung ,  für  welche  a^ ,  a^,  .  .  .  Og  und  ßi,  ß^,  >  -  -  ßq  siwei 
Systeme  von  Niveaupuncten  vorstellen. 

Drittens.  —  Denkt  man  sich  auf  SR  irgend  zwei  von  einander 
verschiedene  Punctsysteme  a^ ,  a, ,  .  .  .  a^  und  ß^,  ß^,  .  .  .  ßp 
markirt,  welche  den  Formeln  Genüge  leisten : 

in.c)  w„[a,)  4-  w„{a^]  •  •  •  -h  u;^(ap)  s 

^V(/^4)  +  «^a(/^t)  •  •  •  +  ^oißp) »    a  =  1,  2,  .  .  .  p, 

«0  wird  die  Determinante 

Xatli.-phyB.  Classe  1S83.  8 
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(H.d)    A(a„a„..aJ  = 


(fpi^i)  <Pp{(x^  '  .  •  Vpi^p) 
nothwendig  =  0  sein.    Dabei  steht  q)fj  {z)   zur  Abkürzung  für 

dz 

Ich  habe  diese  drei  Sätze  hier  nur  historisch  mitgetheilt,. 
ohne  auf  den  Beweis  derselhen  [der  mittelst  des  i^&efschen 
Theorems,  oder  auch  auf  andere  Weise  sich  leicht  ergieblj 
näher  einzugehen.  Ein  genaueres  Eingehen  auf  den  in  Rede 
stehenden  Beweis  behalte  ich  mir  vor  für  eine  ausführlichere 
Publication  über  diesen  Gegenstand. 


§5. 

Weitere  allgemeine  Bätse  über  die  Thetafanctionen. 

Denkt  man  sich  auf  der  Fläche  91  irgend  ein  festes  Punct- 
system  a^ ,  a, ,  .  .  .  a^  gegegeben ,  von  solcher  Lage,  dass  die 
Function 

F[z)  =  ^{w^{z)  -  [w^(a,]  +  w„{a^)  ...  -4-  t^^fofp)]) 

identisch  verschwindet^  für  jedwedes  ;3,  so  wird  stets  ein  von 
von  a^ ,  «4 ,  .  .  .  Op  verschiedenes  Punctsystem  ß^f  ß^,  .  .  .  ßp 
existiren ,  welches  zu  jenem  ersten  System  in  der  Beziehung 
steht : 

^gM  +  ^aM  '•••-♦-  t^(r(ap)  = 

^G(ßi)  +  ^(rißt)  •  •  •  +  ^aißp)^    a  =  4,  2,  .  .  . ;?; 

wie  solches  bereits  vorhin  [in  (15.),  16.)]  bewiesen  wurde. 
Hieraus  aber  folgt  [unter  Anwendung  des  Satzes  (17.c,  d)l  so- 
fort, dass  die  Determinante 

A(a„  a,,  .  .  .  pfp) 

=  0  ist.  Setzt  man  also  nachträglich  c^^  c^j  .  k  .  Cp  für  a^,  a,, 
.  .  .  ap,  so  erhält  man  den  Satz  : 

Fünfter  Bats.  —  Sind  irgend  welche  festen  Puncte  c^,  c„  . . . 
Cp  gegeben,  von  solcher  Lage,  da^s  die  Function 
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(<8.)  P{z)  =  »{wa  [z]  -  [w„{c,)  -h  w„[c;\  .  .  .  +  WaiCp]]) 

identisch  verschwindet,  für  jedwedes  s ,  so  wird  die  De- 
ierminante 


A(c„  c„  .  .  .  cJ  = 


<Pp(Ci)  9>p(c,).  .  .  yp(Cp) 


nothwendig  =s  0  «em.     Doftei  5teA<  q)^^  [z)  für     ^^  '  - 

An  diesen  letzten  Satz  schliessen  sich  weitere  Ueberlegun- 
gen  an.  Sind  nämlich  die  festen  Puncte  c^,  c^,  .  .  .  Cp  so  ge- 
wählt, dass  die  Determinante 

^A.)  ^{c,jc^,  .  .  .Cp)4=0 

ist,  so  kann  die  Function 

(B.)    P(z)  =  &{w^  [z)  --  [w^  (cJ  +  w„  (c,) .  .  .  +  m;^  [Cp]]) 

niemals  identisch  verschwinden ;  denn  sonst  mttsste  [zufolge  des 
vorhergehenden  Satzes]  A  (c^,  Cp  .  .  .Cp)  =  0  sein,  was  der  ge- 
genwärtigen Voraussetzung  (A.)  widerspricht.  Die  Function 
F{z]  wird  daher  dem  Theorem  pg.  99  sich  subordiniren,  mithin p 
elementare  Nullpuncte  ^i;  ^u  •  •  •  ^p  besitzen,  welche  den 
Formeln  entsprechen : 

(C.)  M?ff('?i)  +  t^«r(ni)---  +  «^(r('?p)SM;a(<^4)-*-w;<yW-  •  •  +  «^(T(Cp), 

y  as    4,   2,    .   .   .  p. 

Und  hieraus  folgt  sofort,  dass  i^p  i^d  .  •  •  ^p  mit  c^,  c^,  .  .  ,  Cp 
identisch  sind.  Denn  wären  diese  Punctsysteme  von  einander 
verschieden,  so  würde  aus  den  Formeln  (C),  [unter  Anwendung 
des  Satzes  (17.  c,  d)]  folgen,  dass  A(Cf ,  c,,  .  •  .  Cp)  =  0  sei, 
was  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  (A.)  widerspricht. 

Alles  zusammengefasst ,  gelangen  wir  daher  zu  folgendem 
einfachen  und  wichtigen  Resultat : 

Seohster  SatB.  —  Sind  irgend  welche  festen  Puncte  c^,  c^ . . . 
Cp  gegeben,  von  solcher  Lage,  dass 

1«9.)  ^(c„c Cp)4»0 

iit,  so  wird  die  Function 

,40.)     F(z)  =  ^{w„{3]  -  [wa[c,)  +  w„  (C,i  ...  +Wa  (Cp)]) 

8» 
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niemals  identisch  verschwinden,  Utid gleichsieitig werden 
alsdann  die  p  Nullpuncte  dieser  Function  durch  c^,  c^,  .  .  .  Cp 
dargestellt  sein. 

Entsprechen  also  c^,  c,,  .  .  .  Cp  der  Voraussetzung  (19.),  so 
wird  z,  B.  ^(—  [WfJ[c^)  -h  t:;^  {c,J  .  .  .  w^v  (Cp.J])  nothwendig 
=  0  sein,  mithin 

[%\ .)  ^{Wff  (c,)  +  w^ic^j  ...  UV  [Cp^,]) 

ebenfalls  =  0  sein, 

§6. 
Fortsetsung. 

Bevor  wir  weitergehen,  ist  zunächst  die  Determinante 
A  (c^,  c^j  ...  Cp]  einer  näheren  Untersuchung  zu  unterwerfen. 

Jede  der  p  Functionen  q)(y{z)  =     ^^        ist   bekanntlich 

eine  auf  9i  reguläre  Function.  Auch  kann  keine  derselben 
identisch  =  0  sein.  Denn  wäre  (pij(z)  identisch  r=  0,  so  würde 
tCfj  [z]  eine  Constante  sein  ;  was  der  Definition  von  w^  [z]  [nach 
welcher  z.  B.  Wfj  [z)  in  der  Curve  a^  die  Differenz  ni  besitzen 
soll]  widerspricht.  Die  Function  q^(j{z)  kann  daher,  weil  sie 
auf  9t  regulär  und  nicht  identisch  =  0  ist,  auf  9{  nur  in  ein- 
zelnen Puncten  verschwinden.  Diese  einzelnen  Nullpuncte  der 
Function  y^  [z)  mögen  c^',  Cg",  c^'",  .  .  .  heissen.  Und  ebenso 
mögen  die  einzelnen  Nullpuncte  von  q>j.  (z)  mit  c/,  c^",  c^"\  . . . 
benannt  werden. 

Repräsentirt  nun  c  irgend  welchen  Punct,  der  von  den 
%>  %'»  <^(t"}  •  •  •  ^^d  ^t'j  ^t"»  ^t  ">  •  •  •  verschieden  ist,  ist  mit- 
hin (pg  (c)  4=  ö  u^d  y^l^)  ebenfalls  4=  0,  so  wird  die  Function 

nicAi  identisch  =  0  sein  können.  Denn  wäre  sie  identisch  =  0. 
so  würde  der  Ausdruck 


F{z)  = 


d.  i. 

identisch  =  0  sein;  woraus  durch  Integration  folgen  würde,  dass 

Va  (c;  ««T  [»)  -  <Pt  (c)  «V  (») 
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eine  Constante  ist ;   was  der  Definition  der  Functionen  tL\  [z] , 
w^  [z],  ...  Wp  (js)    [nach   welcher  zwischen  denselben  keine 
lineare  Relation  mit  constanten  Goefficienten  stattfinden  kann] 
widerspricht. 
Die  Function 


F(z)^ 


wird  daher,  weil  sie  nicht  identisch  =  0^  überdies  aber  [ebenso 
wie  (p(f(z)  und  qi^  {z)]  eine  auf  9{  reguläre  Function  von  z  ist^ 
auf  9t  nur  in  einzelnen  Puncten  verschwinden  ktonen.  Man  gre- 
langt  somit  zu  dem  Satz  : 

Ztcei  Puncte  c^  und  c^  können  auf  der  Fläche  {R  stets  so 
placirt  werden,  dass  die  Deteiminante 


9t  W 


9a  (^i) 
9t  (cJ 


4=  0  ist.  Hält  man  sodann  den  einen  der  beiden  Puncte  fest, 
während  man  den  andern  variabel  macht,  so  wird  die  Deter- 
minante immer  nur  für  einzelne  Lagen  dieses  variablen  Punctes 
verschwinden. 

Diese  Determinante  ist  eine  aus  der  gegebenen  Determi- 
nante A  [c^,  c,,  .  .  .  Cp)  beliebig  herausgehobene  Subdetermi- 
nante  zweiter  Ordnung.  Mittelst  des  soeben  gefundenen  Satzes 
lässt  sich  nun  in  analoger  Weise  Analoges  darthun  fUr  die  Sub- 
determinanten  dritter  Ordnung,  u.  s.  w.  u.  s.  w. ;  so  dass  man 
schliesslich  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 


Die  p  Puncte  c^ ,  c^ 


Cp  kmnen  auf  der  Fläche  JR  stets 


in  solcher  Weise  placirt  werden,  dass  die  Determinante 


9i  (^«)  9i  (^i) 
9?iK)  9i(Ct) 


9t  (Cp) 


9p  (^i)  9pM  '  •  •  9p  (^p) 

4=0  ist.  Hält  man  alsdann  (p  —  1)  dieser  Puncte  fest,  wäh- 
rend man  den  p'*"  variabel  macht,  so  wird  die  Determinante 
immei*  nur  füf  einzelne  Lagen  dieses  variablen  Punctes  ver- 
ichwinden  können. 

Denkt  man  sich  nun  in  der  That  c^ ,  c^, 
Weise  gewählt,  dass 


Cp  in  solcher 
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(A.)  A  «  A(c„c„  .  .  .cp)4=0 

ist,  so  gilt  [zufolge  (21.)]  die  Formel: 

(B.)         ^  =  »(w^  (cj  +  w^  (c,)  .  .  .  +  w;^  (Cp«  J)=  0. 

Hält  man  jetzt  c^,  c,,  .  .  .  Cp  fest,  macht  hingegen  c^  va- 
riabel ,  so  kann  ein  Verschwinden  der  Determinante  A  [zufolge 
(22.)]  nur  eintreten  für  gewisse  einzelne  Lagen  c/,  c/',  c/",  . . . 
des  Punctes  c^ .  Verbietet  man  also  dem  Puncto  c^  diese  speciellen 
Lagen  c/,  c/',  c/",  .  .  .,  so  bleibt  die  Formel  (A.)  in  Kraft,  mit- 
hin auch  die  Formel  (B.]. 

Die  Formel  (B.)  gilt  also  für  jede  Lage  des  Punctes  C|,  mit 
Ausnahme  der  Lagen  c/,  c/',  c/",  .  .  .  Hieraus  aber  folgt  [weil 
das  d-  eine  stetige  Function  von  c^  ist],  dass  die  Formel  fUr  diese 
Ausnahmslagen  ebenfalls  gilt. 

Nachdem  in  solcher  Weise  constatirt  ist,  dass  die  Formel 
(B.],  unter  Festhaltung  der  Puncto  c^,  c,,  .  .  .  Cp,  gültig  ist  für 
jedwede  Lage  von  c^ ,  wollen  wir  jetzt  diesen  variablen  Punct 
c^  in  irgend  einer  beliebigen  Lage  iixiren,  und  c,  in  Bewegung 
versetzen.  Alsdann  ergiebt  sich  in  analoger  Weise ,  dass  die 
Formel  (B.),  unter  Festhaltung  von  c^  und  c,,  c^,  .  .  .  Cp,  gültig 
ist  für  jedwede  Lage  von  c,.  U.  s.  w.  U.  s.  w.  Man  gelangt  in 
solcher  Weise  zu  folgendem  Resultat: 

Theorem.  —  Versteht  man  unter  c^,  c„  .  .  .  Cp^^  beliebige 
Puncte  auf  der  Fläche  81,  so  wird  der  Ausdruck 

(23.)  ^(w„  (cj  4-  w^{c^) .  .  .  4-  w;^  (Cp« J) 

stets  ^^  sein,  welche  Lage  man  jenen  Puncten  auf  der  Fläche  SR 
auch  zu  Theil  werden  lassen  mag. 

Diesem  Theorem  kann  sofort  folgender  Zusatz  beigefügt 
werden : 

Zueats.  —  Markirt  man  auf^  irgend  welche  Puncte  c^,  c,, . . . 
Cp_,,  und  setzt  man: 

(24.)  Gfj  =  Wff(c,)  4-  Wff  (c,) . . .  +  u;^  (Cp^^),    at*  4,  2, . . .  p, 

so  wird  die  mit  diesen  Constanten  G^,  G„  .  .  .  Gp  behaftete 
Function 

F{z)=^»{wa[z)^G^) 

identisch  =  0  sein. 
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Ferner  gewahrt  das  Theorem  (23.)  die  Mittel  zur  YervoU- 
stäodiguDg  des  früheren  Theorems  pg.  99,  wie  sogleich  gezeigt 
werden  soll. 

Es  seien  G^,  G^,  .  .  .  Gp  gegebene  Constanten  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  die  Function 

,A.)  F(5)=  ^(1.^^(5) -G^) 

nicht  identisch  verschwindet.  Die  Function  P{z)  besitzt  alsdann, 
zufolge  des  Theorems  pg.  99,  p  elementare  Nullpuncte  i;^,  i;,, 
.  .  .  i^p ;  und  diese  genügen  den  Formeln : 

B.l  G<,=  M?ey(i?J  +  Wff  (rj^j .  .  .  -h  u;^  (i/p),    a  =  4,  2,  .  .  .  p. 

Leicht  lasst  sich  nun  zeigen,  dass  ausser  jenen  Nullpuncten 
^i»  '?ti  •  •  •  ^p  ^^*^  ^^iteres  die  Formeln  (B.)  befriedigendes 
PuDctsystem  ij^',  iy,',  ,  .  ,  rj'  existiren  kann.  Denn  existirte 
eJD  solches,  fänden  also  die  Formeln  statt : 

Ga=iv^{ri,')  +  w„{ti^')  .  .  .  +  1^,7(1?/)?    (^  =  4,  2,  .  •  •  p, 

so  würde  die  Function  F{z) ,  falls  man  diese  Werthe  der  G^ 
substituirt,  die  Gestalt  annehmen : 

F{%)  =^E»(w^  {z)  -  [w^  (,/)  -h  w^  (1?/)  .  .  .  -h  to^(i?p')]), 

wo  E  einen  endlichen  und  nicht  verschwindenden  Factor  vor- 
stellt. Zufolge  des  Theorems  (23.)  würde  daher  P(z)  z.  B.  ver- 
schwinden für  z  =  1;/,  ebenso  für  z  =  1;,',  u.  s.  f.  Dies  aber 
widerspricht  der  Thatsache,  dass  P{z)  ausser  den  p  Nullpuncten 
'ii*  Vt}  '  '  '  Vp  ^^^^^  weiteren  Nullpuncte  besitzen  kann.  Wir 
haben  somit  folgendes 

Theorem.  —  Sind  die  Cons tauten  G^,  G„  .  .  .  Gp  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  die  Function 

:25.)  F{z)=^nw^(z)--G^) 

nicht  identisch  verschwindet,  so  existirt  stets  ein,  und  immer 
nur  ein  einziges  den  Bedingungen 

G„  s  Wff  [rj,]  +  Wfj  [ri^)  .  .  .  -h  w^{r]p),    a  =  1,  2,  .  .  .  p, 

tntsprechendes  Punctsystem  i?|,  »?„  .  .  .  tjp- 

Dieses  so  bestimmte  Punctsystem  repräsentirt  die  p  Null- 
puncte der  Function  F{z) . 
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Die  im  dritten  Paragraph  enthaltenen  Sätze  lassen  sich  mit- 
telst der  Theoreme  (23.)und{25.)  wesentlich  erweitem  und  ver- 
vollständigen.   So  z.  B.  kann  man  sagen: 

Entsprechen  irgend  welche  Constanten  A^,  i4,,  .  .  .  Ap  der 
Bedingung : 

(26.)  »{A„)=0, 

SO  sind  dieselben  stets  in  der  Form  darstellbar : 

(27.)  A^  s  M?ff  (cj  4-  M?ff(c,) . . .  +  u?er  (Cp.J,    a  =  4,  2, . .  .p, 

wo  c^J  c^,  .  ,  .  Cp^^  passend  zu  wählende  Puncte  repräsentiren. 
Und  versteht  man,  umgekehrt^  unter  A^,  -4,,  .  .  .  Ap  irgend 
welche  Grössen,  die  der  Darstellung  (27.)  fohig  sind,  so  werden 
dieselben  stets  der  Bedingung  (26.)  Genüge  leisten.  In  der  That 
ist  der  erste  Theil  dieses  Satzes  nur  eine  Wiederholung  des 
zweiten  Satzes  pg.  110;  wahrend  der  zweite  Theil  direct  aus 
den  Theorem  (23.)  sich  ergiebt. 
Setzt  man  ferner 

(a.)  i4^=  Wff{c^)  +  m;^(c,)...  +  w^{Cp^^),    a  =  1,2,  ...p, 

wo  C|,  c„  .  .  .  Cp_j  willkürlich  gewählte  Puncte  vorstellen, 
so  ist  nach  dem  Iiieorem  (23.) 

mithin 

^(-  Afj)  ebenfalls  =  ü. 

Hieraus  aber  folgt,  mittelst  des  Satzes  (26.),  (27.),  dass  die 
Constanten  (—  A^),  (—  A^),  .  .  .  (—  Ap)  in  die  Form  versetz- 
bar sind: 

(ß.)  ^  A^s  Waid,)  ^  w^id^l , . .  -^  w^{dp^,),  a  =  1,2,...p, 

wo  d,,  d„  .  .  .  dp^,  passend  zu  wählende  Puncte  vorstellen; 
,so  dass  man  also  schliesslich  durch  Addition  der  Formeln  (a.), 
(ß.)  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Sind  [p  —  1)  Puncte  c^,  c„  .  .  .  Cp_^  beliebig  gegeben,  so 
werden  stets  (p  —  1)  andere  Puncte  d,,  d„  . .  .rfp_4  existiren,  die 
zu  jenen  in  der  Beziehung  stehen  : 

(28.)  [w^ic,]  +  w^(c,).  .  .  -h  M?eT(Cp.,)]  +  [w„{d,) 

+  w;^(d,)...    -H  tt'ff(dp«J]  =  0,     a  =  1,  2,  ...p. 
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Es  sei  ferner  a^,  a,,  .  .  .  Op  irgend  ein  Niveaupunctsystem 
einer  auf  9?  regulären  Function  p*«'  Ordnung  /"(js),  und  ß^  ein 
auf  ^  willkürlich  markirter  Punct.  Alsdann  werden  stets 
(p  -  4)  andere  Puncte  /?„  i?3,  .  .  .  ßp  existiren,  welche  mil 
ß^  zusammengenommen  ein  zweites  Niveaupunctsystem  von 
f[s)  repräsentiren;  so  dass  also  [zufolge  des  Satzes  (17.a)]  die 
Relationen  stattfinden : 

2!  [«^(t(Ä-)  -  t^(T(«y)]  so,   (j  «  4,  2,  .  .  .  p  , 
d.  i.  die  Relationen : 

%(i^i)  -  ^  t^'(T(«y)s  -  [w^iß,]  +  W„(ß,)  . . .  +  w^ißp)], 

a  =  1,  2,  .  .  .p. 
Hieraus  aber  folgt  mittelst  des  Theorems  (23.)  sofort : 

Beachtet  man  also,  dass  ß^  willkürlich  markirt  wurde,  so  gelangt 
man  zu  folgendem  Satz : 

Repräsentiren  a^ ,  a^,-  "  Cp  irgend  ein  Niveaupunctsystem 
einer  auf  {R  regulären  Function  p'*^  Ordnung,  so  wird  die 
Function 

(29.)  P(z)  =  ^w^[z)  -  [w^(a,)  +  «;c7(«.)--  •  +  ^ai^p)]) 

identis ch  verschwinden ,  nämlich  Null  sein  für  jedwede  Lage 
des  Punctes  z. 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich ,  wie  leicht  zu  Ubersehen, 
auch  folgender  Satz   f(lr Functionen  (p— 4)ter  Ordnung: 

Repräsentiren  a^,  a^,  •  •  •  c(p^^  ein  Niveaupunctsystem  einer 
ai^  91  regulären  Function  (p — i)ter  Ordnung,  so  wird  die 
Function 

(30.)  F(s,  0  =  ^KW  -  t^nia  -  [t^dK)  +  ^oM'" 

identisch  verschwindeny  nämlich  Null  sein  für  jedwede  Lage 
der  beiden  Puncte  z  und  ^. 
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Desgleichen  ergiebt  sich  für  reguläre  Functionen  {p  —  2)ter 
Ordnung  folgender  Satz : 

Repräsentiren  a^ ,  a, ,  •  •  •  crp_,  ein  Niveaupunctsystem  einer 
auf  91  regulären  Function  (p  — 2)ter  Ordnung^  so  wird  die 
Function 

(31.)    F(z,  C,  C,]=.&{w^{z)  -  w„(Q^w^[l;,)^[w„{a,) 

identisch  verschwinden,  nämlich  Null  sein  für  jedwede  Lage 
der  Puncte  js,  f  und  ^^, 

ü.  s,  w.    ü.  s.  w. 


W.  Hankely  Ueber  die  bei  einigen  Gasentwickelungen  auf- 
tretenden  Elektricitäten*) . 

Im  Laufe  der  letzten  Jahre  habe  ich  mich  mit  den  bei  eini- 
gen Gasentwickelungen  auftretenden  Elektricitäten  beschäftigt, 
und  ich  lege~  heute  der  Gesellschaft  eine  Abhandlung  (die  17. 
in  der  Reihe  meiner  elektrischen  Untersuchungen]  vor,  in  wel- 
cher die  Resultate  der  darauf  bezüglichen  Beobachtungen  und 
Messungen  zusammengestellt  sind.  In  dem  kurzen  Berichte, 
welchen  ich  jetzt  darüber  geben  will ,  muss  ich  mich  jedoch 
darauf  beschränken,  die  elektrischen  Vorgänge  bei  den  ver- 
schiedenen Gasentwickelungen  im  Allgemeinen  zu  cbarakteri- 
siren. 

Der  Gedanke,  dass  bei  chemischen  Zersetzungen,  nament- 
lich bei  Gasentwickelungen,  Elektricität  auftreten  kOnne,  ist 
luerst  im  Jahre  4769  von  Volta  ausgesprochen  worden;  indess 
hatten  seine  damaligen  Versuche,  solche  aufzufinden,  keinen  Er- 
folg. Nach  der  Gonstruction  seines  Condensators  kam  er  wieder 
aaf  diesen  Gegenstand  zurück ;  neue  Versuche  wurden  jedoch 
erst  im  Jahre  4782  auf  einer  Reise  nach  Paris  im  Verein  mit 
de  la  Place  und  Lavoisier  angestellt. 

Seit  jener  Zeit  ist  meines  Wissens  keine  eingehende  Unter- 
suchung über  diese  Elektricitätsentwickelung  veröffentlicht 
worden;  ein  Umstand,  der  sich  wohl  durch  die  geringe  Em- 
pfindlichkeit der  früheren  Elektrometer  erklärt.  Dagegen  bot 
das  von  mir  construirte  Elektrometer  alle  Hülfsmittel,  um  selbst 
die  oft  sehr  geringen  Elektricitätsmengen  mit  voller  Genauig- 
keit wahrzunehmen  und  zu  messen. 

Der  Inhalt  der  einzelnen  Abschnitte  meiner  Abhandlung  ist 
nun  in  der  Kürze  folgender : 


*j  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  28.  April  4883. 
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I«  Elektrometer« 

Bei  meinem  Elektrometer  hängt  das  Goldblättchen  in  der 
Mitte  zwischen  zwei  Messingscheiben,  welche  vermittelst  eines 
geeigneten  Commutators  mit  den  Polen  einer  aus  Zink-Kupfer- 
Wasser-Elementen  gebildeten ,  und  in  der  Nähe  der  Mitte  zur 
Erde  abgeleiteten  Volta^schen  Säule  verbunden  sind.  Die  Mes- 
sung der  dem  Goldblättchen  zugeführten  Elektricität  geschah 
stets  auf  die  Weise,  dass  der  Ausschlag  beobachtet  wurde,  wel- 
cher durch  Umlegen  des  Commutatorbügels  (Verwechselung  der 
Polaritäten  in  den  Messingscheiben]  entstand. 

Das  Elektrometer  wurde  so  justirt,  dass  das  Goldblättchen 
desselben,  wenn  es  durch  einen  mit  den  eisernen  Gasröhren 
des  Hauses  verbundenen  Kupferdraht  zur  Erde  abgeleitet  war, 
beim  Umlegen  des  Commutatorbügels  keinen  Aussehlag  gab. 
Dies  Hess  sich ,  obwohl  das  Goldblättchen  durch  die  genannte 
Ableitung  eine  elektrische  Spannung  von  nahe  —  0,24  (die 
Spannung  zwischen  Zink  und  Kupfer  =  +  4  gesetzt)  erhält, 
erreichen,  wenn  der  negative  Pol  der  Fo/to'schen  Säule  gerade 
so  weit  verstärkt  vnirde ,  dass  die  Vertheilungswirkung  seines 
Ueberschusses  über  den  positiven  Pol  auf  das  Goldblättchen  ge- 
rade die  negative  Ladung  des  letzteren  aufhob.  Da  das  Blätt- 
chen genau  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Scheiben  hing,  also 
zu  beiden  in  gleichen  Beziehungen  stand,  so  blieb  auch  beim 
Umlegen  des  Commutatorbügels  der  unelektrische  Zustand  des 
Goldblättchens  erhalten  und  es  trat  keine  Aenderung  seiner 
Lage  ein.  Der  Ausschlag,  welcher  dann  durch  Zuführung  frem- 
der Elektricität  erfolgte^  mass  also  nur  diese  letztere;  die  ur- 
sprüngliche, durch  die  Ableitung  zur  Erde  bedingte  Spannung 
hatte  darauf  keinen  Einfluss. 

n«  Elektrische  Torgänge  bei  von  Metallen  abfallenden 
Wassertropfen« 

Die  Anordnung  der  späteren  Versuche  über  die  bei  Gas- 
entvvickelungen  auftretenden  Elektricitäten  machte  es  nötbig, 
zuvor  die  elektrischen  Vorgänge  genauer  zu  erörtern ,  welche 
beim  Abfallen  der  Wassertropfen  von  Metallen  sich  zeigen. 

Ein  trichterförmiges,  isolirt  aufgestelltes  Glasgefäss  war 
unten  in  eine  so  feine  Spitze  ausgezogen,  dass  in  dasselbe  ein- 
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gegossenes  Wasser  nur  in  Tropfen  (4  bis  8  in  der  Secunde)  von 
dieser  Spitze  abfiel;  die  Tropfen  sammelten  sich  in  einer  unter- 
halb befindlichen  Platinscbaale. 

Wird  nun  in  das  Wasser  des  Trichters  ein  Metallsttlck  ein- 
getaucht, welches  durch  einen  an  den  Gasröhren  des  Hauses 
befestigten  Kupferdraht  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung 
steht,  so  erhält  das  Wasser  und  also  auch  der  an  der  unteren 
Spitze  des  Trichters  sich  bildende  Tropfen  infolge  dieser  Ab- 
leitung eine  elektrische  Spannung,  die  sich,  wenn  die  Span- 
nung des  eben  genannten  Kupferdrahtes  gegeben  ist,  nach  den 
in  meinen  Maassbestiramungen  der  elektromotorischen  Kräfte*) 
aufgeführten  Zahlenwerthen  berechnen  lässt.  Taucht  Platin  in 
das  Wasser,  so  erhalt  das  Wasser  eine  negative  Spannung; 
taucht  Kupfer  ein ,  so  ist  die  ebenfalls  negative  Spannung  viel 
geringer ;  taucht  Zink  ein,  so  nimmt  dagegen  das  Wasser  eine 
positive  Spannung  an ,  deren  absoluter  Werth  etwas  grösser  ist 
als  der  negative  beim  Platin. 

Ist  die  unterhalb  des  Trichters  stehende  Platinscbaale  iso- 
lirt  und  durch  einen  Metalldraht  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  verbunden,  so  wird  durch  die  herabfallenden 
Tropfen  der  Schaale  und  dem  Elektrometer  eine  der  Spannung 
des  Wassers  entsprechende  elektrische  Ladung  (negativ  bei  Pla- 
tin und  Kupfer,  positiv  bei  Zink)  zugeführt^  die  mit  der  Anzahl 
der  in  der  Schaale  angesammelten  Tropfen  wächst. 

W^ird  das  in  das  Wasser  des  isolirten  Trichters  eintauchende 
Metall  durch  einen  Draht  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrome- 
ters verbunden,  und  dann  diese  Leitung  mit  einem  an  den  eiser- 
nen Gasröhren  des  Hauses  befestigten  Kupferdraht  ableitend 
berührt,  so  bleibt  nach  dem  Zurückziehen  des  Kupferdrah- 
tes in  dem  vom  Goldblättchen  bis  zum  W^asser  des  Trichters 
reichenden  isolirten  Leiter  eine  elektrische  Ladung  zurück, 
welche  durch  die  elektrische  Spannung  des  ableitenden  Drahtes 
(ledingt  ist.  Ist  diese  letztere  gegeben ,  so  lässt  sich,  wie  ich 
schon  vorhin  bemerkt,  der  elektrische  Zustand  der  einzelnen 
Theile  der  zuvor  beschriebenen  Leitung  aus  meinen  Maassbe- 
siimmungen  berechnea. 

Wenn  Platin  in  das  Wasser  taucht,  erhält  das  Wasser  eine 
negative  Ladung;  wird  nun  diese  negative  Ladung  des* Wassers 
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durch  Fortführung  seitens  der  von  der  Spitze  des  Trichters  ab- 
fallenden Tropfen  immer  geringer,  so  muss  der  absolute  Werth 
der  Spannung  an  allen  Punkten  des  Leiters  in  gleichem  Grade 
sich  ändern,  während  die  Unterschiede  zwischen  seinen  ver- 
schiedenen Theilen  bestehen  bleiben.  Würde  z.  B.  das  Wasser 
des  Trichters  durch  die  fallenden  Tropfen  gänzlich  entladen,  so 
müsste  der  elektrische  Zustand  des  Goldblättchens  um  den  vol- 
len Betrag  der  verschwundenen  Spannung  nach  der  positiven 
Seite  hin  sich  ändern,  beim  Umlegen  des  Commutatorbügels 
also  ein  positiver  Ausschlag  angezeigt  werden. 

Ist  Zink  in  das  Wasser  eingetaucht  und  durch  einen  Draht 
mit  dem  Goldblättchen  verbunden ,  so  besitzt  das  Wasser  nach 
dem  Zurückziehen  des  ableitenden  Kupferdrahtes  eine  positive 
Spannung.  Wird  diese  durch  die  fallenden  Tropfen  hinwegge- 
nommen, so  erhält  das  Goldblättchen  eine  negative  Ladung. 

Da  bei  meinen  Versuchen  das  Fallen  der  Tropfen  nach 
Eintritt  der  Isolirung  nur  zwei  Minuten  fortgesetzt  wurde,  so 
konnte  das  Wasser  nicht  vollständig  entladen  sein.  Nehmen 
wir  aber  an,  dass  während  dieses  Zeitraumes  bei  den  verschie- 
denen Versuchen  gleichviel  und  gleichgestaltete  Tropfen  fallen, 
so  wird  sich  die  Ladung  des  Wassers  stets  in  demselben  Ver- 
hältnisse verringern,  und  die  nach  zwei  Minuten  beobachteten 
Ausschläge  geben  ein  Maass  für  die  im  Wasser  anfänglich  vor- 
handene elektrische  Spannung. 

Mittelst  solcher  Versuche ,  die  in  der  Abhandlung  mitge- 
theilt  sind,  ist  es  auch  möglich  geworden^  den  elektrischen  Zu- 
stand des  mit  den  eisernen  Gasröhren  des  Hauses  verbundenen 
Kupferdrahtes  zu  bestimmen.  Die  elektrische  Spannung  auf 
demselben  ist  nahe  —0,11,  wenn  die  Spannung  zwischen  Zink 
und  Kupfer  =  -*•  4  gesetzt  wird.  ' 

Die  Versuche  mit  den  fallenden  Wassertropfen  wurden 
darauf  auch  in  einer  Anordnung  wiederholt,  welche  mit  der  bei 
den  Gasentbindungen  benutzten  übereinstimmte.  Anstatt  einen 
Metalldraht  in  das  Wasser  des  Trichters  einzutauchen,  wurde  ein 
Metallstreifen  in  meiner  unter  45"  gegen  den  Horizont  geneigten 
Lage  unterhalb  des  isolirten  Trichters  mittelst  einer  isolirenden 
Vorrichtung  so  aufgestellt,  dass  die  aus  der  Spitze  des  Trichters 
fallende^  Tropfen  in  der  Nähe  des  oberen  Endes  des  Metallstrei- 
fens auftrafen  und  nach  dem  Hinabfliessen '  sich  am  unteren 
Rande  desselben  zu  etwas  grösseren  Tropfen  sammelten,  welche 
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dann  in  die  unterhalb  befindliche  Platinschaale  fielen.  Die  auf 
dem  Metailstreifen  und  in  der  Platinschaale  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  waren  dieselben  als  zuvor,  wo  die  Metalle 
in  das  Wasser  des  Trichters  tauchten. 

Analoge  Spannungen,  und  auch  nahe  in  gleicher  Grösse, 
traten  auf,  wenn  anstatt  eines  gewöhnlichen  blanken  Zinkstückes 
ein  gut  amalgamirter  Zinkstreifen  angewandt  wurde.  Auch  än- 
derten sich  dieselben  nicht  wesentlich,  wenn  anstatt  Wasser 
verdünnte  Schwefelsäure,  welche  das  amalgamirte  Zink  nicht 
angreift,  in  den  Trichter  gegossen  wurde. 

III.  Etektrlsehe  Torgänge  bei  der  Entwlckelung  des  WagserstolTs 
aus  Zink  und  Sehwefelaftnre* 

VoUa  fand  in  seinen  ersten  Versuchen ,  wobei  er  in  einem 
Gefässe  Eisen  oder  Zink  mit  Schwefelsäure  übergoss,  das  Ge- 
fäss  negativ;  später  (1789)  beobachtete  er  aber  auch,  beson- 
ders bei  Auflösung  des  Zinkes  in  verdünnter  Schwefelsäure, 
eine  positive  Ladung  desGefässes.  Eine  specielle  Untersuchung, 
unter  welchen  Umständen  die  eine  oder  die  andere  Polarität 
erschien,  hat  er  aber  nicht  unternommen. 

Es  wäre  auch  nach  seinem  Verfahren,  bei  welchem  in 
eiüem  Gefässe  liegende  Zinkstücke  mit  Säure  übergössen  wur- 
den, völlig  unmöglich  gewesen,  eineKenntniss  der  verschiedenen 
Vorgänge ,  welche  auf  die  zur  Messung  gelangende  elektrische 
Spannung  Einfluss  haben,  zu  gewinnen.  Ich  habe  daher  bei 
meinen  Untersuchungen  einen  anderen  Weg  eingeschlagen,  bei 
welchem  die  eben. bezeichneten  Vorgänge  noch  erkennbar  wur- 
den, indem  sie  zu  verschiedenen  Zeiten  und  unter  veränderten 
Umständen  iji  ungleicher  Stärke  auftraten. 

Wie  bei  den  zuletzt  erwähnten  Versuchen  des  vorher- 
gehenden Abschnittes  wurde  ein  Zinkstück  in  «einer  unter  45" 
gegen  den  Horizont  geneigten  Lage  unterhalb  des  Trichters, 
in  welchem  sich  Schwefelsäure  von  verschiedener  Goncen- 
tration  befand,  aufgestellt!  Die  in  der  Nähe  des  oberen  Endes 
aoTtrefifenden  Säuretropfen  flössen  über  die  Zinkfläche  hinab, 
sammelten  sich  am  unteren  Rande  zu  etwas  grösseren  Tropfen, 
und  fielen  dann  in  die  unterhalb  befindliche  Platinschaale. 
Mittelst  eines  ConMnutators  konnte  das  Zinkstück  oder  die  Pla- 
tinschaale mit  dem  Goldblättchen  des  EleKtrometers  verbunden« 
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werden,   während  andererseits  die  Plalinschaale  oder  resp.  das 
Zinksttick  zur  Erde  abgeleitet  war. 

In  der  Regel  wurde  der  elektrische  Zustand  desZinkstUckes 
und  der  Platinschuale  abwechselnd  beobachtet.  Die  in  der  Ab- 
handlung mitgetheilten  Zahlenwerthe  geben  die  elektrische 
Spannung,  wie  sie  jedes  Mal  während  eines  Zeitraumes  von 
2  Minuten  nach  dem  Eintritt  der  Isolirung  angesammelt  war. 

Ich  habe  nun  die  Aenderungen  in  der  Stärke  und  der  Art 
der  elektrischen  Spannungen ,  welche  bei  längerer  Forldauer 
des  Tropfens  und  bei  verschiedenen  Goncentrationsgraden  der 
Schwefelsäure  eintreten,  genauer  bestimmt,  und  in  der  Ab- 
handlung durch  specielle  Versuchsreihen  belegt.  In  diesem  Be- 
richte beschränke  ich  mich  auf  Angabe  der  hauptsächlichsten 
Resultate. 

Bevor  ich  jedoch  den  Verlauf  der  elektrischen  Spannungen 
beschreibe,  wird  es  zweckmässig  sein,  diejenigen  Vorgänge 
zusammenzustellen,  welche  auf  die  Erregung  der  einen  oder 
der  anderen  Elektricität,  sowie  auf  die  Zu-  und  Abnahme  der 
elektrischen  Spannungen  von  EinOuss  sind. 

a)  Berührung  der  Leiter.  Wenn  die  Säure  nur  schwach  ist, 
und  namentlich  im  Anfange  des  Tropfens  die  Zinkfläche  nicht 
angreift,  so  treten  die  elektrischen  Spannungen  auf,  welche  im 
vorhergehenden  Abschnitte  beschrieben  worden  sind. 

6)  Directer  Angriff  der  Säure.  Der  durch  den  dii'ecten  An- 
griff der  Säure  auf  dem  Zinke  entwickelte  Wasserstoff  führt 
positive  Elektricität  mit  sich  fort,  lässt  also  das  Zink  und  die 
Säure  in  negativem  Zustande  zurück. 

Man  kann  sich  diesen  Vorgang  in  folgender  Weise  vor- 
stellen :  In  meinen  Maassbestimmungen  der  elektromotorischen 
ELräfte  habe  ich  gezeigt ,  dass  blankes  Zink  in  Berührung  mit 
Walser  positiv,  das  Wasser  also  negativ  wird ,  und  nach  einem 
in  der  vorgelegten  Abhandlung  beschriebenen  Versuche  weicht 
das  Verhalten  der  Schwefelsäure  gegen  Zink  in  elektromoto- 
rischer Beziehung  nicht  wesentlich*  von  dem  des  Wassers  ab. 
Auf  der  Berührungsfläche  zwischen  Zink  und  Säure  wird  also 
in  einer  der  dort  vorhandenen  elektromotorischen  Kraft  ent- 
sprechenden Menge  auf  dem  Zinke  positive  und  auf  der  an- 
liegenden Säurefläche  negative  Elektricität  gebunden  sein. 
Wird  nun  das  Wasser  an  dieser  Beiilhrungsstelle  zerlegt ,   so 
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Dimmt  der  Wasserstoff  die  positive  Elektricität  des  Zinkes  auf 
und  entweicht.  Das  mit  dieser  positiven  Elektricität  beladene 
Gas  muss  beim  Aufsteigen  eine  dünne  Flüssigkeitsschieht 
durchdringen ;  die  Gase  geben  aber  ihre  elektrischen  Ladungen 
an  feste  und  flüssige  Leiter  nur  sehr  allmählich  ab.  Es  wird 
also  mit  dem  Gase  ein  mehr  oder  weniger  grosser  Theil  der 
vom  Wasserstoff  aufgenommenen  positiven  Elektricität  entfernt, 
während  ein  entsprechendes  Quantum  der  negativen  Elektrici- 
tät der  Säure  frei  wird ,  und  sich  über  die  Oberfläche  des  ge- 
sammten  Leiters  verbreitet. 

c)  Bildung  einer  galvanischen  Kette.  Nach  und  nach  be- 
decken sich  die  Stellen  des  Zinkes ,  an  welchen  die  Säure  an- 
greift,  mit  einer  anfangs  graulichen,  später  schwärzlichen 
Schicht  aus  Kohle  (und  fremden  ausgeschiedenen  metallischen 
Beimengungen].  In  dem  aus  Zink,  Kohle  und  Schwefelsäure 
gebildeten  Elemente  wird  nun  aber  der  Wasserstoff  nicht  am 
Zinke ,  sondern  an  der  negativen  Kohle  ausgeschieden ,  und 
nimmt ,  wie  ich  dies  in  der  Abhandlung  an  einem  aus  amalga- 
mirtem  Zink;  Platin  und  Schwefelsäure  gebildeten  Elemente 
speciell  nachgewiesen  habe ,  negative  Elektricität  mit  sich  fort, 
lässt  also  das  Zink  und  den  ganzen  Leiter  in  positivem  Zustande 
zurück. 

d)  Abfall  der  Säuretropfen  vom  untti'en  Bande  bei  gleich^ 
zeitig  vorhandenem  chemischen  Processe.  Durch  die  Gasentwicke- 
lung am  unteren  Rande  wird  die  Berührung  zwischen  Zink  und 
Säure  aufgehoben;  in  der  abgestossenen  flüssigen  Schicht  wird 
also  die  negative  Elektricität  frei  und  beim  Abfallen  der  Tropfen 
zum  Theil  mitgenommen.  Die  am  unteren  Zinkrande  ent- 
wickelten Gasblasen ,  welche  positive  Elektricität  angenommen 
haben ,  können  bei  ihrer  Lage  nur  schwierig  entweichen,  und 
geben  einen  Theil  ihrer  Ladung  wieder  an  das  Zink  zurück.  Ist 
nun  das  von  den  Tropfen  mitgenommene  Quantum  negativer 
Polarität  grösser  als  das  von  denv  Gase  fortgeführte  Quantum 
positiver,  so  erhält  das  Zink  eine  positive  Ladung. 

An  denjenigen  Stellen  des  unteren  Randes,  wo  bereits  der 
schwärzliche  Beschlag  gebildet  ist,  entwickelt  sich  der  Wasser- 
stoff an  diesem ,  und  nimmt  daher  den  negativen  Zustand  an. 
Die  kleinen  Wasserstoffbläschen  geben  dann  während  Ihres 
Verweilens  in  den  Säuretropfen  einen  Theil  ihrer  negativen 
l^dung  an  diese  ab. 

lKAtk.-pl7t.  ClMse.  1883.  9 
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e)  Schaumbildung  auf  der  Seitenfläche  des  Zinkes.  Wenn 
durch  sehr  heftigen  Angriff  der  Säure  sich  auf  der  Seitenfläche 
des  Zinkes,  über  welche  die  Saure  hinabfliesst,  Schaum  an- 
häuft ,  so  hat  die  von  den  entwickelten  Gasen  aufgenommene 
positive  oder  negative  Elektricität  Zeit,  in  grösserer  oder  ge* 
ringerer  Menge  an  die  FltLssigkeit  überzugehen.  Die  von  dem 
Gase  fortgeführten  elekti*ischen  Quanta  werden  also  verringert, 
und  dadurch  der  entgegengesetzt  elektrische  Zustand  des  Zinkes 
und  der  Saure  schwächer. 

f)  Schaumanhang  am  unteren  Rande  des  Zinkes,  Wenn  am 
unteren  Rande  des  Zinkes  sich  ein  Schaumanhafig  bildet,  so 
fallen  die  Tropfen  daselbst  nicht  vom  Zinke,  sondern  von  diesem 
Schaumanhange  ab.  Die  in  ihnen  durch,  die  Zersetzung  vor- 
handene negative  Elektricität  hat  also  Zeit  sich  mit  der  positiven 
auf  dem  Zinke  zum  Theil  wieder  zu  vereinigen ,  und  die  ab- 
fallenden Tropfen  nehmen  nur  eine  geringe  negative  Ladung  mit. 

g)  Verminderung  der  Leichtflüssigkeit  der  Säure.  Wenn 
sich,  namentlich  bei  stärkeren  Säuren,  eine  gewisse  Menge  von 
schwefelsaurem  Zinkoxyd  (oder  Chlorzink)  in  der  über  die 
Seitenfläche  hinfliessenden  Säure  und  in  den  am  unteren  Rande 
hängenden  Tropfen  bildet,  so  wird  die  leichte  Beweglichkeit 
der  Gasblasen  in  diesen  Flüssigkeiten  vermindert;  die  mit 
Elektricität  beladenen  Gasblasen  werden  also  beim  Durchgang 
durch  dieselben  einen  grösseren  Theil  ihrer  Ladung  abgeben. 

Mit  Beziehung  auf  das  Vorstehende  wird  es  genügen,  die 
elektrischen  Zustände  sowohl  der  in  der  Platinschaale  ange- 
sammelten Säuretropfen  als  auch  des  Zinkes  kurz  anzugeben. 

1 .  Elektrisches  Verhalten  der  in  die  Platinschaale  fallenden 
Tropfen.  Da  bei  der  Beobachtung  der  von  den  Tropfen  fortge- 
führten Elektricität  das  Zink  stets  mit  der  Erde  in  leitender 
Verbindung  stand,  so  konnte  der  elektrische  Zustand  derselben 
nur  durch  die  Ableitung  zur  Erde  und  dem  am  unteren  Rande 
vorgehenden  chemischen  Process  bedingt  sein.  So  lange  die 
Säure  das  Zink  an  dem  unteren  Rande  nicht  angreift,  nehmen 
die  Tropfen  die  aus  der  Ableitung  stammende  schwache  positive 
Elektricität  mit  sich.  Tritt  dann,  bei  schwächerer  Säure  in  län- 
gerer, bei  stärkerer  in  kürzerer  Zeit  der  Angriff  am  unteren 
Rande  ein ,  so  geht  die  positive  Ladung  der  Tropfen  in  eine 
negative  über.   Wird  durch  Amalgamirung  des  unteren  Theiles 
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des  Zinkes  oder  duroh  eine  daselbst  angelöthete  Platinplatte 
die  Entst^ong  einer  Gasentwickelang  an  der  Abfallstelle  der 
Tropfen  verhindert,  so  entspriefat  die  Ladung  der  Tropfen  nur 
der  durch  die  Ableitung  zur  Erde  gesetzten  Spannung.  Bildet 
sich  an  einem  gewöhnlielien  Zinkstücke  bei  stärkeren  Säuren 
am  unteren  Ende  ein  Schaumanhang ,  so  nimrot  die  Stärke  der 
negativen  Ladung  der  in  die  Schaale  fallenden  Tropfen  ab. 

2.  Elektrisches  Verhalten  des  Zinkes.  Ist  das  isolirte  Zink- 
slttck  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  verbunden, 
so  zeigt  das  letztere ,  so  lange  kein  Angriff  der  Säure  statt  hat, 
infolge  des  Abfallens  der  positiv  geladenen  Tropfen  schwache 
negative  Spannung  an;  dieselbe  wird  verstärkt,  sobald  der 
Angriff  der  Säure  beginnt,  und  erreicht  je  nach  der  Stärke  der 
Säure  in  längerer  oder  kürzerer  Zeit  ein  Maximum.  Dem  An- 
wachsen der  negativen  Spannung  auf  dem  Zinke  treten  nämlich 
zwei  andere  Vorgänge  entgegen,  welche  dem  Zinke  positive 
Elekiricilät  ertheilen:  das  Entstehen  eines  galvanischen  Ele- 
mentes durch  die  Bildung  der  schwärzlichen  Schicht  und  der 
unter  chemischem  Processe  stattfindende  Abfall  der  Tropfen  vom 
unteren  Rande.  Durch  das  Anwachsen  der  beiden  genannten 
Vorgänge  nimmt  nach  und  nach  die  negative  Spannung  auf  dem 
Zinke  ab  und  geht  bei  massig  starken  Säuren  zuletzt  in  eine 
positive  über.  Ist  die  Säure  stark ,  so  wird  durch  den  heftigen 
Angriff  an  einzelnen  Stellen  der  schwärzliche  Ueberzug  abge- 
stossen,  und  der  positive  Zustand  des  Zinkes  kann  zeitweilig 
wieder  in  den  negativen  zurückgehen. 

Wird  ein  blankgefeiltes  Zinkstück  in  ein  Uhrglas,  das  auf 
dem  Boden  der  Platinschaale  ruht,  gelegt  und  mit  Schwefel- 
säare  übergössen,  so  beobachtet  man  an  der  Platinschaale  zuerst 
eine  schwache  positive  Spannung ,  weil  die  Blasen,  welche  aus 
der  zufolge  der  Ableitung  negativen  Flüssigkeit  aufsteigen, 
negative  Elektricität  mitnehmen.  Die  von  den  am  Zinke  ent- 
wickelten Gasblasen  aufgenommene  positive  Elektricität  wird 
meistens,  weil  die  Blasen  längere  Zeit  am  Zinke  haften,  an  die 
Umgebung  wieder  abgegeben ;  nur  unter  günstigen  Umständen, 
bei  lebhaftem  Angriffe,  wird  die  Schaale  negativ  erscheinen 
können.  Ist  dann  später  durch  das  Auftreten  der  schwärzlichen 
Schicht  ein  galvanisches  Element  gebildet,  so  nimmt  der  ent- 
weichende Wasserstoff  negative  Elektricität  mit  fort,   und  die 
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Schaale  erscheint  stärker  positiv.  Sehr  begünstigt  wird  die  po- 
sitive Ladung  der  Platinschaale ,  wenn  das  ZinkstUck  unmittel- 
bar auf  den  Boden  der  Platinschaale  gelegt,  und  somit  ein 
neues  galvanisches  Element  hergestellt  wird. 

Werden  zahlreiche  kleine  Zinkstücke  mit  verdünnter 
Schwefelsaure  Übergossen,  so  hängt  die  zuerst  auftretende 
elektrische  Ladung  der  Schaale  von  der  Concentration  der 
Saure,  von  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche  der  ZinkstUcke 
und  von  dem  Material  der  Schaale  (Porcellan  und  Glas  oder 
Platin)  ab.  Sind  im  Anfange  die  Umstände  einem  heftigeren 
Angriff  der  Säure  günstig ,  und  wird  durch  die  grösseren  sich 
bildenden  Gasblasen  die  Flüssigkeit  verdrängt  und  dadurch 
eine  starke  Absorption  der  in  dem  Gase  in  diesem  Zeitpunkte 
vorhandenen  positiven  Elektricität  verhindert,  so  tritt  in  der 
Schaale  negative  Spannung  auf.  Diese  negative  Spannung  hält 
jedoch  nicht  lange  an,  sondern  geht  in  eine  positive  über.  Sehr 
oft  vermag  aber  im  Anfange  die  negative  Spannung  nicht  auf- 
zutreten ;  infoige  des  Ueberwiegens  der  Zersetzung  durch  das 
gebildete  galvanische  Element  erscheint  die  Schaale  gleich  an- 
fangs positiv. 

IT«  Elektrische  Torgftnge  bei  der  Entiriekelnng  des  Wasserstoff- 
gaseg  ans  Zink  und  Saizgänre« 

Fällt  Salzsäure  in  Tropfen  auf  ein  geneigt  gestelltes  Zink- 
stück, so  gleichen  die  Vorgänge  den  zuvor  bei  Anwendung  der 
Schwefelsäure  beschriebenen ;  nur  tritt  der  Uebergang  der  ne- 
gativen Spannung  auf  dem  Zinke  in  die  positive  etwas  spä- 
ter ein. 

Wird  ein  blank  geschabtes  Zinkstück  in  ein  Uhrglas,  das 
auf  dem  Boden  der  Platinschaale  ruht,  gelegt,  und  mit  Salzsäure 
(sp.  Gew.  1,14),  welche  mit  dem  zwei-  oder  mehrfachen  Vo- 
lumen Wasser  verdünnt  ist,  Übergossen,  so  zeigt  die  Platin- 
schaale positive  Ladung.  Wird  aber  die  Säure  nur  mit  dem 
gleichen  Volumen  Wasser  gemischt  oder  ohne  Wasserzusatz  an- 
gewandt, so  ist  der  Angriff  der  Säure  so  heftig,  dass  die  fremden 
Schichten  von  der  Oberfläche  des  Zinkes  abgestossen  werden 
und  der  Wasserstoff  die  vom  Zinke  aufgenommene  positive 
Elektricität  fortführt.    Die  Platinschaale  erscheint  also  negativ. 
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Erst  wenn  der  heftige  Angriff  nachlasst,  wird  die  Schaale,  weil 
Don  der  Wasserstoff  die  negative  £lektricitat  mit  sich  nimmt, 
ebenso  wie  bei  der  schwächeren  Säure  positiv. 

Werden  zahlreiche  kleine  Zinkstücke  mit  verdünnter  Salz- 
säure Übergossen,  so  wird  das  Geßlss  positiv  und  behält  bei 
schwächeren  Säuren  diesen  Zustand.  Bei  stärkerer  Säure  tritt 
wohl  auch  zuerst  eine  schwache  positive  Spannung  am  Gef^Sse 
aaf;  dieselbe  geht  aber,  sobald  der  Angriff  heftig  genug  wird, 
am  die  Flüssigkeit  durch  Blasenbildung  vom  Zinke  abzustossen, 
in  die  negative  über,  die  je  nach  den  vorliegenden  Verhält- 
nissen stark  anwächst,  nach  mehreren  Minuten  wieder  abnimmt 
und  sich  dann  in  eine  positive  verwandelt.  Ist  gleich  anfangs 
der  Angriff  sehr  heftig,  so  fällt  die  erste  schwache  positive  Pe- 
riode fort,  das  Geßiss  erscheint  sofort  nach  dem  Uebergiessen 
der  Zinkstücke  negativ. 

Y«  Elektrische  Torgängre  bei  der  Entwlckelnng  von  Gasen  ans 
Zink  und  SalpetersSure« 

Obwohl  bei  dem  Angriff  der  Salpetersäure  auf  Zink  anstatt 
des  Wasserstoffes  vorzugsweise  oder  ausschliesslich  Stickoxyd- 
gas entwickelt  wird,  so  treten  doch  ganz  analoge  elektrische 
Vorgänge  ein ,  wie  die  zuvor  unter  Anwendung  von  Schwefel- 
säure oder  Salzsäure  beschriebenen. 

Wird  ein  Stück  Zink  mit  starker  Salpetersäure  in  einer 
Schaale  übergössen,  so  erscheint  zuerst  die  Schaale  negativ, 
aber  schon  nach  ^2  Minute  geht  die  negative  Spannung  in  die 
positive  über.  Beim  Uebergiessen  mit  einer  verdünnteren  Säure 
zeigt  die  Schaale  gleich  am  Anfang  positive  Spannung. 


Tl.  Elektrlsehe  Torpftnge  bei  der  Entwlckelnng  des  Wasserstoffs 
durch  Einwirkung  von  Sänren  auf  Elsen« 

Lässt  man  Schwefel-  oder  Salzsäure,  selbst  in  ziemlich 
starker  Goncentration,  über  ein  geneigt  gestelltes  Eisenstück 
fliessen,  so  wird  das  Metall  nur  wenig  angegriffen  und  es  treten 
daher  nur  auch  nur  geringe  elektrische  Spannungen  auf. 

Wird  kalte,  mit  dem  drei-  bis  vierfachen  Volumen  Wasser 
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verdünnte  Schwefelsäure  auf  kleinere  Mengen  Eisenfeilicht  ge- 
gossen, so  findet  nur  eine  schwache  Einwirkung  statt,  und  das 
Gef^ss  erhalt  nur  eine  geringe  positive  Spannung.  Ist  die 
Schwefelsäure  erhitzt,  was  einen  stärkeren  Angriff  bedingt, 
so  tritt  zuerst  einige  Secunden  hindurch  negative  Ladung  des 
Gefässes  ein,  die  rasch  in  eine  positive  übergeht. 

In  gleicher  Weise  zeigt  das  Gefäss  zuerst  negative  Elek- 
tricität,  wenn  man,  wie  Volta,  auf  das  Eisenfeilicht  etwas 
Wasser  giesst,  und  dann  die  concentrirte  Schwefelsäure  hin- 
zufttgt. 

Wird  Eisenfeilicht  mit  Salzsäure  übergössen ,  so  zeigt  das 
Gefäss  sich  zuerst  positiv;  diese  positive  Spannung  nimmt  ab 
und  verwandelt  sich  nach  einigen  Minuten  in  eine  negative,  die 
nach  einigen  Minuten  wieder  in  eine  positive  übergeht. 


TIL  Elektrisehe  Torgängre  bei  der  Entwlekelong  der  Kohlengänre 
ans  Kreide  und  Marmor. 

4.  Kreide.  Es  wurde  ein  längeres,  passend  geformtes, 
durch  eine  isolirte  Messingklammer  gehaltenes  Kreidestück, 
ähnlich  wie  zuvor  die  Metallstücke,  unterhalb  der  Spitze  des 
trichterförmigen  Gefässes  aufgestellt,  und  in  dieses  Gefäss  Salz- 
säure von  verschiedener  Concentration  gegossen.  Auf  der 
Stelle,  auf  welche  die  Tropfen  fielen,  stand  das  Ende  eines 
Platindrahtes,  welcher  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers 
oder  mit  der  Erde  verbunden  werden  konnte.  Die  am  untern 
Ende  des  Ereidestückes  abfallenden  Tropfen  sammelten  sich 
in  der  Platinschaale. 

Wenn  selbst  nur  eine  sehr  verdünnte  Salzsäure  auf  die 
Kreide  tropft,  zeigt  das  Elektrometer  eine  erhebliche  negative 
Ladung  der  Kreide  und  der  über  sie  hinfliessenden  Säure  an; 
mit  der  Concentration  der  Säure  wächst  diese  Ladung.  Die  in 
die  Platinschaale  fallenden  Tropfen  (wobei  der  Platindraht  zur 
Erde  abgeleitet  ist)  ertheilen  dieser  ebenfalls  negative  Elek- 
tricität,  die  mit  der  Concentration  der  Säure  zunimmt ,  jedoch 
geschwächt  wird ,  wenn  am  unteren!  Ende  des  Kreidestückes 
ein  Schaumanhang  sich  bildet. 

Wird  ein  in  der  Platinschaale  liegendes  Kreidestück  mit 
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verdttnnter  Salzsäure  Übergössen,  so  wird  die  Schaale  negativ. 
Die  negative  Spannung  steigt  mit  der  Goncentration  der  Säure, 
nimmt  aber  bei  starken  Säuren  infolge  der  ScUaumbildung 
wieder  ab. 

2.  Marmor.  Wird  an  Stelle  der  Kreide  ein  Stück  weissen 
Varmors  aufgestellt,  so  erhält  beim  Auftropfen  von  schwa- 
cher Salzsäure  der  Marmor  und  die  über  ihn  hinfliessende 
Säure  negative  Spannung ;  ebenso  sind  aber  auch  die  von  dem 
Marmor  abfallenden  Tropfen  negativ. 

Die  negative  Elektrisirung  des  Marmors  und  der  auf  ihm 
befindlichen  Säure  verdankt  ihr  Entstehen,  gerade  wie  bei  den 
entsprechenden  Versuchen  mit  der  Kreide  und  dem  Zinke ,  der 
auf  der  Oberfläche  des  Marmors  eintretenden  Zersetzung ;  die 
sich  entwickelnde  Kohlensäure  nimmt  positive  Elektricität  an, 
und  die  Säure  negative ,  welche  sich  über  die  benetzte  Fläche 
des  Marmors  und  den  zum  Elektrometer  führenden  Platindraht 
verbreitet.  Da  bei  Beobachtung  des  elektrischen  Zustandes  der 
Platinschaale  die  Säureschicht  auf  dem  Marmor  zur  Erde  abge- 
leitet ist,  so  muss  die  erhebliche  negative  Ladung  der  fallenden 
Tropfen,  abgesehen  von  dem  geringen  Einfluss  der  Ableitung 
des  Platindrahtes,  durch  den  am  unteren  Ende  und  in  dessen 
Nähe  vorgehenden  Process  erzeugt  werden. 

Wird  eine  stärkere  Salzsäure  angewandt ,  so  geht  die  ne- 
gative Spannung  des  Marmors  je  nach  der  Goncentration  der 
Säure  mehr  oder  weniger  schnell  in  eine  positive  über,  wobei 
die  fallenden  Tropfen  eine  starke  negative  Ladung  behalten. 
Diese  Umkehrung  in  der  Polarität  des  Marmors  wird  durch  die 
Gasentwickelung  am  unteren  Bande  desselben  bevdrkt.  Die 
daselbst  mit  positiver  Elektricität  beladenen  Gasblasen  geben, 
weil  sie  namentlich  bei  der  Dicke  des  Stückes  nicht  sofort  frei 
entweichen  können ,  ebenso  wie  beim  Zink,  einen  Theil  ihrer 
positiven  Ladung  an  den  Marmor  und  die  ihn  bedeckende 
Säure  zurück,  so  dass  dieselben  positiv  erscheinen. 

Dass  in  der  That  in  der  am  unteren  Rande  vorgehenden 
Gasentwickelung  die  Ursache  für  das  Auftreten  der  positiven 
Spannung  des  Marmors  liegt;  lässt  sich  beweisen,  wenn  man 
diese  EntWickelung  beseitigt,  was  z.  B.  durdi  Ankitten  eines 
Platinbleehs  auf  den  unteren  Theil  der  Seitenfläche  des  Marmors, 
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über  welche  die  Säure  binabfliesst,    geschieht.    Der  Marmor 
zeigt  dann  stets  starke  negative  Spannung. 

Wird  ein  in  der  Platinschaale  liegendes  MarmorstUck  mit 
verdünnter  Salzsäure  übergössen ,  so  erhält  die  Schaale  zuerst 
eine  negative  Ladung.  Dieselbe  ist  um  so  stärker,  je  conc^n- 
trirter  die  Säure  ist,  wird  jedoch  bei  sehr  starker  Säure  infolge 
der  Schaumbtldung  wieder  schwächer.  Diese  anfänglich  nega- 
tive Spannung  nimmt  beim  Nachlassen  der  heftigen  Auflösung 
ab  und  geht  nach  einigen  Minuten  in  eine  schwache  positive 
über ,  die  nur  wenig  grösser  ist,  als  die  durch  die  vorherge- 
gangene Ableitung  zur  Erde  gesetzte  Spannung  sie  geben 
würde ,  wenn  die  aus  der  Säure  aufsteigenden  Blasen  die  an 
der  Oberfläche  der  Säure  befindliche  negative  Elektricität  mit- 
nehmen. Indess  ist  sie  doch  immer  etwas  grösser,  und  dieser 
etwas  höhere  Werth  wird  durch  das  in  der  Säure  gebildete 
Chlorcalcium  bedingt. 


Till.  Elektricität  bei  Gasentwlekeliingen,  wenn  Marmor  ^  Kreide 

oder  Zink  mit  Salzsäure ,    welcher  Chlorcalcinmi  Glyoerin  oder 

Zucker  zngresetzt  worden,  übergössen  wird. 

Wenn  ein  Marmorstück  in  der  Platinschaale  mit  Salzsäure 
übergössen  wird,  so  tritt  zuerst  eine  negative  Ladung  der  Schaale 
auf,  welche  später  in  eine  positive  übergeht.  Wird  der  Salz- 
säure anstatt  Wasser  eine  Chlorcalciumlösung  oder  Glycerin  in 
einer  gewissen  Menge  zugesetzt,  so  erscheint  die  erste  nege- 
tive  Periode  nicht  mehr ,  die  Schaale  wird  gleich  anfangs  po- 
sitiv, und  zwar  erreicht  diese  positive  Spannung  einen  höheren 
Werth,  als  bei  der  mit  Wasser  verdünnten  Säure. 

Wird  ein  Kreidestück  mit  verdünnter  Salzsäure  über- 
gössen, so  zeigt  die  Schaale  sich  stets  negativ  geladen.  Bei 
Zusatz  von  Chlorcalcium ,  Glycerin  oder  Zuckerlösung  erscheint 
diese  negative  Spannung  viel  schwächer ,  und  wird  auch  wohl 
ganz  aufgehoben. 

Ebenso  tritt  beim  Zink,  wenn  es  mit  starker  Salzsäure 
unter  Zusatz  von  Glycerin  Übergossen  wird,  die  bei  reiner  Salz- 
säure anfangs  erscheinende  negative  Ladung  nicht  auf. 

Da  Chlorcalcium-,  Zuckerlösung  und  Glycerin  in  gleicher 
Weise  die  Entstehung  der  positiven  Spannung  der  Platinschaale 
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bewirken ,  so  scheint  ihre  Einwirkung  nur  auf  einer  Vermin- 
derung der  Leichtbeweglichkeit  der  Flttssigkeitstheilchen  zu 
beruhen.  Die  an  ihrem  Aufsteigen  gehinderten  Gasblasen  geben 
zum  Theil  die  ihnen  bei  ihrer  Entstehung  zugetheilte  positive 
Elektricität  wieder  an  die  Flüssigkeit  ab,  und  nehmen  aus  die- 
ser negative  mit  fort ;  beim  Vorwalten  des  letzteren  Vorganges 
muss  die  Schaale  dann  positiv  erscheinen. 
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Karl  Sohn,  lieber  die  Entstdiung  eines  beliebigen  x-facken 
Punctes  einer  Fläche  aiis  dem  gewöhnlichen  x-fachen  Punct. 
Vorgelegt  von  Prof.  Dr.  Klein. 

Yorbereltende  Benerkiingeii. 

Wir  legen  unserer  Betrachtung  eine  Fläche  nter  Ordnung 
f{xyzw)  8=  0  zu  Grunde.  Der  Tangentenkegel,  aus  einem 
Raumpunct  P^  oder  x^y^z^w^  an  die  Flache  gelegt,  berührt 
dieselbe  längs  einer  Curve,  welche  durch  die  erste  Polarfläche 

^*  J5  ■*•  y*  li  "*■''»  J^  "*■""*  ^  "*  ^  ^^°®®  Punctes  ausge- 
schnitten wird.  Construirt  man  noch  für  einen  zweiten  Raum- 
panct  P,  oder  x^y^z^w^  die  Polarfläche,  so  gehört  jedem  Punct 
ihrer  Verbindungslinie  eine  Polarfläche  zu ,  welche  die  Schnitt^ 
curve  jener  beiden  Polarflächen  enthält;  wir  bezeichnen  dess- 
halb  diese,  allen  Polarflächen  gemeinsame  Curve  als  die  erste 
Marcurve  der  Geraden  P^  P,.  Die  Schnittpuncte  der  Polar- 
corve  mit  der  zu  Grunde  gelegten  Fläche  bilden  die  Berührungs- 
pancte  der  durch  die  Gerade  P^  P,  an  dieselbe  gelegten  Tangen- 
tialebenen. Da  man  die  Zahl  der  Tangentialebenen,  welche 
man  durch  eine  Gerade  an  eine  Fläche  legen  kann,  als  ihre 
Qasse  bezeichnet,  so  ergiebt  die  Zahl  der  Schnittpuncte  der  ge- 
gebenen Fläche  mit  einer  ersten  Polarcurve  die  Classenzahl  der 
Fläche.  Diese  Zahl  ist  ersichtlich  gleich  n(n  —  4)',  wenn  die 
Fläche  keine  vielfachen  Puncte  besitzt. 

Existirt  auf  der  Fläche  ein  x-facher  Punct,  so  schickt  jede 
Polarcurve  (x  —  1)*  Aeste  durch  diesen  Punct  hindurch,  d.  h. 
es  fallen  x(x  —  4)*  von  den  Schnittpuncten  der  Polarcurve  mit 
der  Fläche  in  den  x-fachen  Punct  hinein.   Folglich  reducirt  ein 
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x-facher  Punct  die  Classe  der  Fläche  im  Allgemeinen  um 
x(x  —  i)*  Einheiten.  Wenn  aber  von  den  (x  —  i)*  Aesten  der 
Polarcurve  einer  oder  mehrere  die  Fläche  im  x-fachen  Punct 
berühren,  osculiren  etc.,  wenn  also  diese  Aeste  mit  der  Fläche 
X  +  4,  X  +  S  etc.  consecutive  Puncto  gemein  haben,  so  erhöht 
sich  dem  entsprechend  die  Reductionszahl  des  x-fachen  Punc- 
tes.  Bezeichnen  wir  die  Reductionszahl  eines  vielfachen  Punc- 
tes  als  seinen  Index,  so  sehen  wir,  dass  der  Index  eines  %-fcLchen 
Punctes  ^  X  (x  —  i  )*  isL  Tm  ^rsteren  Falle  netinen  wir  den 
Punct  einen  gewöhnlichen,  im  letzteren  einen  speciellen  x-fachen 
Punct. 

Die  Tangenten  der  (x  —  4)^  Aeste,  welche  die  Polarcurve 
durch  den  x-fachen  Punct  der  Fläche  schickt ,  werden  gebildet 
von  den  (x  —  4)*  Geraden,  welche  der  zur  Polarcurve  gehörigen 
Raumgeraden  als  Polaren  entsprechen  in  Bezug  auf  den  Tan- 
gentialkegel  xter  Ordnung  im  vielfachen  Punct.  £ine  solche  Po- 
lare liegt  —  bei  beliebiger  Lage  der  Baumgeraden  —  dann  und 
nur  dann  auf  dem  Tangentialkegel,  wenn  sie  eine  singulare  Ge- 
rade desselben  ist.  Wir  können  deshalb  sagen :  Der  Tangen- 
tialkegel  im  gewöhnlichen  x-fachen  Punct  besitzt  keine  singu- 
lären  Kanten,  in  einem  speciellen  x-fachen  Punct  jedoch  muss 
er  nothwendig  singulare  Kanten  besitzen. 

Um  dBn  Index  eines  x-fachen  Punctes  zu  ermitteln,  macht 
man  denselben  zum  Coordinatenanfangspunct,  stellt  dann  für 
die  einzelnen  Aeste  der  Polarcurve  die  Potenzreihen  auf,  etwa 
X  ssz  ^^[z),  y  SS  ^^(z)  und  setzt  diese  Reiben  in  die  Gleichung 
der  Fläche  f(xyz)  =s  0  ein.  Bei  jeder  solchen  Substitution  er- 
giebt  sich  eine  Potenzreihe  von  z,  deren  niedrigste  Potenz  ^  x 
ist;  die  Summe  der  Exponenten  der  niedrigsten  Potenzen  von  z  in 
den  (x  —  1)*  Potenzreihen,  welche  sich  so  ergeben^  ist  gleich  dem 
Index  des  x-fachen  Punctes.  Hierzu  ist  zu  bemerken,  dass  man 
nur  diejenigen  Aeste  der  Polarcurve'  zu  untersuchen  braucht, 
welche  eine  singulare  Kante  des  Tangentialkegels  im  x-fachen 
Punct  berühren ,  jeder  andere  Act  liefert  zum  Index  den  Bei- 
trag X.  Femer  ist  hinzuzufügen,  dass  der  Satz  seine  Richtig- 
keit behalt ,  wenn  die  Aeste  der  Polarcurve  beliebig  verzweigt 
sind,  wenn  also  die  Potenzreihen  nach  gebrochenen  Potenzen 
von  z  fortschreiten ;  die  Summanden,  weiche  den  Index  zusam- 
mensetzen, sind  hier  zum  Theil  gebrochene  Zahlen.  Der  Be- 
quemlichkeit halber  wird  man  bei  der  Berechnung  die  Polar- 
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curve  j-^  =  Q   yt  tss  0  wählen ,  was  man  immer  kann,  wenn 

die  Ebene  2  s=  0  keine  singulären  Kanten  des  Tangentialkegels 
im  x-fachen  Punct  enthält. 

Der  projloireiide  JKegel  einer  Fläche  iui4  Mine  Bedeatuicr 
f  ttr  den  ««CMlien  Funet« 

Um  das  Verhalten  einer  Fläche  in  der  Umgebung  eines 
x-fechen  Punktes  K  zn  benrtbeilen,  ist  die  Kenntaias  der  Pro«- 
jectiea  der  Fläche,  oder  des  projioirenden  Kegels  mit  einem  be- 
liebigen Scheitel  P^  erforderlich.  Die  Glasse  des  projidrenden 
Kegels  ist  identisch  mit  der  Classe  der  Fläche ;  erniedrigt  sich 
die  Classe  der  Fläche,  so  erniedrigt  sich  ganz  ebenso  die  Glassq 
des  projicirenden  Kegels.  Nimmt  demnach  der  Index  des 
x-fachen  Punctes  um  a  Einheiten  zu,  so  nimmt  der  Index  der 
singulären  Kante  des  projicirenden  Kegels  durch  K  um  ß  Ein- 
heiten zu,  und  zwar  ist  a  ^  ß.  Es  ist  nämlich  möglich,  dass 
einige  von  den  Doppel-  und  Rttckkehrkanten  des  projicirenden 
Kegels  —  welche  mit  den  Doppel-  und  Wendetangenten  aus  P^ 
an  die  Fläche  identisch  sind  —  in  die  singulare  Kante  durch  K 
hiDeinrttcken,  sowie  man  die  Specialisirung  des  x-fachen  Punc- 
tes vominamt. 

Nachdem  wir  nun  erkannt  haben,  dass  die  Specialisirung  des 
x-fachen  Punctes  aufs  Engste  mit  der  Specialisirung  des  projici- 
renden Kegels  oder  derFlächenprojection  verknüpft  ist,  wenden 
wir  uns  der  Specialisirung  dieser  Projection  zu.'  Zunächst  be- 
sitz die  Projectionscürve  einen  x  (x  ~  1) -fachen  Punct  und  es  ist 
zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  der  Index  dieses  Punctes 
erhöht,  wenb  sich  der  Index  des  x-fachen  PunCtes  der  Fläche 
erhöht. 

Ist  eine  ebene  Curve  mit  einem  vielfachen  Puncto  gegeben, 
der  lauter  getrennte  Tangenten  besitzt,  und  soll  der  Index  des- 
selben sich  erhöben ,  so  wird  das  in  der  folgenden  Weise  ge- 
schehen, vorausgesetzt,  dass  die  Curve  ausser  dem  vielfachen 
Panct  nur  Doppel-  und  RUckkehrpuncte  besitzt.  Wir  gehen  von 
einer  Curve  mit  nur  reellen  Tangenten  aus.  Rücken  d  Tangen- 
ten zusammen,  so  ziehen  sioh  d  -^  4  Schleifen  der  Curve  zu- 
sammen, siehe  Fig.  4 ;  d  Aeste  der  Curve  sind  miteinander  ver- 
zweigt, der  Index  des  vielfoohen  Punctes  ist  um  d  ^  1  gestie- 
gen. Die  JCurvenäste  mit  gemeinsamer  Tangente  können  nun 
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zu  einer  weiteren  Steigerung  des  Index  specialisirt  werden. 
Spalten  sich  die  d Curvenäste  in  einen  linearen  und  inS  ^  i 
mijteinander  verzweigte  Aeste ,  so  wächst  der  Index  um  4 .  Da- 
durch, dass  man  weitere  Spaltungen  und  Verzweigungen  unter 
den  dAesten  mit  gemeinsamer  Tangente  vornimmt,  kann  man 
den  Index  beliebig  weit  erhohen;  ein  Hindemiss  in  der  Er- 
höhung bietet  schliesslich  nur  die  Ordnung  der  Curve  dar.  Alle 
diese  Spaltungen  und  Verzweigungen  werden  bei  derCunre  da- 
durch bewirkt,  dass  entweder  ein  Gurvenzug  in  den  vielfachen 
Punct  hereinwachst,  und  zwar  in  der  Richtung  der  gemeinsa- 
men Tangente,  siehe  Fig.  2,  oder  dass  sich  eine  Schleife  zusam- 
menzieht, siehe  Fig.  3,  oder  dass  Doppelpuncte  und  Rückkehr- 
puncto  in  den  vielfachen  Punct  hereinrttcken. 


>>  rv 


Kg.  1. 

Fig.  2. 


Pig.  3. 


oooo 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


Wir  müssen  nun  zusehen,  was  dieses  Verhalten  der  Pro- 
jection  für  eine  Bedeutung  für  das  Verhalten  der  Fläche  selbst 
hat.  Dem  Zusammenziehen  einer  Schleife  der  Projection  in  den 
vielfachen  Punct  entspricht  auf  der  Fläche  das  Zusammenziehen 
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einer  Oeffhung ,  welche  an  den  x-fiaohen  Punct  angrenzt.  An 
Stelle  der  Oeffnong  kann  auch  gelegentlich  ein  tropfenfbrmiger 
FtedientheQ  treten.  Ebenso. bedeutet  das  Hereinwachsen  eines 
Curvenzuges  der  Projection  in  ihren  vielfachen  Punot  ein  Zu- 
sammenziehen einer  Oeffnung  der  Fläche;  denn  das  Zusammen- 
liehen  einer  solchen  Flachenöflfnung  kann  bei  der  Projection  so- 
wohl als  Zusammenziehen  einer  Schleife ,  wie  als  Anwachsen 
eines  Curvenzuges  erscheinen,  je  nach  der  Wahl  des  Punctes, 
aas  dem  man  projicirt.  Diese  Schleifen  der  Projection  können 
nun  ganz  gewöhnliche  Schleifen  sein,  Fig.  i^,  oder  sie  können 
noch  Doppelpuncte  und  Spitzen  aufweisen,  wie  etwa  Fig.  4^, 
4^,  4^,  4^.  Dem  Zusammenziehen  der  Schleifen  k^f  hj  ^c>  ^d 
entspricht  auf  der  Flache  das  Zusammenziehen  einer  Oeffnung; 
dasselbe  erhöht  den  Index  des  x-fachen  Punctes  um  eine  Ein- 
heit und  ausserdem  jedem  Doppelpunct  und  jeder  Spitze  der 
Projection  entsprechend  um  2,  resp.  3  Einheiten.  Dem  Zusam- 
menziehen der  Sdileife  4^  entspricht  auf  der  Fläche  kein  Zusam- 
menziehen einer  Oeffnung,  so  dass  dasselbe  den  Index  des  x-fa- 
chen  Punctes  nur  um  3  Einheiten  entsprechend  der  Spitze  er- 
höht. Die  Schleifen  der  Projection,  denen  keine  Oeffnung  auf 
der  Fläche  entspricht,  erkennt  man  daran,  dass  die  Tangente 
nach  Durchlaufen  der  Schleife  direct  mit  sich  zur  Deckung  ge- 
langt, während  bei  den  übrigen  Schleifen  die  Tangente  nach 
Dorchlaufen  der  Schleife  verkehrt  ihre  Anfangslage  einnimmt. 

Speelallslnmg  des  x-faehen  Punetes« 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  wo  man  dem  Tangentialkegel 
eine  Doppelkante  ertheilt ;  es  ist  das  mit  dem  Zusammenziehen 
einer  Oeffnung  der  Fläche  an  der  bez.  Stelle  identisch.  Grenzt 
an  diese  Oeffnung  eine  Reihe  aneinander  hängender  Oeffnungen, 
wie  sie  Fig.  5  zeigt,  an ,  so  wollen  wir  diese  als  eine  Kette  von 
(kffhungen  bezeichnen;  wir  können  alsdann  die  Oeffnungen 
der  Kette  nacheinander  in  den  x-fachen  Punct  zusammenziehen, 
and  zwar  alle  in  der  Richtung  der  Doppelkante  des  Tangential- 
kegels.  Der  Index  wächst  beim  Zusammenziehen  jeder  Oeff- 
nung um  eine  Einheit. 

Erhält  der  Tangentialkegel  eine  Selbstbertthrungskante  vom 
Index  %y  —  welche  durch  Zusammenrücken  von  y  Doppelkan- 
ten entsteht  —  so  sind  noch  iy  ^  i  Oeffnungen  der  Fläche  zu- 
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sammenzuziehen,  indem  die  Projectionsourve  Ay  miteinaDder 
verzweigte  Aeste  erhalt,  und  der  Index  des  it^faehen  Punoles 
wachst  demgemllss  um  (%y  •—  4).  Ganz  analog  erhöhl  sich 
der  Index  des  x^fachen  Pnnetes  um  ^y  Einheiten,  wenn  der 
Tangeniialkegel  eine  Httckkehrkante  vom  Index  (d  7  -f-  4)  er- 
hält. 

Auch  hier  können  weiterhin  OeStaungen  derPlSche,  welche 
an  den  x*fachen  Punct  an  der  Stelle  der  singulttren  Kante  des 
Tangentialkegels  angrenzen,  zusammengezogen  werden  und  da- 
durch den  Index  des  x-'faohen  Punktes  noch  erhohen.  Jedoch 
mag  hier  bemerkt  werden,  dass  es  mitunter  unmöglich  ist,  eine 
einzelne  Oeffnung  zusammenzuziehen ,  dass  vielmehr  das  Ver- 
schwinden einer  Oeßhung  das  einer  andern  nothwendig  nach 
sich  zieht. 

Die  bisher  aufgezählten  Yorkommnisse  bewirken  kein  Her- 
einrttcken  einer  Doppel-  oder  RUckkehrkante  in  die  singulare 
Kante  des  projicirenden  Kegels. 

Erhalt  der  Tangentialkegel  eine  A-fache  Kante  mit  getrenn- 
ten Tangentialebenen,  so  kann  man  ihn  durch  Zusammenrücken 

von  -^   ^      Doppelkanten  entstehen  lassen.  Den Doppelkao- 

ten  entspricht  eine  Erhöhung  des  Index  um  ^  /"  Einheiten 
und  dem  ZusammenrOcken  derselben  eine  weitere  Erhöhung 
des  Index  um  ^ ^ '  Einheiten ;  genau  ebenso  viele  Oeff- 

nungen  ziehen  sich  beim  Zusammenrücken  der  "^    '  Dop- 

pelkanten  zusammen.  Von  den  —^-^ — ^Zweigen der Projection; 

welche  eine  gemeinsame  Tangente  besitzen,  sind  (^  —  4)  MaU 
miteinander  verzweigt;  es  sind  hier  eine  Reihe  von  Doppel- 
puncten  der  Curve  in  den  singularen  Punct  hereingerflckt.  Die 
Gesammterhöhung  des  Index  des  x- fachen  Punctes  beiragt 
[l  -  4)'  Einheiten. 

Auch  hier  kann  der  Index  noch  weiter  erhöht  werden, 
wenn  man  Oeffhungen  der  Flache,  welche  an  den  x-^achen 
Punct  an  der  Stelle  der  ^-fachen  Kante  angrenzen ,  zusammen- 
zieht. Und  zwar  kann  dieses  in  zweierlei  Weise  geschehen. 
Erstens  kann  man  Oeffhungen  der  Flache  zusammenziehen, 
welche  eine  Erhöhung  des  Index  der  A-fadien  Kante  des  Tan- 
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geniialfcegels  berbei führen.  Die  Projection  einer  solchen  Oeff- 
oung  besitzt  noch  zwei  getrennte  Tangenten,  von  denen  die 
eine  mit  der  Projection  der  A-*fachen  Kante  znsammenßint.  Durch 
ZttsamineDzieheD  mehrerer  solcher  Oeffnnngen  bezweckt  man 
theitweise«  Verzweigen  der  l  Mttntel,  welche  der  Tangential- 
kegel  xter  Ordnung  dnrch  seine  ^fache  Kante  schickt. 

Zioeüens  kann  man  OeShungen  der  Flache  zusammen- 
liehen,  weiche  den  Index  der  A-fachen  Kante  des  Tangentialke- 
gels  nngeandert  lassen.  Die  Projection  dieser  Oeffnungen 
besitzt  zwei  zusammengefallene TIangenten,  welche  mit  der  Pro- 
jection der  A-fachen  Kante  identisch  sind.  Durch  Zusammen- 
ziehen solcher  Oeflfhungen  erhöht  sich  der  Index  des  x-fachen 
Pnnctes,  dagegen  bleibt  der  Tangentialkegel  im  x-fachen  Punct 
völlig  nngefindert. 

/h  allen  diesen  Fällen  ist  die  Zunahme  des  Index  des  yi- fachen 
Fundes  gleich  der  Anzahl  der  zusammengezogenen  Oeffnungen ; 
dabei  rücken  selbstverständlich  mehrere  von  den  Doppel-  und 
Rflckkehrkanten  des  projicirenden  Kegels  in  seine  singulare  Kante 
berein.  Es  mag  wieder  betont  werden,  dass  das  Zusammen- 
ziehen einer  Oeffnung  ein  gleichzeitiges  Zusammenziehen  meh- 
rerer anderer  Oefihungen  nach  sich  ziehen  kann.  Ferner  ist 
hinzuzufügen,  dass  bei  allen  diesen  Betrachtungen  es  voUig 
gleichgültig  ist,  ob  der  Tangentialkegel  xter  Ordnung  irreducibel 
oder  reducibel  ist. 

«•fache  Pnnete  einer  Flicke,  deren  Tangrentlalkegel  als  Bestandtkeil 
eine  mehrfache  Ebene  enthält« 

Für  vielfache  Puncto  dieser  Art  bedürfen  unsere  früheren 
Formeln  im  ersten  Capitel  noch  eine  Abänderung.  Hier  schickt 
Dämlidi  die  erste  Polarcurve  mehr  als  (x  -^  4)*  Aeste  durch  den 
x-fachen  Punct  und  auch  die  singulare  Kante  des  projicirenden 
Kegels  ist  von  höherer  Ordnung  als  der  x  (x  —  4 ) . 

Giebt  es  als  Bestandtheil  des  Tangentialkegels  xter  Ordnung 
eine  Doppelebene,  so  lasst  man  diese  Doppelebene  am  besten 
durch  Zusammenfallen  zweier  einfachen  Ebenen  entstehen.  Bei 
diesem  Uebergang  erhalt  die  Projection  der  Flache  im  AUgemei- 
neo  [x(x  —  4]  +  4]  Zweige^  so  dass  sich  aus  einer  gewissen 
Gruppe  von  Zweigen  eine  neue ,  um  4  grössere  Gruppe  von  li- 
oearen  Zweigen  bildet,  welche  die  singularen  Tangenten  in  der 
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Doppelebene  berühren,  die  nicht  singulare  Kanten  des  Tangen- 
tialkegels  sind ;  einen  solchen  Uebergang  zeigt  Fig.  6,  Umfasst 
die  Gruppe  der  entstehenden  linearen  Zweige  e  Zweige,  so  er- 
höht sich  der  Index  ^es  x-fachen  Punctes  um  «,  und  die  neue 
Form  des  x-fachen  Punktes  kann  in  gewisser  Weise  wieder 
durch  e  Einschnttrungen  der  Fläche  erhalten  werden*  Diese 
Einschnürungen  müssen  jedoch  nicht  alle  reell  sein,  da  die  sin- 
gulflren  Tangenten  theil weise  imaginär  sein  können, 

Lässt  man  die  neugebildeten  linearen  Zweige  Verzweigun- 
gen eingehen,  so  wird  der  Index  des  x-fachen  Punctes  der 
Fläche  noch  weiter  gesteigert;  auch  diese  Steigerung  wird 
durch  Zusammenziehen  von  Oeffnungen  bewirkt. 

Tritt  an  Stelle  der  Doppelebene  eine  dreifache  Ebene  als 
Bestandtheil  des  Tangentialkegels  xter  Ordnung,  so  treten  an 
Stelle  der  b  linearen  Aeste  bei  der  Projection  2^  paarweise  ver- 
zweigte Aesle ,  welche  wiederum  die  singulären  Tangenten  ia 
der  dreifachen  Ebene  zu  Tangenten  haben.  Auch  hier  können 
wiederum  mehrere  dieser  singulären  Tangenten  zusammen- 
rücken und  so  den  Index  des  x-fachen  Punctes  erhöhen.  . 

Es  können  sich  bei  den  Doppel-,  dreifachen  und  mehrfachen 
Ebenen  noch  eine  Reihe  weiterer  Specialisirungen  einstellen, 
welche  sehr  complicirter  Natur  sind ,  und  welche  ich  noch  nicht 
eingehend  untersucht  habe,  die  jedenfalls  viel  Interessantes 
darbieten. 

Es  lässt  sich  aus  dem  Gesagten  kurz  der  Schluss  ziehen, 
dass  eine  Erhöhung  des  Index  eines  x-fachen  Punctes  einer 
Fläche  um  a  Einheiten  ein  Zusammenziehen  von  a  Oeffnungen 
der  Fläche  entspricht,  vorausgesetzt,  dass  bei  dem  Tangential- 
kegel  xter  Ordnung  keine  conjugirt  imaginären  singulären  Kanten 
vorkommen.  Für  den  Fall ,  dass  der  Tangentialkegel  als  Be- 
standtheil eine  mehrfache  Ebene  besitzt,  wird  wahrscheinlich 
derselbe  Satz  gelten ,  jedoch  fehlt  noch  eine  vollständige  Be- 
gründung desselben. 


SITZUNG  AM  42.  MAI  4884. 

W.  Knopy  lieber  Erzeugung  und  Ausscheidung  von  zweifach 
hamsQurem  Ammoniak  durch  die  Larve  der  Kleidermotte, 

Es  ist  bekannt,  dass  die  fleischfressenden  Insecten  (Spin- 
nen) ähnlich  wie  andere  Geschöpfe ,  welche  keine  Harnblase 
besitzen,  Excremente  liefern,  die  zum  grossen  Theil,  bisweilen 
fast  ganz  und  gar,  aus  saurem  hamsauren  Ammoniak  bestehen. 
Ich  habe  kürzlich  die  Excremente  der  Larven  der  Kleidermotte 
(Tinea  pellionella)  untersucht ,  welche  dieselben  bei  der  Ver- 
dauung von  Yogelfedem  liefern.  In  einem  Behalter,  in  wel- 
diem  ein  grösserer  Vorrath  der  Flttgelfedem  von  jungen  Htth- 
nem  aufbewahrt  worden  war,  hatte  sich  eine  grosse  Anzahl 
dieser  Larven  eingenistet.  Dieselben  hatten  die  Fahnen  der 
Federn  fast  vollständig  verzehrt.  Der  Boden  des  Behälters  war 
ganz  und  gar  mit  den  Excrementen  der  Larven  bedeckt,  die 
sidi  durch  wiedertioltes  Absieben  leicht  rein  gewinnen  Hessen. 
Dieselben  lösten  sich  sofort  unter  starker  Ammoniakentwicklung 
in  Kalilauge,  mit  Hinterlassung  eines  Quantums  schwarzer 
Flocken  auf.  Salzsäure  füllte  aus  dieser  Lösung  die  Harnsäure 
als  krystallinisches  Pulver  aus,  das  mit  conc.  Salpetersäure  er^ 
bitzt,  auf  Zusatz  von  Ammoniak  die  bekannte  Murexidreaction 
zeigte.  Diese  Excremente  bestanden  zu  reichlich  60  Procenten 
aus  harasaurem  Ammoniak,  dass  sich  in  diesem  Falle  lediglich 
durch  die  Verdauung  und  Oxydation  der  Substanz  der  Feder- 
fahnen  gebildet  haben  kann,  wahrend  den  Larven  ausserdem 
als  flüssiges  Nahrungsmittel  nichts  weiter,  als  die  durch  die 
Federn  aus  der  Luft  angezogene  Feuchtigkeit,  zu  Gebote  stand. 


Karl  Bohn,  Einige  spectelle  Fälle  der  Kummer^ sehen  Fläche, 
(Vorgelegt  von  Prof.  Dr.  K 1  e  i  n.) 

Bereits  im  zweiten  Bande  der  mathematischen  Annalen  hat 
Klein  in  einer  AUiandlung  »zur  Theorie  der  Liniencomplexe 
ersten  und  zweiten  Grades*}  t  angegeben ,  dass  sechs  Knoten- 
puncto  einer  iTumyner'schen  Fläche ,  welche  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen,  ein  Mal,  %wei  Mal,  drei  Mal  oder  t^terMal  ein 
frtancAcm'sches  Sechseck  bilden  ktonen.  Es  sollen  hier  die 
Configurationen  betrachtet  werden,  welche  die  singulttren  Ele- 
mente der  betreffenden  Atunmer'sohen  Flächen  darbieten. 

h)  Um  eine  geignete  Bezeichnungsweise  einzuführen,  gehe 
ich  von  den  sechs  linearen  Fundamentaloomplexen  aus,  denen 
ich  die  Zahlen  4,  2,  3,  4,  5,  6  beilege;  ihre  45  Congruenzen 
werden  dann  mit  48,  43,  ....  56  und  ihre  40  Linienflächen 
mit  423  3sr  456,  ....  zu  bezeichnen  sein;  auch  die  45  Direc- 
tricenpaare  mi^gen  durch  4S,  43,  .  .  .,  56  bezeichnet  werden. 
Die  45  Congruenzen  definiren  45  collineare  Raumtransforma- 
tionen  [42],  [43]  ....  [56],  die  6  linearen  Gomplexe  und  die 
40  Linienflächen  definiren  46  dualistische  Yerwandtsdiaften 
[4],  [2],  ....  [423],  [424],  .  . .  .,  von  denen  die  letzteren  auch 
durch  [456],  [356],  ....  bezeichnet  werden  können.  Die 
Knotenpnnc^e  einer  Kummer'schen  Fläche  bezeichnen  wir  dann 
dementsprechend  mit:  (00),  (42),  (43),  ....  (56),  wobei  die 
45  collinearen  Transformationen  [42],  [43]  ....  den  Punct  (00) 
der  Reihe  nach  in  (42),  (43), ttberftthren.  Die  46  Doppel- 
ebenen  nennen  wir  den  dualistischen  Verwandtschaften  ent- 
sprechend (4),  (2),  .  .  .  .,  (423),  (424),  ....  In  einer  Ebene 
(t)  liegen  die  6  Knotenpuncte  (00),  (H),  (t2),  ...  (i6),  in  einer 
Ebene  [hik)  =  [Imn]  liegen  die  6  Knotenpuncte  (At),  (lA*),  [hk], 
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{lm)y  (tnn)^  (In);  durch  einen  Knotenpunel  {hi)  gehen  die  6 
Doppelebenen  (A),  (i),  (hik)^  (At7),  {him)^  [hin).- 

Es  mag  nan  geaiatiet  sein  unsere  Symbole  für  die  Knoten- 
puBcte  und  Doppelebenen  gelegenUich  durch  andere  zu  ersetien« 
So  verstehen  wir  unter  (hikl)  ein  zweigliedriges  Symbol,  wel- 
ches man  erfailU  —  wenn  unter  den  Zahlen  A,  t,  ky  l  zwei  gleiche 
sind  —  indem  man  die  gleichen  Zahlen  weglässt,  —  wenn  die 
Zahlen  A,  t,  i,  l  verschieden  sind  —  indem  man  sie  durch  die 
beiden  noch  übrigen  Zahlen  der  Reihe  4,  2,  3,  k,  5,  6  ersetzt. 
Nach  dem  Gesagten  ist  auch  das  Symbol  [hiklmn)  leieht  durch 
das  ihm  äquivalente  viergliedrige  und  folglich  auch  durch  das 
äquivalente  zweigliedrige  Symbol  zu  ersetzen.  Ebenso  können 
allejungeraden  Symbole  durch  Weglassen  gleicher  Zahlen  auf 
em-,  drei-  oder  fünfgUedrige  Symbole  redocirt  werden,  von 
denen  die  letzteren  durch  dasjenige  eingliedrige  Symbol  ersetzt 
werden  können,  dessen  Zahl  in  dem  fttnfgliedrigen  Symbol  nicht 
vorkommt. 

Wählen  wir  drei  beliebige  nicht  derselben  Doppelebene 
angehörige  Knotenpuncte  {hi)^  {kl)^  (mn)  —  wobei  die  Zahlen 
hiklmn  auch  theilweise  gleich  sein  können  —  und  gesellen  wir 
denselben  den  vierten  Punct  [hiklmn)  =;  [pq)  zu,  so  nennen 
wir  solche  4  Puncto  ein  geschlossenes  Quadrupel  oder  kurzweg 
Quadrupel.  Das  Quadrupel  geht  durch  drei  collineare  Trans- 
formationen in  sich  über,  nämlich  eine^  welche  [hi)  mit  {kl) 
and  (mn)  mit  (pq)  vertauscht,  eine,  welche  (hi)  mit  (mn}  und 
{kl)  mit  {pq)i  und  eine,  welche  (kl)  mit  (mn)  und  (hi)  mit  (pq) 
vertauscht.  Ganz  ähnlich  sprechen  wir  von  einem  geschlossenen 
Quadrupel  von  4  Doppelebenen.  Vier  Knotenpuncte,  von  denen 
keine  drei  einer  Doppelebene  angehören,  bilden  immer  ein  ge- 
schlossenes Quadrupel.  Die  i  6  Knotenpuncte  lassen  sich  i  5  Mal 
in  je  vier  Quadrupel  theilen. 

i)  Aus  diesem  Satze  folgt,  das^  vier  Knotenpuncte  nur 
dann  in  einer  Ebene  liegen  können,  wenn  sie  ein  Quadrupel 
bilden.  Da  aber  ein  Quadrupel  durch  4  Transformationen  — 
einschliesslich  der  Identität  —  in  sich  übergeht ,  so  kann  ein 
fhenes  Quadrupel  nur  in  der  Seitenfläche  eines  Fundamental- 
teira^ders  liegen.  So  erkennen  wir,  dass  die  i  6  Knotenpuncte 
einer  Kummer'schen  Fläche  vier  Mal  zu  vier  in  den  Seitenflächen 
eines  FundamentaltetraSders  liegen  und  dass  die  46  Doppel- 
ebenen vier  Mal.  zu  vier  durch  Eckpuncte  desselben  hindurch 
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gehen ,  wenn  überhaupt  ein  Mal  vier  Knotenpuncte  ia  einer 
Ebene  liegen;  eine  solche  Fläche  nennt  maj^  Tetraedroid*) .  In 
jeder  Doppelebene  bilden  die  6  Enotenpuncte  ein  Brianckari' 
sohes  Sechseck^  der  zugehörige  Brianchon'sche  Punct  fällt  mit 
einem  Eckpunct  des  ausgezeichneten  FundamentaltetraMers 
zusammen.  Durch  jeden  solchen  Eckpunct  gehen  6  gerade 
Linien,  welche  zwei  Knotenpuncte  enthalten.  Die  Gleichung 
der  Fläche  bezogen  auf  das  ausgezeichnete  Tetraeder  ist : 

flC*  +  y*  +  ij*  +  w;*  -  ""o^  +  Vo^-'o*  (^«  yt  ^  ^t  ^t)  _ 

**'o  Vo 

^1bL±J^^.r3Lfx*  u?*-H  y*  z«)  -  ^"'"^^"'7^^'  (x*  %*  +  y*  u;«)  =  0; 

sie  enthält  noch  zwei  unabhängige  Constanten. 

3]  Um  nun  zu  untersuchen,  wann  eine  Kummer'sche  Fläche 
zwei  Mal,  drei  Mal,  vier  MalTetraödroid  ist,  kann  man  zwei  ver- 
schiedene Wege  einschlagen.  Wir  haben  gesehen,  dass  eine  Kum- 
mer'sche Fläche  dann  zum  Tetraädroid  wird,  wenn  eine  Doppel- 
ebene durch  einen  Eckpunct  eines  Fundamentaltetra^ders  geht. 
Geht  die  Doppelebene  durch  zwei,  drei  oder  vier  Tetraödereck- 
puncte,  so  wird  die  zugehörige  Fläche  zwei,  drei  oder  vier  Mal 
Tetraädroidsein.  Es  ist  dieses  der  Weg,  welcher  voni^in  a.  a.O. 
eingeschlagen  wurde.  Man  kann  sich  aber  auch  direct  fragen, 
wann  das  Sechseck  in  der  Doppelebene  zwei,  drei,  oder  vier 
Mal  AriancAon'sches  Sechseck  wird.  So  erkennt  man  sofort, 
dass  zwei  Brianchon'sche  Puncto  hur  auf  einer  Seite  des  Sechs- 
ecks liegen  können,  welche  sie  dann  harmonisch  theilen.  Exi^ 
stiren  dagegen  zwei  Brianchon'sche  Puncto,  welche  nicht  der- 
selben Seite  des  Sechsecks  angehören,  so  zeigt  der  Pascal'sche 
Satz^  dass  es  noch  einen  dritten  Brianchon'schen  Punct  geben 
muss,  der  mit  jenen  beiden  auf  gerader  Linie  liegen  muss.  Tritt 
endlich  noch  ein  vierter  Brianchon'scher  Punct  hinzu,  so  liegen 
wieder  drei  von  ihnen  auf  gerader  Linie,  während  ihre  Ver- 
bindungslinien mit  dem  vierten  Seiten  des  Sechsecks  bilden. 

4)  Kehren  wir  wieder  zu  den  Quadrupeln  zurück,  welche 
von  den  Knotenpuncten  gebildet  werden.  Um  die  Vorstellung 
zu  fixiren,  wählen  wir  die  vier  Quadrupel, .  welche  sich  bei  den 
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TraDsformationen  [42],  [34],  [56]  nicht  andern.  Diesen  vier 
Quadrupeln  fttgen  wir  vier  weitere  zusammengehörige  Quadru- 
pel beiy  welche  mit  den  ersteren  iweiPuncte  oder  keinen  Punct 
gemein  haben,  z.  B.  die  Quadrupel,  welche  durch  Anwendung 
der  Transformationen  [42],  [35],  [46]  in  sich  übergeben.  Nun 
lassen  wir  die  Quadrupel  in  d}ene  QiMdrupel  übergeben,  dann 
erhalten  wir  für  die  Knotenpuncte  folgendes  Schema: 

[41],   [34],   [56]  m,  [85],  [46] 

(00)  (42)  (34)  (56)  —  E,  (00)  (42)  (35)  (46)  —  E^ 

(35)  (46)  (45)  (36)  —  E^  (34)  (56)  (45)  (36)  —  E, 

(43)  (23)  (44)  (24)  -  E,  (43)  (23)  (45)  (25)  -  E, 

(45)  (25)  (26)  (46)  -  E,  (44)  (24)  (26)  (46)  -  E, 

wenn  wir  die  Ebenen  der  beiden  ausgezeichneten  Fundamental- 
leira^er  mit  E^E^E^E^  resp.  E^ £,£,£«  bezeichnen.  Für  die 
Eckpuncte  dieser  Tetra^er  erhalten  wir: 

P,  -  (00)  (42),  (34)  (56),  JI,  -  (00)  (42),  (35)  (46) 

P,-  (35)  (46),  (45)  (36).  JT.-  (34)  (56),  (45)  (36) 

P,-  (43)  (23),  (44)  (24),  JI,-  (43)  (23),  (45)  (25) 

P,-  (45)  (25),  (26)  (46),  JZ,-  (44)  (24),  (26)  (46) 

Die  8  Geraden  (00)|(42),   (34)  (56),    (35)  (46),    (45)  (36),  (43) 
;23),  (44)  (24),  (45)  (25),  (26)  (46)  gehören  der  Congruenz  (42)- 
an;  auf  jeder  liegen  natürlich  zwei  Knotenpuncte  und  in  jeder 
schneiden. sich  zwei  Doppelebenen.    Auf  den  8  Geraden  liegen 
aber  auch  je  zwei  Tetraädereckpuncte  und  in  ihnen  schneiden 
sieb  je  zwei  Tetraederflächen  und  zwar  von  jedem  Tetraeder 
immer  eine ;  mit  andern  Worten  jede  der  8  Geraden  wird  noch 
von  zwei  weiteren  geschnitten.  Aus  dem  Schema  erkennt  man, 
dass  die  Puncto  17^  IT,  auf  der  Schnittlinie  von  E^  und  E^  liegen, 
und  da  auf  dieser  Geraden  auch  die  Puncto  P,  und  P«  liegen, 
so  folgt,  dass  die  vier  Puncte  n^  JI,  P,  P^  auf  einer  Geraden  lie~ 
^,  durch  welche  zugleich  die  vier  Ebenen  E,  E^  E^  E^  hindurch- 
SeÄen.  Ebenso  liegen  die  vier  Puncte  11^  JI^  P^  P,  auf  einer  Gera^ 
<b,  in  welcher  sich  die  Ebenen  E^  E^E^E^  schneiden.   Die  beiden 
Geraden  sind  Directricen  der  Congruenz  42.     Die  vier  Ebenen 
EjE^^^jB;  —  und  ebenso  die  vier  Ebenen  E^E^E^E^  —  ent- 
halten alle  4  6  Knotenpuncte.  Die  Gleichung  einer  solchen  Flache, 
bezogen  auf  eines  der  beiden  ausgezeichneten  Tetraeder,  ist : 


14  Kari  Robn, 

x*  +  y*+z*^w*  —  *"'', '"'  (a;»«/»+2»u>»)  - 

-  g  [x*  w*  +  y*  z*)  -  ^.  {a?z*  +  y*  w*)  =  0, 

sie  enthalt  noch  eine  einzige  Constante. 

5)  Wir  legen  jetztjvier  Quadrupel  zu  Grunde,  welche  bei 
den  Transformationen  [IS],  [34],  [66]  ungeHndert  bleiben,  und 
nehmen  vier  weitere  Quadrupel  hinzu,  welche  mit  jenen  je 
einen  Knotenpunct  gemein  haben,  etwa  die  vier  Quadrupel, 
welche  bei  den  Transformationen  [43],  [85],  [46]  ungeändert 
bleiben.  Dann  gibt  es  noch  vier  weitere  Quadrupel,  weiche 
sowohl  mit  den  ersteren  Quadrupeln  als  auch  mit  den  letzteren 
je  einen  Knotenpunct  gemein  haben ;  es  sind  dies  die  Quadrupel^ 
die  bei  den  Transformationen  [46],  [84],  [3Ö]  ungeftndert  blei- 
ben. Bas  Bildungsgesetz,  weldies  die  Transformationen  [46]^ 
[84],  [35]  aus  den  gegebenen  Transformationen  ableiten  lehrt, 
ist  unmittelbar  klar. 

Die  drei  Fundamentaltetra^der  48,  34,  56;  43,  85,  46  and 
46,  84,  35  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Eckpuncte  4  6  Mal 
zu  3  auf  46  Geraden  liegen  und  dass  ihre  Seitenflächen  sich  46 
Mal  zu  3  in  46  Geraden  schneiden.  Man  kann  auch  so  sagen: 
Je  zvirei  Tetraeder  decken  sich,  wenn  man  sie  aus  den  Eck- 
puncten  des  dritten  betrachtet. 

Werden  nun  die  Quadrupel,  mit  den  Tranformationen  [42,, 
[34],  [56]  in  sich,  eben  und  werden  gleichzeitig  die  Quadrupel, 
mit  den  Transformationen  [43],  [85],  [46]  in  sich,  eben,  so  wer- 
den auch  die  Quadrupel,  mit  den  Tranformationen  [4  6],  [24], 
[35]  in  sich,  eben.  Es  gibt  also  hier  drei  ausgezeichnete  Tetra- 
eder.   Die  Lage  der  Knotenpuncte  ergibt  das  Schema : 

[12],  [84],  [56]  [43],  125],  [46] 

(00)  (48),  (34)  (56)-^,-P,,  (OO)  (43),   (85)  (46)— «,-()., 

(43)  (83),   (44)  (84)-^,-P,,  (48)  (83),   (45)  (35)-i?,-0,, 

(45)  (85),   (86)  (46)-^-^P,,  (34)  (44),  (46)  (36)— jB,-^,. 

t35)  (46),   (45)  (36)— yl,— P,,  (56)  (84),   (86)  {U)-^B,-Q,, 

[4  6],  [24],  [35] 

(00)  (46),  (84)  (35)  — C,  — Ä, 

(48)  (86),  (44)(46)-C.-B, 

(43)  (36),  (56)  (45)-C,-Ä, 

(83)  (45),  (34)  (85)-C,-Ä,. 
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Dabei  bedeuten  die  A^  S^  C,-  die  Seitenflächen  und  P^  Q^  R^ 
die  Eckpuncte  der  FundamentaltetraSder ,  und  zwar  ist  P^  der 
Schnittpunct  der  Geraden  (00)  (12),  (34)  (56)  u.  s.  w. 

Jede  der  42  Seitenflächen  A^B^C^  hat  mit  jeder  anderen 
einen  und  nur  einen  Knotenpunct  gemein.  In  jeder  Doppel- 
ebene  liegen  drei  Tetraederecken  auf  gerader  Linie,  von  jedem 
TetraiKder  eine;  und  durch  jeden  Knotenpunct  gehen  drei  Te*- 
ira^rseiten ,  welche  sich  in  gerader  Linie  schneiden.  Die  43 
Ebenen  f  welche  vier  Knotenpunoie  enthaUen^  schneiden  sich  46 
Mal  üu  drei  in  46  Geraden  ^  und  die  4i  Puncte,  durch  welche 
vier  Dcppelebenen  gehen  j  liegen  46  Mal  zu  drei  in  46  Geraden. 
Die  46  Geraden  durch  die  42  Tetraedereck^n  sind: 

PiQiK  ^,(?|Ä3  ^«Oi«.  ^4<?A 

P,0,Ä,         P,  (?,/?,         P.Q^R,         P.Q^R, 

^i(?»Ä4         P,0,Ä,         ^3^3^         P.Qsf^^ 
P,Q,R,         P.Q.R,         P,0,R,         P,Q,R,. 

Die  46  Geraden,  in  welchen  sich  die  Tetraederseiten  zu 
drei  schneiden  sind: 


A,B,C, 

A^B.C, 

A,B,C, 

A,B,C, 

A^B^C^ 

A^  B,  C^ 

A,B,C, 

A,B,C, 

i4^  B^  C^ 

A,B,C, 

A,B,C, 

A.B^C, 

A,B,C, 

A,B,C, 

A,B,C, 

A,B,C, 

Die  Gleichung  einer  solchen  Fläche,  bezogen  auf  eines  der 
drei  ausgezeichneten  Fundamentaltelraeder,  ist : 

^9  I/o 

6)  Die  in  der  vorhergehenden  Nummer  besprochene  Con- 
fignration  der  46  Knoten  puncto  kann  noch  weiter  specialisirt 
werden,  indem  man  etwa  die  vier  Quadrupel ,  welche  durch 
die  Transformationen  [42],  [46],  [35]  in  sich  Übergehen,  in  ebene 
Quadrupel  verwandelt.  Die  Knotenpuncte  besitzen  dann  er- 
sichtlich ein  Mal  die  in  Nr.  5  angegebene  Configuration  und  drei 
Mal  die  in  Nr.  4  angegebene  Configuration.  Zu  den  Ebenen 
iljBjCjUnd  denPuncten  P^QiRi  kommen  dann  noch  die  4  Seiten- 
flächen und  die  4 Eckpuncte  des  Tetraeders  42,  46, 35,  nämlich: 
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m,  [^«].  [85] 

(00)  (42),  (46)  (35) -Z>,-S, 

(43)  (23),  (25)(45)-/),-S, 

(44)  (24),  (46)  (26) -Z>.-S. 
(34)  (56),  (36)  (45)  — Z>,—  S^. 

Die  42  Puncte  PiQ^Ri  und  die  42  Ebenen  A^B^ C^hesiiteu 
die  vorher  geschilderte  Configuration ;  zugleich  liegen  auf  den 
6  Kanten  des  Tetraeders  4  2,  46,  35  je  zwei  jener  Puncte  und  es 
gehen  durch  diese  Kanten  je  zwei  jener  Ebenen  hindurch.  Auf 
den  Kanten  des  Tetraeders  42,  46,  35  liegen  also  je  4  der  46 
Puncte  PjQ^AjSj  und  es  gehen  durch  sie  je  4  der  46  Ebenen 
i4jBjCjZ>j  hhidurch. 

Unsere  Fläche  besitzt  also  16  ebene  Quadrupel,  Man  kann 
6  Mal  4  Quadrupel  zusammenfassen,  welche  alle  1 6 Knotenpunde 
umfassen  und  deren  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  schneiden;  diese 
6  Geraden  bilden  die  Kanten  eines  Tetraeders.  Die  Ebenen  dieses 
Tetraeders  enthalten  vier  Quadrupel,  welche  ebenfalls  alle  Knoten- 
puncte  umfassen.  Es  eadstiren  femer  noch  drei  Mal  vier  Quadru- 
pel,  welche  sämmtliche  Knotenpuncte  enthalten;  sie  bilden  drei 
Tetraeder,  welche  die  in  Nr.  5  angegebene  Lage  besitzen. 

Die  Gleichung  unserer  Fläche,  bezogen  auf  das  Tetraeder 
42,  46,  35  ist: 

a?*H-y*+JJ*H-t£?*— (a?*y'-i-j5'iü'-i-a;*j5*-l-y'u;'-l-a?*u;*-i-yV)==:0. 

7)  Geht  man  von  den  Kummer'schen  Flächen  zu  den  Com- 
plexflachen  über,  so  rücken  vier  Hai  zwei  Knotenpuncte  auf  der 
Doppelgeraden  zusammen.  Es  kann  dann  nur  noch  die  in  Nr.  i 
behandelte  Specialisirung  eintreten.  Die  8  Knotenpuncte  einer 
Complexfläche  liegen  bekanntlich  vier  Hai  zu  zwei  auf  vier 
Axen ,  welche  die  Doppelgerade  treffen.  Bei  der  angegebenen 
Specialisirung  schneiden  sich  zwei  Hai  zwei  Axen  in  demselben 
Puncte  der  Doppelgeraden,  und  dementsprechend  liegen  die 
singulären  Tangenten  in  den  Pinchpoints  zwei  Hai  zu  zwei  in 
derselben  Ebene  durch  die  Doppelgerade. 


Otto  Fischer,  Note  über  confonne  Abbildung  gewisser  sphä- 
rische Dreiecke  durch  algebraische  Functionen. 

(Vorgelegt  von  Prof.  Dr.  F.  Klein.) 

Die  vorliegende  Mitteilung  bezieht  sich  auf  eine  specielle 
Untersuchung  der  Functionen,  welche  die  beim  Ikosaeder  auf- 
tretenden sphärischen  Dreiecke  auf  einander  conform  abbilden. 
Die  Resultate  derselben  lassen  sich  mit  geringen  Modificationen 
für  die  Abbildung  aller  sphärischen  Dreiecke  verwenden,  deren 
Seiten  in  Symmetrieebenen  eines  regulären  Körpers  liegen. 

Im  Interesse  der  kürzeren  Darstellung  will  ich  im  Folgen- 
den allgemein  ein  Dreieck  mit  den  Winkeln  —     ?^    ^  durch 

— ,  — ,  ~|    bezeichnen;     das    einfachste    Ikosaederdreieck 

■i»  i»  i)  führe  ich  als  Elementardreieck  ein.  Es  soll  nun  über- 
haupt nur  die  Abbildung  aller  Ikosaederdreiecke  auf  das  Ele- 
mentardreieck in  Betracht  gezogen  werden;  durch  diese  wird 
dann  die  Abbildung  zweier  beliebiger  Ikosaederdreiecke  auf 

einander  veimittelt.     In  der  Bezeichnungsweise  (— ,  ~,  —1 

soll  zugleich  angedeutet  sein,  dass  die  erste,  zweite,  dritte  Zahl 
des  Symbols  bezüglich  zu  Ecken  gehören,  welche  den  Ecken 
i'  i?  i  des  Elementardreiecks  (^  ,  i,  4^)  entsprechen. 

Indem  wirdie  Kugel  als  Trägerin  der  Werthe  einer  complexen 
Variabelen  einführen,  nehmen  wir  das  Elementardreieck  immer 
in  der  Kugel  für  die  Variabele  i;,  jedes  andere  abzubildende 
Ikosaederdreieck  in  der  Kugel  für  die  Variabele  z  gelegen  an. 
ö«  Beziehung  zwischen  rj  und  z  wird  in  jedem  Falle  algebraisch 
i^m,  wie  generell  aus  den  Untersuchungen  des  Herrn  Schwarz"*) 

*)  Schwärs:  Über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gaussische  hy- 
pergeometrische Reihe  eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Elementes 
darstellt.    Crelle's  Journ.  Bd.  75,  pag.  292. 

Xath.-pby«.  Classe.  18«4.  2 
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folgt;  derselbe  hat  nachgewiesen,  dass  die  Abbildung  einer 
Halbebene  Z  auf  ein  Kreisbogendreieck  in  der  Ebene  der  Va- 
riabelen  js',  welches  durch  stereographische  Projection  aus 
einem  sphärischen  Dreieck  hervorgeht,  dessen  Seiten  von  Sym- 
metrieebenen  eines  regulären  Körpers  aus  einer  zu  letzterem 
concentrischen  Kugelfläche  ausgeschnitten  werden,  durch  eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  Z  und  z  vermittelt  wird.  Zu 
jeder  Abbildung  des  Elementardreiecks  auf  ein  Ikosaederdreieck 
'  gehören  6  Gleichungen  zwischen  %  und  i} ,  entsprechend  den 
6  Arten,  auf  die  man  die  Winkel  beider  Dreiecke  einander  zu- 
ordnen kann ;  jede  derselben  besitzt  die  Form 

unter  R  ir^^--]  eine  rationale  Function  von  ,^^!:^!  ,   verstan- 

den ;  f  und  H  sind  die  bekannten  Functionen  1 2ten  resp.  SOten 
Grades ,  welche  gleich  Null  gesetzt  die  Ecken  des  Ikosaeders 
resp.  Pentagondodekaeders  repräsentiren  "^j .  Dieses  Resultat 
folgt  als  specieller  Fall  aus  den  allgemeinen  Untersuchungen 
des  Herrn  Klein  über  algebraische  Integrale  linearer  Differential- 
gleichungen'^'^), man  kann  es  aber  auch  direct  aus  der  cod- 
formen  Abbildung  gewinnen. 

Setzt  man  .jsyirr  =  Z,  so  kann  man  kurz  sagen,  dass  je 

5  der  zu  einer  bestimmten  Abbildung  gehörigen  Gleichungen 
aus  der  sechsten  durch  lineare  Transformation  von  Z  hervor- 
gehen.   Nehmen  wir  an,  dass  die  bestimmte  Gleichung 

die  Abbildung   des  Elementardreiecks    auf   das  Dreieck 
j~ ,  ^ ,  ^1  vermittelt,  so  entsprechen  den  Dreiecken 
ISL    £     >L\      IfL    2L    £\      l£    2L    SL\      l£    fL    Z\ 

*)  Hinsichtlich  der  expliciten  Formeln  fUr  f  und  H,  wie  überhaupt 
hinsichtlich  etwa  mangelnder  Formeln  und  Beweise  vergleiche  man  das 
demnächst  im  Druck  erscheinende  Buch  des  Herrn  Klein:  »Vorlesungen 
über  die  Theorie  des  Ikosaeders  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünf- 
ten Grades«,  Leipzig  4884. 

**)  Klein:    Über  lineare  Differentialgleichungen.  Math.  Ann.  Bd.  XI, 
pag.  415, 
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(—»"—>  -^Ij    (~>  ~i  -^1   bezüglich  die  linearen  Substitu* 
tionen 


I.  Excars  ttber  die  Fnnktion  M(Z). 

Benutzen  wir  die  h*omogene  Schreibweise,  indem  wir  einer- 
seiis  Z^,  Z,  durch  Z  =:  =^  und  andrerseits  die  binaren  Formen 

(l>,  y  von  Zj,  Z,  durch  Ä  =  ^  einführen,  *o  Äfe/ten  5icA,  to/e 

man  a  priori  aus  der  Abbildung  schliesst,  in  allen  Fällen  0  und 
^  in  der  Form  dar  : 

=  [-hy^-k,-zr  ■  V •  [z, - ir.)"  rt  (z. - a,z;, ' 

1 

:  (-1)".  A. .  zr  ■  z,".  iz^-z,)"  rr (z,-b,z,)' 

■  1* 

:{-ir'.k,.Zr-Z,''.(Z,-Z,)''pJ(Z,-c,Z,)\ 

WO  k^  Constante  und  r,-,  s^,  t^,  m^  ganze  Zahlen,  welche  der  Re- 
lation genügen : 

n  ist  die  Ordnung  der  binären  Formen  0  und  V^  und  somit  der 
Grad  der  rationalen  Function  R  (Z) ;  derselbe  gibt  zugleich  die 
Anzahl  der  Elementardreiecke  an ,  aus  denen  das  grössere  Iko- 
saederdreieck ,  um  das  es  sich  bei  der  Abbildung  handelt,  zu- 
sammengesetzt ist.  Die  Faktoren  (—1)*'  sind  aus  Zweckmassig- 
keitsgründen zugefügt  worden.  DieWerthe  der  Grössen  r^,  s^,  i^ 
bangen  ab  von  den  Werthen  der  Nenner  n^ ,  n, ,  n,  des  letzteren 
Dreiecks  und  derArt,  wie  die  n,«  denNennem  3,  5,  2  des  Elemen- 
lardreiecks  zugewiesen  sind.  Hinsichtlich  derWerthe  der  Nen- 
ner [n,,  n^y  n,]  haben  wir  5  Klassen  zu  unterscheiden^  nämlich 
,235),  (335),  (255),  (355),  (555),  von  denen  sich  die  vier  ersten 
belreflFs  der  Aufeinanderfolge  der  3  Zahlen  wieder  in  6  resp.  3 
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Unterfälle  zerlegen,  je  nachdem  alle  drei  Zahlen  verschieden 
oder  zwei  einander  gleich  sind.  Auf  solche  Weise  ergeben  sich 
im  Ganzen  46  Werthecombinationen  r^.,  s^,  t^;  von  diesen  letzteren 
Grössen  sind  immer  nur  3  von  Null  verschieden;  dieselben 
haben  bei  der  eingangs  verabredeten  Bezeichnungsweise  der 
Winkel  für  die  16  Fälle  die  Werte: 

i)    {255)  :  r,=  a,  s,^  ß,  t^  =  y;   - 

2)  (S53)  :  r,=  a,  5,  =  /?,  ^  =  y; 

n  =s  y  -^  Bm,  =  /J  4-  5m,  =  a  +  am,. 

3)  (.5^5):  r,=^a,  Sj^/J^,  i,=  y; 

n  =  a  +  3m4  =  y  +  5m,  =  /?  +  2m,. 

4)  [552]:  r,  =  a,  s,  ^  ß ,  t,^y; 

n  =  a  +  3m^  =  ß  -h  5m,  =  74-  2m3. 

5)  [523)  :  r,  =  a,  5,  =  /?,  /,  =  y; 

n  =  y  4-  3m^  =  a  +  5m,  =  /$f  4-  2m3. 

6)  [532):  r^  =  a,  s,  =  ß ,  t,  ^  y; 

n  =  /?  4-  3m^  =  a  4-  5m,  =  y  4-  2m3. 


7)  [335)  :  r,  =  a,  5»  = /?,  f,=  y; 

n  =  a4-/?4-3m^  =  y4-  5m,  =  Sm,. 

8)  (555)  :  r,  =  a,  s,  = /?,  ^  =  y; 

n  =  a  4-  y  4-  3m,  =  /jf  4-  5m,  =  2m,. 

9)  [533)  :  r,  ==  a,  s,^  ß,  t,^y\ 

n  =  /5?4-y-h3m^  =  a4-  5m,  =  2m,. 


10)    [255):  r,^a,  s,  = /5?,  i,=  y; 

n  =*  Smj  =  /?  4-  y  4-  5m,  =  a  4-  2m,. 
M)   [525):  r^  =  a,  s,^ß,  t^=y; 

n  =  3m|=a4-y4-5m,  =:/t^4-  2m3. 
12)    [552):  r^^a,  s,  = /?,  ^,  =  y; 

n  =  3m4=a4-/^4-5m,  =  y4-  2m3. 


13)  [355)  :  r,^  a,  s^  ^  ß ,  t^  =  y; 

n  =  a  4-  3mj  =  /^  4-  y  4-  5m,  =  2m3. 

14)  [535):  r,:=a,  s,^ß,  t,=  y; 

n  =  /^4-3m^s=a4-y4-5m,  =  2m3. 
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\5]  {553)  :  r,  =  a,  s^=  ß,  i,  =  y; 


46:   (555)  :  r,=  of,  5,  =  /?,  f,  =  y; 

n  =  3w,  =  a  +  /?  +  y  +  5m,  =  2m,. 

Es  existiren   nun  eine  Anzahl  Methoden  zur  Berechnung 
der  Konstanten  von  R  im  einzelnen  Falle. 

Fasst  man  in  ,^zfJ  \  =  ^(^)  ^^^  Grösse  Z  als  unabhängige 

Variabele  auf,  so  erhält  man,  wie  zuerst  IA^tt Schwarz*)  anführt, 
in  der  Function  z[Z)  den  Quotient  zweier  hypergeometrischer 
Reihen,  resp.  zweier  Riemann'scher  P-Functionen,  und  zwar 
sind  letztere  specielle  Fälle  ein  und  derselben  allgemeineren 
P-Function.  Aus  diesem  Grunde  kann  man  in  einer  Anzahl 
von  Fällen  zur  Gewinnung  von  R  die  von  Riemann**)  ange- 
gebenen rationalen  Transformationen  der  P-Functionen  mit 
einem  willkürlichen  Parameter  verwenden,  die  sich  aus  den 
von  Herrn  Kummer***)  aufgestellten  rationalen  Transforma- 
tionen der  hypergeometrischen  Reihe  ableiten  lassen.  Den  bei 
Riemann  angegebenen  Transformationen  ist,  wie  HerrGot^r^a^f) 
findet,  noch  die  Transformation  zuzufügen ,  welche  die  Func- 
tionen P(J,  V,  I,  Z')  und  P(},  V,  Zv,  Z)  in  einander  überführt. 
Herr  Goursat  betrachtet  nicht  die  P-Functionen ,  sondern  die 
entsprechenden  hypergeometrischen  Reihen ;  er  berechnet  für 
H  und  Z  die  Gleichung : 

Es  ergeben  sich  aus  den  Riemann'schen  Transformationen,  ein- 
schliesslich derGoursat'schen,  alle  zu  den  reducirten  Dreiecken 
der  Schwarz'schen  Tabelle  ff)  gehörigen  R,  mit  Ausnahme  der 

*)  1.  c.  pag.  314;  die  erste  Andeutung  über  diesen  Punkt  findet  sich 
in  der  Abhandlung  desselben  Verfassers :  » Ober  einige  Abbildungsaof- 
gaben«.  Crelle's  Journ.  Bd.  70,  pag.  147. 

**)  Biemann:  »Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gaussische  Reihe 
fa,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functionen«.  Abhandlungen  der  kgl.  Gesellsch. 
4er  Wiss.  zu  Göttingen  Bd.  VII,  oder  Ges.  Werke  pag.  62,  4857. 

***)  Kummer:  «Über  die  hypergeometrische  Reihe«.  Crelle's  Journ. 
Bd.  45,  pag.  39  und  pag.  427,  4836. 

|]  (sQUTzai:  »Th^se  sur  requation  difT6rentielie  lin^aire  qui  admet  pour 
iolegrale  la  sörie  hypergeometrique,  pag.  95  (Paris  4884). 

•H)  Crelle's  Journ.  Bd.  75,  pag.  823. 
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Fälle  XII,  XIV,  XV;  z.  B.  folgt  aus  der  erslen  Transformationen 
für  die  Abbildung  des  Eiementardreiecks  auf  Dreieck  J ,  i,  ^ 
die  Proportion : 

0)  :  *  :  <D  -  »F  =  Z,«  :  2«Z,(Z,-Z,^  :    Z,-2Z^;*. 

Unabhängig  von  jenen  Transformationen  hat  Herr  Brioschi* 
gerade  diese  Fälle  auf  algebraischem  Wege  berechnet.  In  den 
Fällen,  wo  die  Anwendung  der  Riemann'schen  TransforroationeD 
versagt,  führt  eine  von  Herrn  Klein**)  angegebene  Methode 
zur  Berechnung  von  jR  sicher  zum  Ziel ;  beispielsweise  berech- 
net derselbe  auf  diese  Weise  die  R  der  Fälle  XII,  XIV,  XV  der  i 
Schwarz^schen  Tabelle.  Da  bei  dieser  Berechnung  als  singulare 
Stellen  in  der  Z-£bene  nicht  Z  »  0,  oo,  1  verwandt  wurden, 
so  bedürfen  die  drei  Functionen  noch  einer  Reduction,  um  die 
für  unsere  Abbildungszwecke  direct  brauchbaren  jR  darzustel- 
len.   Nach  geeigneter  Umsetzung  nehmen  sie  die  Form  an: 

(XU)  0:V:  0-  W  ^ 

3».z,(z,-z,)«.  {^z,^vz,y 

:  -2«.Z,(3*Z,  +  2*Z,)» 

(3 Z/+3'.  97 Z,*Z,-  2«.3*.i9Z,Z,*+2*^.Z,')S 

(XIV)  <D  :  «F  :  0)  -  »F  = 

Z,(2«.3«Z,«- 3'.7.13Z4Z,-2«.7Z,*;' 
:  «  Z,«(3».7Z.-2«ZJ« 

(Z4-Z,)(2».3«Z/-3'.5.iiZ,«Z,+2».3*.23Z,Z,«+2«»Z,')*, 

(XV)***)       0:  V:0  -  V^ 

2*.  Z4(3«Z,«-  3'.  5«Z,«Z,+  5'.  23 Z,Z^«  -  5*Z,»)» 
:  5».Z,«(Z,-Z,)».(3'Z,-h5ZJ«' 

:  (2.3«Z,'*-3'.5«Z/Z,--2».3*.5»Z/Z,«  +  2.5*.1i.i7Z,«Z,' 
-2.19.5».Z4Z/+5'^Z,'^)«. 


*)  Brioschi :  »Sülle  equazioni  differentiali  del  tetraedro,  deir  ottaedro 
e  deir  icosaedro«,  Annali  di  Matematica,  Serie  II,  t.  40,  pag.  404. 

**)  Klein:  »Über  lineare  Diflerentialgleichungen«.  Math.  Ann.  Bd.  XII, 
pag.  467. 

•♦*)  Wegen  dieses  Falles  vergleiche  man  die  Anmerkung  auf  pag.  66 
von  Bd.  XVil  der  Math.  Ann. 
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Die  fiestimmuDg  der  Coostanten  von  R  kann  man  nun  auch 
in  allen  Fällen  dadurch  bewerkstelligen,  dass  man  in  die  Glei- 
chung : 

li)  _^iJ?L  -   D  /    B'ir^iV^     \ 

welche  aus  Gleichung  (1)  hervorgeht,   wenn  man  jb  =  -^  und 

i;  =  ~  setzt,    für  z^,  ä^,  rj^,  rj^  ihre   Entwicklungen  nach 

hypergeometrischen  Reihen  von  Z  einträgt.  Man  erhält  dann 
durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  Z 
eine  unendliche  Anzahl  von  Bestimmungsgleichungen  für  die 
betreifenden  Constanten.  Auf  diese  Weise  hat  voraussichtlich 
Herr  Goursat,  der  sich  mit  der  allgemeinen  Aufgabe  beschäftigte, 
alle  rationalen  Transformationen  der  hypergeometrischen  Reihe 
aufzustellen,  die  Transformationen  gewonnen,  welche  sich  in 
einer  letzthin  publicirten  Note*)  vorfinden. 

Um  den  soeben  auseinandergesetzten  Weg  einschlagen  zu 
können,  ist  es  nöthig,  die  Darstellung  von  js^  js,  durch  hyper- 
geometrische Reihen  resp.  durch  P-Functionen  in  expliciter 
Form  anzugeben.  'Wir  können  uns  darauf  beschränken,  nur 
die  P-Functionen  für  je  einen  Fall  der  5  unterschiedenen  Klassen 
anzugeben,  da  alle  anderen  sich  aus  diesen  nach  oben  durch 
Anwendung  einer  der  6  linearen  Transformationen  ergeben, 
welche  ihrerseits  nur  auf  ein  Vertauschen  der  Exponentenpaare 
der  betrefTenden  P-Function  hinauskommen.  Greifen  wir  zum 
Beispiel  die  fünf  Fälle  4,  8,  12,  13,  16  der  obigen  Tabelle  her- 
aus, so  lassen  sich  die  5  P-Functionen  besonders  einfach  zu- 
sammenfassend schreiben ,  da  für  alle  Sj  =  5,  =  Tj  =  0  und 
^,  =  ß.  Man  findet ,  dass  dann  z^ ,  z^  unter  den  allgemeinen 
P-Functionen  : 

'A      D  )       ätij         3         5   '  2n,  5       '        2nj 


2 

3 

5 

1 

«1 
3  ■ 

5 

\      an,        8         5  '         2nj 

speciell  diejenigen  sind,  welche  aus  den  Riemann'schen  pß, 
P-    durch  beliebige  analytische  Fortsetzung  erwachsen,  wobei 


*)  Sar  one  dquation  diftärentielle  du  troisi^me  ordre,  Comptes  rendus 
t.9S,  pag.  449  und  609. 
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die  bei  Riemann  noch  unbestimmt  gelassenen  ersten  Coefficien- 
ten  von  P/^,  P?'  sich  ergeben  als  bezüglich : 

Hierbei  ist  Y  ein  aus  den  Grössen  /*,  H,  T  rational  zusammenge- 
setzter Ausdruck,  den  wir  im  einzelnen  Falle  beim  Obergang 
von  der  Function  z  zu  den  Functionen  j?^,  z^  als  constant  an- 
genommen haben ;  der  Werlh  desselben  ist : 

(6)  Y^m-f^'V, 
wo : 

a  =  3  a— 2,r^+^J, 

d  in  (5^)  hat  den  Werth : 

IL  Über  die  Redacirbarkeit  der  Gleichnngr  (1). 
Bei  Untersuchung  der  Gleichung 

drängt  sich  von  vornherein  die  Frage  nach  der  Reducibilitäi 
derselben  auf.  Betrachtet  man  in  (1)  jq  als  unabhängige  Varia- 
bele,  so  werden  zu  jedem  Werte  ij  60  Werte  z  gehören,  und 
man  benölhigt  zur  Darstellung  der  60  Zweige  der  Function  5  // 
einer  60-blättrigen  Riemann'schen  Fläche ,  welche  nothwendig 
zerfallen  muss,  wenn  Gleichung  (i)  reducibel  sein  soll.  Es  ge- 
lingt nun,  aus  der  conformen  Abbildung  heraus  die  Riemann- 
sche  Fläche  ,  auf  welcher  z  als  eindeutige  Function  des  Ortes 
erscheint,  zu  conslruiren.  Eine  generelle  Untersuchuug  aller 
hierhergehörigen  Riemann'schen  Flächen  liefert  das  Resultat, 
dass  alle  Abbildxmgsgleichungen^  welche  zu  Dreiecken  von  Fall  4j 

also  zu  Dreiecken  1-"-,  y,  -~|  ,  gehören^  sich  in  60  Factoren 

(7)  z  =  rai{rj) 

spalten;  diese  Factoren  gehen  aus  einem  hervor,  wenn  man 
auf  z  oder  i]  bezüglich  die  60  nicht  homogenen  Ikosaedersub- 
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stiluüonen  anwendet.  Jeder  solcher  Factor  bleibt  dann  bei  60 
simultanen  Substitutionen  von  rj  und  z  ungeändert.  In  allen 
anderen  Fällen  dagegen  erweist  sich  Gleichung  (i)  als  irredti- 
dbel,  und  es  gibt  selbstverständlich  3600  simultane  Substitu- 
tionen von  f]  und  z,  bei  denen  dieselbe  in  sich  übergeht. 

Im  Falle  z  =  r{ri)  werden  wir  nun  natürlich  diese  Funo- 
lion  r  direct  berechnen  und  von  der  Construction  der  Function 
R[Zij  die  für  unser  Abbildungsproblem  dann  überhaupt  nicht 
mehr  interessant  ist,  Abstand  nehmen.  Man  würde  wohl  über- 
dies am  besten  thun,  hier  R{Z)  nicht  direct,  sondern  eben  aus 

s  =  r[r]]   durch  Einsetzen  in    ,^^      '  ,  zu  construiren. 


in.  InTariantentheoretischer  Ansatz  zur  Bestiinmnngr  von  r. 

Betreffs  der  Abbildungsgleichungen  (7)  haben  wir  eine 
Unterscheidung  zu  machen,  welche  sich  auf  die  simultanen 
Transformationen  der  beiden  Variabelen  z  und  rj  bezieht.  Da 
bei  der  Abbildung  durch  (7)  die  Nenner  der  Winkel  des  abzu- 
bildenden Dreiecks  dieselben  Werthe  haben  als  die  des  Elemen- 
tardreiecks ,  so  werden  die  Subsititutionen ,  welche  z  und  rj 
gleichzeitig  erfahren,  immer  dieselbe  Periode  besitzen.  Aus 
diesem  Grunde  werden  femer  den  Substitutionen  S,  U,  T  von 
der  Periode  bezüglich  3,  5,  2,  welche  zu  den  Ecken  3,  5,  2 
des  Elementardreiecks  gehören,   und  welche  den  Relationen 

s»=  f/»=  r«=  i,  si7r=:  i 

genügen,  drei  Substitutionen  S',  U\  T  entsprechen,  die  zu 
den  Ecken  3,  5,  2  des  anderen  Dreiecks  gehören,  und  welche 
ihrerseits  den  Relationen 

s^  =  [/'» =  r'«  =  i  ^  s'  r/'  r  =  4 

genügen.  Durch  diese  Relationen  ist  aber  die  betreffende  Sub- 
stitutionsgruppe, nämlich  hier  die  Ikosaedergruppe,  vollständig 
definirt,  wie  Herr  Dyck*)  gezeigt  hat;  daher  sind  beide  Grup- 
pen, abstract  genommen,  identisch.  Es  besteht  somit  im  ratio- 
nalen Falle  zwischen  der  Gruppe  der  60  Substitutionen  von  z 
und  der  Gruppe  der  60  Substitutionen  von  ij  holoedrischer  Iso- 
morphismus. 


*)  Dyck:  Gruppentheoretische  Studien,  Math.  Ann.  Bd.  XX,  pag.  4  ff. 
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Hieraus  folgt  nun,  vermöge  einer  bekaonlen  Theorie*., 
aber  auch  direet  aus  der  Lage  des  abzubildenden  Dreiecks, 
dass  die  linearen  Substitutionen,  welche  z  erfährt,  sich  bei  geeig- 
neter Auswahl  des  Factors  z  =:  r(ri)  aus  den  linearen  Substitu- 
tionen ,  denen  man  jeweils  rj  unterwerfen  mag ,  ergeben,  indem 
man  in  letzteren  die  fünfte  Einheitswurzel  e  durch  e^  ersetzt,  wo 

V  SS  1  oder  2  ist. 

Zu  ^  =s  1  gehören  alle  Dreiecke ,  die  sich  an  die  Seiten 
des  Elementardreiecks  anlehnen ^  zu  ^  =  2  alle  die,  welche 
durch  die  das  Dreieck  (|,  |,  |)  [Fall  XIV  der  Tabelle  von 
Schwarz]  umschliessenden  Kreise  gebildet  werden;  für  erstere 
ist  /?  =  ±  1  (mod  5),  für  letztere  ß=±2  (rood  5).  Auf  diese 
Unterscheidung  hat  bei  verwandten,  rein  algebraischen  Unter- 
suchungen zuerst  Uerr  Kronecker**)  aufmerksam  gemacht ;  die 
Herren  Klein***)  und  Gordan -f)  führten  sie  dann  in  die  Theorie 
des  Ikosaeders  ein  und  zwar  mit  der  aus  der  Invariantentbeorie 
herübergenommenen  Bezeichnung  cogredientes  (für  p  ss  \)  und 
contragredientes  (v  =s  2)  Verhalten  der  beiden  Variabeien  z  und 
Tf],    Dementsprechend  werden  wir  die  Dreiecke,  welche  zu  Fall 

VI  der  Schwarz'schen  Tabelle  gehören,  cogrediente,  die,  welche 
zu  Fall  XIV  gehören,  contragrediente  Dreiecke  nennen. 

Was  nun  die  Bildung  von  r{tj)  selbst  angeht,  so  werden 
sich  .gemäss  der  Regeln  der  Invariantentheorie  im  cogredtenten, 
wie  im  contragredienten  Falle  sämtliche  r  aus  zwei  derselben  ra- 
tional ableiten  lassen. 

Im  cogredienten  Falle  gehen  wir  von  den  beiden  Functionen 
bf  bf 

-  und ^  aus;  die  Function  —  -^,  welche  die  Abbildung 

auf  Dreieck  (f ,  |,  ^)  vermittelt,  ist  in  dieser  Hinsicht  zuerst 
von  Herrn  Kleinff)  angegeben  worden.  Jede  weitere,  ein  co- 
gredientes Dreieck  abbildende  Function  stellt  sich  dann  dar  in 
der  Form : 


*)  Man  vergreiche:  Klein,  Theorie  des  Ikosaeders  etc.  Abschnitt  II, 
Kap.  4. 

*♦)  Kronecker,  Berliner  Monatsberichte  4864. 

♦**)  Kle^,  Weitere  Untersuchungen  über  das  Ikosaeder,  Math.  Ann. 
Bd.  XII,  pag.  525. 

•H  Gordan,  Über  die  Auflösung  der  Gleichung  5ten  Grades,  Math. 
Ann.  Bd.  XIII,  pag.  375. 

ff)  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  XII,  pag.  626,  Anmerkung. 
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öl?! 

WO  k  rationale  Function  von  Z;  die  Facloren  T  und  U  niussten 
der  homogenen  Schreibweise  halber  zugefügt  werden ;  our  so 
stellt  sich  A  als  Function  allein  von  Z  dar.  Die  Formel  (8)  ist 
im  Wesentlichen  identisch  mit  der  von  Herrn  Klein*)  durch  Po- 
larenbildung  gewonnenen. 

Im  contragredienten  Falle  liefern  uns  die  beiden  in  z  linea- 
ren Covarianten  0  und  (r,  Q)^  q,  die  sieh  in  der  von  Herrn  Gor- 
dan**)  aufgestellten  Tabelle  contragredienter  Funktionen  vor- 
ünden,  zwei  r{Yj),  aus  denen  man  alle  anderen  zusammensetzen 
kann.     Aus 

®  =  ^*('?i'-7i^,«ij,^)+^,{7ij,«  V+i?,')  und 
erhalten  wir  durch  Nullsetzen  die  beiden  Gleichungen: 

,  =.  I  =  -^yf:i^  und 

Wie  ich  einer  persönlichen  Hitteilung  entnehme,  hat  Herr 
Dyck  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  durch  z  =s  ^- 

die  Abbildung   des  Elementardreiecks  auf  Dreieck  {^y  |,  ^]. 

—  ff 
durch  z  =  —~  die  Abbildung  auf  Dreieck  (|^,  -|,  |)  geleistet 

wird.  Aus  diesen  beiden  Functionen  setzt  sich  jede  weitere, 
die  ein  contragredientes  Dreieck  abbildet,  in  folgender  Weise 
zusammen : 

wo  k  wieder  rationale  Function  von  Z. 

Wir  haben  somit  für  die  rationalen  Fälle  die  Aufgabe  dar- 
auf zurttckgefilhrt,  X  als  rationale  Function  von  Z  zu  berechnen. 


*)  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  XII,  pag.  526. 
**)  Gordan,  Math.  Ann.  Bd.  XIII,  pag.  386. 
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Dasselbe  lässt  sich  stets  aus  der  Bedingung  gewinnen ,  dass  die 
Functionaldeterminanie  [y,  tp]  die  Form  ^""*  /*/*"*  7^"*  be- 
sitzen muss.  Die  Functionaldeterminante  stellt  sich  bis  auf 
eine  nicht  in  Betracht  kommende  Constante  c  dar  im  cogredien- 
ten  Falle  als : 

(io)  [9,  V']  =  c  {(iU«-i-ioA- i)/r»  +  [20A  +  i;i^»/' 

im  contragredienten  Falle  als : 

(11)    [9,,,/,]=/-{2.37(A-7)H»-37(^A«-i-A-U)<2Y^ 

+  Hf[T,  i.]+fT(H,[G„  l]  -  H.[0„  X^ 
+  A/-»(H,[H,,A]-H.[H.,^])|. 

Hieraus  erhält  man  durch  obige  Bedingung  stets  eine  ge- 
nügend grosse  Anzahl  von  Bestimmungsgleichungen  fUr  die 
Coefficienten  der  Potenzen  von  Z  in  k. 

Als  Beispiele  mögen  folgende  Functionen  dienen  ; 

a)  im  cogredienten  Falle  : 

z  = ^)  ,  zu  Dreieck  (4,  i,  i)  gehörig, 

41  H«7'j7j+(//»-84.42'/*)3P- 

b)  Im  contragredienten  Falle  : 

43  T^^-k-l^^f^H^  n     •     I    /i      a      i> 

^  =  4Tfö7Tmr-/V  '"  ^''^^^"'^  ^*'  ^  ^- 

48  7'<9,  -  468/^*//,  n      •     i     .*      o      i 

^  =  43  r-ö;^^87«lfl'.'"  ^'^"^^'^  iM>  i- 

Man  kann  A  nun  auch  gewinnen  durch  directes  Einsetzen 
der  Reihenentwickelungen  von  J3, ,  z,,  i^^,  17,  in  Gleichung  (8) 
und  (10). 

Da  im  rationalen  Falle :  «,  =  /^  =  r^  ss  t^  ss  r^  ^  s^  s=  0 ; 
r,  =  a,  5,  =  /5?,  ^3  =  y  und  n  =  10a  +  6/^  +  15y  —  30, 
so  stellen  sich  allgemein  z^ ,  js,  dar  als  specielle  Fälle  der 
Function : 
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a 


40' 


4    ^    « 


und  besitzen  bezüglich  die  ersten  Coefficienten : 


wo 


Y=:  H'^'fP'  rr-"^ ; 


speciell  zur  Darstellung  von  ij^,  rj^  erhalten  wir: 

i  1        8 


P 


6  ' 


10'     4 
1        JL 


und 


wo 


X  =  H '  f'  r-*. 


IT.  Anwendnngr  der  relatlones  Inter  fanctiones  contifrnas. 
Die  Eintragung  der  P-Functionen  zur  Gewinnung  von  l  im 
rationalen  Falle  gestaltet  sich  nun  besonders  einfach,  da  alle 

cogredienten  y,  i/;  in  ä  =  -^  mit  ^4  ?  ^«?  ^  5-^ »  T^  ^^^  <Jes- 

gleichen  alle  contragredienten  q>j  1/;  mit  0^,  0^,  H^,  H^  con- 

tigue  P-Functionen  sind. 

Was  zunächst  den  cogredienten  Fall  angeht,  so  kann  man 
die  P-FuDCtion,  durch  welche  sich  i;,,  iq^  ausdrücken,  durch 
Mulliplicalion  mit  einem  geeigneten  Factor  Z^(1  —  Z)' auf  die 
Form  bringen : 


19 
6Ö' 


Die  P-Functionen  für  alle  cogredienten  y,  t/;  werden  sich 
(lann  allgemein  schreiben  lassen  : 


80 
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0,        S  +  m,o 

WO  die  ganzen  Zahlen  Ij  m,  n,  p  der  Relation  /-i-fn  +  n-hps=0 
genUgen;  so  hat  man  z.  B.  zur  Darstellung  von  —  jr^,  t^  die 
Function : 

31      ^ 


6U' 
'    60'    i  ^ 


Aus  diesem  Grunde  besteht  zwischen  je  drei  q)  und  ebenso  drei 
yj  im  cogredienten  Falle  eine  lineare  Rdation,  die  relatio  inter 
functiones  contiguas. 

Dasselbe  Resultat  erhalten  wir  für  den  contragredienien 
Fall.    0^,  0,  gehören  zu 

0.  S.  » 


43      i_ 

60'    2 


Hj ,  H,  zu 


0, 


87 
60' 


1-1     11  +  i     l_i 
8  '  60  ^  ^'    2  ^ 


Während  alle  anderen  q>,  tfß  im  contragredienten  Falle  sich  durch 
eine  Function  der  Form 


0 

> 

87 
60 

+  m, 

0 

4 

8 

+ 

/, 

13 
60 

+  n, 

1 

s 

wo  wieder  /-i-m  +  n+p  =  0,  ausdrücken  werden;  dem- 
nach besteht  also  auch  hier  zwischen  je  drei  q>  und  ebenso 
zwischen  je  drei  ip  eine  Relation  der  genannten  Art. 

Damit  ist  nun  unsere  Untersuchung  an  eine  fertige  Theorie, 
an  die  Theorie  der  relationes  inter  functiones  contiguas,  ange- 
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schlössen,  welche  zuerst  Gauss*)  für  die  hypergeometrischen 
Reihen  schuf,  und  die  dann  später  von  Riemann**)  für  die 
P-Functionen  in  systematischer  Weise  entwickelt  wurde. 

Wollte  man  alle  Functionen  r{rj)  mit  Hülfe  der  Functional- 
determinante  berechnen,  so  würden  sich  bald  bedeutende 
Schwierigkeiten  einstellen,  in  Folge  der  grossen  Anzahl  und  des 
hohen  Grades  der  Bedingungsgleichungen  für  die  Constanten. 
Dieser  Weg  ist  nur  so  lange  von  relativ  einfacher  Natur,  so 
lange  der  Grad  von  X  in  Z  kleiner  als  2  ist.  Bei  der  Berech- 
nung der  X  von  höherem  Grade  treten  dann  die  relationes  inter 
fancliones  contiguas  in  ihr  Recht  ein ;  natürlich  kann  man  auch 
die  oben  angeführten,  einfacheren  Beispiele  mit  Hülfe  derselben 
ableiten. 


*}  Gauss:  DisquisitioDes  generales  circa  seriem  infinitem 

Werke.  Bd.  111.  pag.  'ISS. 

♦*)  Riemann:  Ges.  W^erke,  pag.  74. 
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Friedrieh  Engel,  lieber  die  AbeVschen  Relationen  für  die 
Theüwerihe  der  elliptischen  Functionen.  (Vorgelegt  von  Prof. 
Klein.) 

Schon  bei  AbeP)  finden  sich  lineare  Identitäten  zwischen 
den  Einheitswurzeln  und  den  Wurzeln  der  speciellen  Theilungs- 
gleichung  der  elliptischen  Functionen  d.  h.  derjenigen  Gleichung, 
welche  die  zu  rationalen  Theilen  der  Perioden  gehörigen  Func- 
tionswerthe  bestimmt. 

Freilich  gibt  Abel  diese  Identitäten,  welche  wir  kurz  als 
die  »AbeTschen  Relationen«  bezeichnen  werden,  noch 
nicht  in  definitiver  Gestalt.  Sein  grosses  Theorem  lieferte  ihm 
zwar  die  Existenz  solcher  Relationen^  reichte  aber  nicht  aus, 
um  die  auftretenden  Einheitswurzeln  vollständig  zu  bestimmen. 

AbeTs  Andeutungen  ftlhrte  Sy  low  im  Jahre  4864  aus,  er 
bestimmte  die  betreffenden  Einheitswurzeln  und  gab  zwei  Be- 
weise für  die  Relationen.  Später  (1874)  benutzte  er  dieselben, 
um  die  bis  dahin  noch  nicht  bestimmte  Galois^sche  Gruppe  der 
Theilungsgleichung  abzuleiten  **) . 

Schliesslich  gab  Rronecker,  als  er  im  Jahre  4875,  ohne 
Sylow's  Resultate  zu  kennen,  die  Gruppe  der  Theilungs- 
gleichung behandelte***),  auch  einen  Beweis  für  die AbeKschen 
Relationen  und  deutete  noch  verschiedene  Wege  an,  auf  denen 
man  zu  denselben  gelangen  könne.  — 


*)  Oeuvres  compl^tes.  2.  Ausg.  Bd.  I  p.  523 ;  'II  p.  254. 
**)  Christiania  Videnskabsselskabs  Forhandlinger:    4864  p.  68  ff.  und 
4  874  p.  44  8  ff. 

*♦♦)  Berliner  Monatsberichte  von  4876  p.  498  ff.  Kronecker's  Beweis 
findet  sich  auch  in  den  Noten  zu  Abers  Oeuvres  compl^tes  Bd.  II  p.  34  5.  cf. 
auch  Berliner  Monatsberichte  von  4  876  p.  242,  wo  Kronecker  sich  über  das 
Verhällniss  seiner  Untersuchungen  zu  denen  Sylow's  ausspricht. 
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Alle  diese  Untersuchungen  beschäftigen  sich  nur  mit 
sin  am  v,  cos  am  t;  u.  s.  w.,  also  nur  mit  solchen  Functionen, 
welche  bloss  bei  gewissen  nicht  bei  allen  linearen  Transforma- 
tionen  der  Perioden  ungeändert  bleiben.  Dagegen  werden  die 
Weier  st  rassischen  p{u)  und  p'(u) ,  welche  bei  allen  solchen 
Transformattonen  invariant  bleiben,  gar  nicht  berücksichtigt. 

Eine  andere  Bemerkung  ist  die  folgende.  Es  hat  zwar 
Sylow  die  Aberschen  Relationen  in  ihrer  allgemeinsten  Form 
aufgestellt,  doch  geht  er  ebensowenig  wie  Eronecker  auf  die 
Frage  ein,  wie  viele  von  einander  unabhängige  Gleichungen 
durch  diese  Relationen  dargestellt  werden,  oder^  was  dasselbe 
ist,  wie  viele  von  den  Wurzeln  der  Theilungsgleichung  unter 
Ädjunctiou  der  Einheitswurzeln  von  einander  linear  unab- 
hängig sind. 

Mit  diesen  beiden  Punkten,  welche  anscheinend  bisher 
noch  keine  Behandlung  gefunden  haben,  beschäftigt  sich  die 
folgende  Mittheilung.  Dieselbe  behandelt  also  die  Aufgabe, 
einerseits  die  Aberschen  Relationen  für  p  [u)  und  p'{u)  aufzu- 
stellen, andererseits  das  System  dieser  Relationen  näher  zu 
untersuchen. 

§<• 

Durch  die  Anwendung  von  Reihenentwickelungen  finden 
Sylow  und  Rronecker  die  AbePschen  Relationen  zunächst 
in  der  Form : 

Q  \  ' 

WO  €  =  e  "  ,  n  eine  ungerade  Zahl,  b  eine  der  Zahlen  0, 4  bis 
n  —  4  ,  endlich  4fl^  und  2ß,  irgend  zwei  primitive  Perioden 
der  Function  sin  am  [v,  x)  bedeuten. 

4i2f  und  2fi,  hängen  mit  den  bekannten  Grössen  AT  und  K' 
durch  die  Gleichungen  zusammen : 

wobei : 

«54,         ß  =  ^y  =  0  ,         2d  =  2mod.4.     .2a) 
sin  am  [v ,  x)   bleibt  bei  allen  linearen  Substitutionen  von  der 

IhtV-phyi.  CluM.  1884.  8 
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Form  2),  2  a)  invariant.  Da  diese  Substitutionen  durch  Cod- 
gruenzen  rood.  4  definirt  sind ,  können  wir  sin  am  (t; ,  x)  als 
Modulfunction  oder  kurz  als  Function  vierter  Stufe  bezeichnen. 
Dagegen  sind  p(u) ,  p'{ü)  Functionen  erster  Stufe. 

Wenden  wir  auf  die  Function  sin  am  v  eine  ganz  beliebige 
Substitution  2)  an,  bei  welcher  sie  nicht  invariant  bleibt,  so 
multiplicirt  sie  sich  entweder  mit  einem  constanten  Factor  oder 

eeht  über  in :  ^'"  ""^  ^ ,  ^'^  ^°^  ^  •  Für  diese  beiden  Functionen 
^  cos  am  v'    ^amv 

erhalten  wir  daher  aus  4)  durch  Anwendung  der  betreffenden 
linearen  Substitutionen  genau  analoge  Identitäten. 

Diese  Bemerkung  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand,  unser 
erstes  Ziel  zu  erreichen.  Wir  brauchen  uns  bloss  zu  vergegen- 
wärtigen, dass  jede  symmetrische  Verbindung,  also  auch  die 
Summe  aller  Werthe,  welche  eine  Function  m-ter  Stufe  vermöge 
aller  linearen  Transformationen  der  Perioden  annimmt,  eine 
Function  erster  Stufe  liefert.  Wollen  wir  dieses  Princip  an- 
wenden, so  müssen  wir  zunächst  sin  am  t;  rational  durch  p(u. 
und  p'(u)  ausdrücken. 

w^ ,  (o^  seien  irgend  zwei  primitive  Perioden  von  p  [u] : 
ü)X,  cu^ ,  (Jt)p  seien  drei  aufeianderfolgende  Perioden  des  Cyklus: 

w,,  w^  +  w,,  w,;  p\^^)  =  ex. 

Soll  sin  am  (t;,  x)  rational  durch  p(u)  und  p'(u)  ausdrück- 
bar sein,  so  müssen  noth wendig  w^  und  cu,  so  gewählt  werden 
können,  dass  I^K  =  c.w^  ,  2tif'=  c.w,  und  v  =  c.u  wird. 

sin  am  (v ,  x)  wird  aber : 

einfach  Null  bei :  t;  =  0  ,  2iSr  , 

einfach  unendlich  bei:  v  =  lÄT',  ^K-hiK'  . 

Andererseits  wird  "^tt^—  =  g>i(^)  • 

einfach  Null  bei :  m  =  0  ,  — *   , 

einfach  unendlich  bei :    w  =  -^  ,  — j-  -  • 

Also  können  sich  g>^  (u)  und  sin  am  (t; ,  x)  nur  durch  einen 
constanten  Factor  unterscheiden : 

sin  am (v ,  x)  «  C.q>^  (u)  . 

Dividiren  wir  mit  u  und  gehen  zur  Grenze  für  m  =  0  über,  so 
kommt : 
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c 

mithin  : 


3) 


siD  am  [c .  u ,  x]  =  —^c  .(p^ (u)  . 
Betrachten  wir  allgemein : 

SO  haben  wir  : 

|sin  am  (q  •  " »  H)  ==  -  ^^^ .  cpi{u) 

unter  K^,  K^  die  zu  %i  gehörigen  Integrale  verstanden. 

(pl  [u)  ist  hier  eine  Function  zweiter  Stufe,  sie  bleibt  in- 
variant bei  allen  Transformationen  der  Perioden,  welche  e^  in- 
variant lassen.   Ihre  primitiven  Perioden  haben  daher  die  Form  : 

mit  der  Bedingung :    /?  =  0  mod.  2  . 
Aus  \  ]  ergiebt  sich  zunächst : 


n-l 


2'-«««*9.W^=^i±^)  =  0   (i  =  < ,  2,  3)  ,  .     .     5) 

WO  a,  ßj  y,  d  den  in  %a)  angegebenen  Bedingungen  mod. 4 
genügen  müssen.  Beachten  wir  aber,  dass  (px{u)  bei  allen  Sub- 
stitutionen 4),  in  denen  /?  s  0  mod.  2  ist,  sich  nicht  ändert  und 
wenden  dieselben  auf  die  Gleichungen  5]  an,  so  überzeugen 
wir  uns  sofort,  dass  5]  auch  mit  der  einzigen  Beschränkung 
ß  =  0  mod.  2  gültig  bleibt. 

Allerdings  haben  wir  jetzt  nach  dem  oben  angedeuteten 
Principe: 

(2  [e,    (p,  [u]  +  e, .  <jp  Jtt)  +  <?3  •  ^3(^)1  =  -  j^  » 

allein  wir  können  von  diesen  Formeln  noch  keinen  Gebrauch 
machen,  weil  in  5)  die  Argumente  der  q>i  von  dem  Index  X  ab- 
hängig sind. 

Um  diese  Beschränkung  zu  beseitigen,  bemerken  wir,  dass 
mit  5]  zugleich  auch  die  Gleichung : 


36  Fribdricb  Engel, 

stattfiDdel.  Die  linken  Seiten  beider  Gleichungen  unterscheiden 
sich  nämlich  nur  durch  den  Factor:    6~*^  •^. 

Unsere   Gleichung    5)    fand    ursprünglich    statt   im   Falle 
ß  =  0  ,  also  für: 

W  =  i,  ß  =  ^y  y^^j  3 Sil 

Wählen  wir  jetzt  r  =  0  ,  q  ungerade  und  setzen  : 

.    CT;'  =  67;^  +  ^  .  n .  cr^  ,         ^f/  =  ^fi  , 
so  finden  wir,  dass  5)  auch  gilt,  falls : 

Wählen  wir  andererseits  p  =  0  ,  t  ungerade  und  setzen  : 

so  ergiebt  sich  aus  den  eben  gefundenen  Bedingungen  für 
^^  ß :  yj  3j  dass  5)  auch  bestehen  bleibt,  wenn: 

U  =  i,  ß=^ ,  y^^  j  d^ol 

Damit  sind  alle  Möglichkeiten,  welche  mod.2  bei  den  Zahlen 
cc,  ß,  y,  3  eintreten  können,  erschöpft  und  wir  sehen,  dass  in 
den  Gleichungen  4)  und  5)  a,  ß,  y,  d  alle  mit  der  Bedingung 
ad  —  ßy  =s  1  verträglichen  Werthe  annehmen  können.  Dann 
bedeuten  aber  xff^  und  tar«  offenbar  zwei  beliebige  primitive 
Perioden  von  p(u)  und  es  ist: 

'^!e««6.  9,^  (^^-±^\  =  0   (i  =  1  ,  2,  3) 

cr^  =s  au}^  -f-  ßu)^  ,  er,  =  y  w,  -«-  doj^ 

ad  ^  ßy  =  \   . 

Jetzt  haben  wir  in  allen  unsern  Gleichungen  7)  von  dem  Index  X 
unabhängige  Argumente.  Wir  können  daher  aus  7)  vermöge  der 
Gleichungen  6)  die  gewünschten  Relationen  für  die  Functioneo 
erster  Stufe  zusammensetzen. 

Dieselben  stellen  sich  dar,  wie  folgt: 

la  m^  +  bwA 

8)       .     y^a~-±-^—^  ==  0  ,  Va6««^.  J !?--- f  =  0  . 


7) 
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Diess  kurz  der  Gedankengang,  welcher  mich  zuerst  zu  den 
Gleichungen  8)  geführt  hat.  Er  war  zwar  einfach  genug,  aber 
insofern  unbefriedigend,  als  er  die  Functionen  erster  Stufe  p  (u), 
p'{u)  gewissermassen  als  secundär  gegenüber  sinamt«  u.  s.  w. 
erscheinen  Hess.  Ein  direkter  Beweis  der  AbeFschen  Relatio- 
nen 8)  blieb  daher  immer  noch  wünschenswerth.  Einen  solchen 
hat  seitdem  Herr  Professor  Klein  im  Juli  dieses  Jahres  in  seiner 
Vorlesung  über  elliptische  Functionen  vorgetragen  und  er  hat 
mir  gestattet,  denselben  hierzu  reproduciren,  was  in  etwas  er- 
weiterter Form  geschehen  soll. 

§2- 
Wir  bezeichnen  durch  Z(u)  das  elliptische  Integral  zweiter 
Gattung :  —j~  und  wie  früher  durch  cr^ ,  tar, ,  so  jetzt  kurz 
durch  €0^ ,  (ü^  zwei  ganz  beliebige  primitive  Perioden  voti  p  (u) . 
Die  Functionen  -7T-:  und  ^^jpr  werden  im  Periodenparallelo- 
gramm (w^,  wj  beide  an  den  drei  Stellen;  ^J  j  -^ ,  ^  =  ^^     "* 

je  einfach  unendlich.  Sie  lassen  sich  daher  in  der  Form  dar- 
stellen : 


ß-2;^c,.z(u-f)^c. 


9) 


wobei  die  Gonstanten  q  und  C;^  noch  den  Bedingungen : 

c,  +  c,+  C3=0,         C,  +  C,  +  C3=0     .     .     hO) 

genügen  müssen. 

Wir  wollen  q  und  C^  wirklich  berechnen,  wenn  auch  ihre 
Werthe  im  Folgenden  nicht  in  Betracht  kommen.  Nach  dem 
Additionstheorem  der  Function  Z{u)  ist: 

1    p'(ii)  -  p'M 


also: 


Z{u-^v)  =  Z(u)  -Ziv)  .    ^       ,  ^ 

z(.-«)=/M-z(«)-Ki.^f,?.; 
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mithin  ergiebt  sich : 

Da  p"  =  4  .  (p  —  e^)  [p  —  e,)  [p  —  e,)  und  p'(u)  eine  ungerade 
Function  ist,  erbalten  wir: 

3 

1 
wobei  1^5  =  i?4  +  1?» ,  und : 

3 

4  =  2  .J^iq.  [p(ti)  -  e^] .  [p(u)  -  e^]   . 

1 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  die  folgenden  drei : 

/     3  3 


loa) 


3  ^ 


Entsprechend  wird : 


lOi)     . 


1 

3 


Setzen  wir  ftlr  die  Determinante : 


1 

4 

4 

4 

1 

4 

«1 

«t 

c, 

^ 

«• 

«. 

«i 

«.«J 

«3«! 

e,e. 

^* 

''.* 

«/ 

deren  Quadrat   =  ^^  (fft'  — S?^,*)  =—   ist,  kurz   yV^,   so 
wird : 


lUc 


q 


CA=^f' ^^^  (^=^  2,3: 


1  1 

Da  p'{u)  eine  ungerade  Function  ist,  sind  für  6  =  0  die 
Relationen  8)  evident.    Bei  der  Betrachtung  des  Ausdruckes : 
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0     p« 


h'-?) 


können  wir  daher  den  Fall  |u  =  0  mod.  n  ausschliessen  und  er- 
halten : 

0       p'  I«  -1- ij  10^  ' 

»-l  •  n-l 

Das  Glied  ^a«/**.  c^  ist  weggefallen,  da  ^aef^^  bei  der  ge- 

0  0 

machteD  Voraussetzung  verschwindet,    n  ist  vorläufig  beliebig, 
also  nicht  nothwendig  ungerade. 

Für  die  Function  ^7—  treten  nur  die  Ca  an  die  Stelle  der 

c;^,  so  können   wir  uns  auf  die  Betrachtung  von  -7^    be- 
schränken. 

Wir  benutzen  jetzt  eine  für  sinamu  bereits  von  Jacobi*} 
aufgestellte  Formel,  welche  auch  von  Kronecker  1.  c.  erwähnt 
wird.  Dieselbe  findet  sich  in  der  für  unsern  Zweck  geeigneten 
Gestalt  bei  Kiepert  im  Crelle'schen  Journal  Bd.  76  p.  37  u.  38. 
Wir  schreiben  sie  folgendermassen : 

\  n    \n       V      \   I  n  '     V 
Hierbei  ist : 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

so  wird : 

fi — 1  3 

=  ^iq.S;(u)  ,     ...      12) 


W*      p^ 


0       p' 


'h"-?) 


*)  Jacobi's  sttmmtliche  Werke  Bd.  I  p.  272. 
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\  n    I  n  '     V        \         2   1  n  '     V 
In  dem  Ausdruck  für  S^  (u)  ist  von  l  abhängig  bloss  der  Factor: 

Wird  dieser  für  einen  von  l  unabhängigen  Werih  ü  des  Argu- 
III  en  los  u  selbst  von  X  unabhängig  und  also : 

■F,[ü)  =F,(Ö)  =F,{Ü)   , 
so  hukommen  wir: 

S,  (ü)  =  S,  [ü]  =  S3  [ü)  =  S 
und: 

(amA 
w  + -M 
^.-- =  „    ,                   .„e-r-.—— i^i  =  0     . 

Der  eingegebene  Fall  wird  eintreten  können,  wenn  die  beiden 
a-Functionen  in  Zähler  und  Nenner  von  F^  (u)  sich  nur  durch 
einen  geeigneten  Exponentialfactor  unterscheiden,  also  wenn 
ilire  Argumente  um  ganze  Perioden  verschieden  sind.  Denn 
die  a-Function  reproducirt  sich  immer  dann  bis  auf  einen  Ex- 
ponentialfactor, wenn  ihr  Argument  um  eine  ganze  Periode 
wächst.    Auf  diese  Weise  resultirt  für  u  die  Bedingung: 

Wühlen  wir  das  obere  Zeichen,  so  kommt :  fiSO  mod.n ,  was 
ausgeschlossen  ist.     Wählen  wir  das  untere,  so  wird : 

In  n  *  2       ' 

WO    m„    eine    der    drei    Perioden :     — ,     w, ,     ~  -4-  w,      von 

oiti'^--,  10 A  bedeutet  und  &  von  l  unabhängig  sein  muss. 
^  und  T  können  wir  ohne  Beschränkung  =  0  setzen,  denn ; 
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wie  aus  den  Gleichungen  : 

Z(m  4-  r  .  wj  =  Z[u)  +r  -rj^ 
und: 

mit  Leichligkeil  folgt,  t  hat  also  gar  keineu  Einfluss;  q  niulti- 
plicirt  S^  nur  mit  einer  von  l  unabhängigen  Einheitswurzel,  die 
auch  nicht  in  Betracht  kommt.    Es  folgt  daher: 


''a(^'-h^)  = 


Jetzt  müssen  die  Fälle  A.  =  4  ,  2,  3  getrennt  behandelt  werden. 
Man  findet: 

(I  «^1  \ 

I«         7 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken   u  =  ^^  -f-  ^^  —  ^^-  und 

muUiplicirt  sie  hierauf  mit  c  ^^  ,  so  erhält  man  die  F^. 
Man  sieht  aber  bald,  dass  F^ ,  F, ,  F,  gleichzeitig  nur  dann 
von  l  unabhängig  werden  können ,  wenn  ^  =  0  ist.  Wird 
aber  ^  =  0 ,  so  hat  man : 


'-'-"  .1 


Aus  den  Gleichungen  12)  folgen  jetzt  in  der  That  die  Aberschen 
Relationen,  wie  sie  in  den  Gleichungen  8]  enthalten  sind.  Denn 
m^ ,  m^  sind  nach  unserer  Voraussetzung  durchaus  nicht  all- 
gemeiner als  w^,  w^. 

Bemerkt  sei  hier  noch,  dass  man  die  Unabhängigkeit  der 

Grössen  S^  i— |  von  X  auch  beweisen  kann,  indem  man  die 

durch  Reihen  nach  Potenzen  von  q  ausdrückt.  Hier  ist  auch 
npch  folgende  Bemerkung  am  Platze.    Der  Ausdruck: 

hat  im  Parallelogramme  {^Jt)^ ,  oi^)  gerade  2n  einfache  Unendlich- 
keitsstellen : 
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Dabei  ist  von  der  bekannten  Relation: 

Gebrauch  gemacht  worden.     F^,  F,  und  F,  können  also  nur 
gleich  werden,  wenn  n  ungerade,  /t  aber  gerade  ist:    fi  =  26.     j 
Demnach  ergiebt  sich  schliesslich : 

26« 
_         Vi  .  « 


UeBBR  die  AbRL'sCHBN  RsLATIOIfBIf .  4S 

<l>4  (u)  hat  natttrlich  auch  2n  und  nicht  mehr  Nullstellen,  nämlich : 

n  n      '  in  n      ^  '  ' 

Jetzt  ist  aber : 

y.(«)»/).(z(„-^)_z(«-f^)}, 

wo  D  eine  Constante  bedeutet.    Also  folgt : 

0,(u)  =Z).(S,(u)-.S,(u)}  . 

Fassen  wir  das  Gesagte  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass  S^  [u) 
und  S^{u)  nur  für  die  2n  Werthe 

&tti.    .    afti,  01.    .    6a>,    .    ata»    ,  ^      .  .. 

«  =  -ir  +  -r'      T  +  ir  +  V  («  =  »'< ••"-<) 

einander  gleich  werden  können.  Ueberhaupt  zeigt  sich,  dass 
^t  {")  >  S,  (m)  ,  S3  (li)  nur  für  die  n  Werthe : 

6ai-    .    am.    ,  ^      .  .. 

alle  drei  einander  gleich  werden  können.  Da  endlich  (Z>^  [u] , 
<Z>,  (u)  und  (Z>3  [u]  ausser  diesen  n  Nullstellen  sonst  keine  ge- 
mein haben,  verschwinden  auch  die  Ausdrücke : 

Va      /  ,       und       Vac««6.J üi 

nur  an  den  n  Stellen  : 

zu  gleicher  Zeit.  Die  übrigen  8n  Nullstellen  zu  bestimmen, 
welche  jeder  dieser  beiden  Ausdrücke  besitzt,  ist  mir  bis  jetzt 
noch  nicht  gelungen. 

§3. 

Nachdem  wir  so  einen  direkten  Beweis  für  die  Aberschen 
Relationen  8}  kennen  gelernt  haben,  ergeben  sich  nunmehr  die 
Relationen  für  q>x{u)^  sin  am  1;  u.  s.  w.  einfach  als  Folgen  der 
Gleichungen  8). 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  festzustellen,  wieviel  von  ein- 
ander unabhängige  unter  den  Gleichungen  8)  vorhanden  sind. 
Dabei  beschränken  wir  uns  auf  die  Relationen  zwischen  den 
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-7 — ,  weil  für  die  ^-—  genau  dasselbe  gilt.  Ferner  beschriJn- 

P  Ofb  P  a»b 

ken  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  den  Fall,  dass  die  un- 
gerade  Zahl  n  eine  Primzahl  ist. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  eine  gewisse  Verallgemeine- 
rung ^  welche  Sylow  noch  einfuhrt,  nur  formal  ist.  Derselbe 
KtOgl  nämlich  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  von  4864,  dass 
allgenicin: 

wenn  k,  fi,  v,  q  beliebige  ganze  Zahlen,  jedoch  A  und  fi  nicht 
beide 

mod.fisO 

sind. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Gleichungen  43)  von  den  Glei- 
chungen 8)  nicht  wesentlich  verschieden  sind,  bestimmen  wir, 
was  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer  mt^lich  ist, 
a,  (f,  y,  d  aus  folgenden  Bedingungen: 

a  =  A,  ß  ^  H'  1  ad-ßy  ^  \   , 

y .  (Aß  —  ^v)  S  V  ,         5  .  (Aß  —  ^q]  s  q  .  mod.n  . 

Schreiben  wir  ausserdem  noch  für  6(Ap  — ^v)  wieder  6,   so 
finden  wir: 

^^       Va r =  0   [ad  —  Sy  =  \]   . 

^     Ja (gft),  +  /?cüa)  ■¥  6(yft>t  +  «fctf,)V  ^    ^ "        ^^  ^ 

Das  sind  aber  einfach  die  Gleichungen  8).    In  den  Gleichungen 
4l)j  welche  nunmehr  zu  discutiren  bleiben,  können  wir  alle  für 

ft  =1  0    sich  ergebenden  Relationen  ersetzen  durch  die    — - — 

Gleichungen : 

Dieselben  folgen  ersichtlich  daraus,  dass  p'{u)  eine  ungerade 
Function  ist. 

Besonders  nützlich  ist  für  die  folgende  Discussion  die  Be- 
merkung, dass  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  44)  sich 
nur  mit  6*^'^  multiplicirt;  also  Null  bleibt,  wenn  man  von  dem 
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Argumente  des  p'[u)  die  Grösse  t  •  ^—^ — ^— ^    (r  eine  beliebige 

ganze  Zahl]  abzieht. 

Wir  müssen  zwei  Fälle  unterscheiden,  jenachdem  eine  der 
Zahlen  a  und  ß,  sagen  wir  /?,  mod.n  =  0  oder  ^  0  ist. 

I.  Fall.    /i^sO mod.n,   alsoadsl.     Wir  subtrahiren 
im  Argument  ^  °'^*  und  wählen  t  so,  dass: 
6  .  y  —  T  .  a  s  0  mod.  n  . 
Dann  wird : 

0     p" 


'1= 


FUr  a:   ad,  für  6:  &.a  gesetzt  giebt : 

y". r—  =0 A) 


/actff  -••  ooijV 


Alle  Gleichungen  U) ,  in  denen  ^u  =  0  mod.  n ,  kommen  also  auf 
die  Form  A)  zurück. 

II.  Fall.     /?^0 mod.n.     Wir  können  jetzt  stets  errei- 
chen, dass  ^  =  0  wird.    Denn  subtrahiren  wir  im  Argument : 

^-^^ — ^^  und  machen  6 .  <J  —  r .  ^^  =  0  mod.  n ,  setzen  dann: 

6.y  —  r.a  =  flc,  so  wird  :  ß  .xs  --b  mod.  n ,  was  auch  gilt, 
sobald  a  oder  y  mod.  n  =  0  ist.    Somit  erhalten  wir : 

womit  wirklich  p  =  0  geworden  ist.  Schreiben  wir  jetzt  für 
b:  ß.bj  für  a:  /?.a,  dagegen  wieder  für  ß.a:  a,  so 
kommt : 


"i^^  .tab 


0      P'(- 


aa  —  bjw^  +  acüjl 


=  0    .     .     .     B) 


n  / 

Die  Gleichungen  A)  und  B]  stellen  offenbar  nur  dann  von  ein- 
ander und  von  den  Gleichungen  15)  verschiedene  Relationen 

dar,  wenn  b  von  1  ...  ^^^  ,  a  von  0  ...  n  —  1  geht.    A)  und  B) 
rasammen  reprSsentiren  mithin  ^^^  -h  ^'^ ""      oder  — ^  Re- 
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lationen,  d.  h.  ebensoviel  als  es  dem  absoluten  Werthe  nach 
verschiedene  Wurzeln  p'^ ,  ^  giebt.  Daraus  folgt  mit  grosser 
Wahrscheinlichkeit,  dass  auch  die  Gleichungen  A),  B)  noch 
nicht  alle  von  einander  unabhängig  sein  können. 

Es  ist  in  den  Gleichungen  B)  störend,  dass  o)^  mit  dem  zu- 
sammengesetzten Ausdruck  aa  —  b  multiplicirt  ist.  Wir  müssen 
daher  suchen,  aus  B)  solche  Relationen  herzuleiten,  in  denen 
wie  bei  A)  tj^  und  w^  beide  nur  mit  einem  Buchstaben  multipli- 
cirt erscheinen. 

Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  Gleichungen  B)  mit 
^-  Asb  ^^J  Summiren  nach  6  von  0  ...  n  —  1  .    Das  giebt : 

An  Stelle  von  6  fuhren  wir  das  neue  Summationszeichen  r 
ein,  indem  wir  die  Substitution  machen  : 

6  S  aa  —  r  mod.n  . 

So  erhalten  wir: 

Jetzt  multipliciren  wir  mit  £*"(*  ""O  und  summiren  nach  a : 
»-1 


n~l n— 1                       ^^ 
Vi  Vr !^ =  0 


Die  Summation  nach  a  können  wir  ausführen,  denn 

Ü 

ist  nur  dann  ^0  und  zwar  =  n,  wenn:  a  =  «±^mod.n. 
Auf  diese  Weise  behalten  wir  nur  eine  einfache  Summe  übrig, 
nämlich : 


)  ''F 


Für  «  —  /  und  «  +  <  schreiben  wir  bezüglich  h  und  c,  ersetzen 
schliesslich  noch  r  durch  a  und  haben : 
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=  0      .     .     46) 


Setzen  wir  6  =  0,  so  ergeben  sich  offenbar  die  Gleichungen  Ä] , 
welche  somit  als  direkte  Folge  der  Gleichungen  B)  dargestellt 
sind.     Setzen  wir  c  =  0  ,  so  kommt : 

was  sich  auch  schreiben  lässt : 

vMil!'* l-_Uo  . 

Wegen  c***^  —  c"***^  =  8i .  sin ziehen  wir  hieraus : 

n— isin ••  — 1 

Diese  Formel  entspricht  genau  der  ersten  der  beiden  Formeln, 
welche  Krön  eck  er  in  seiner  Abhandlung  (Berliner  Monats- 
berichte von  4875  p.  500)  mit  la  bezeichnet  hat. 

Nachdem  wir  die  Gleichungen  46)  aus  B)  abgeleitet  haben, 
werden  wir  fragen  müssen,  ob  46)  auch  mit  B)  vollständig  äqui- 
valent ist.  Um  dies  nachzuweisen,  multipliciren  wir  46)  mit 
j-«6(ca— /?)  mj^j  Summiren  nach  6.    Das  giebt: 

Im   ersten  Theil  bleiben  nur  die  Glieder    a^ca--  ß  mod.  n 

übrig,   für  vfelche^be^H^-^^^-^ß)  nicht  «  0,  sondern  t»  n 

ü 
wird ;  es  resultirt  mithin : 

0  = = +  M gfüllIÜl^  . 

Jetzt  multipliciren  wir  mit  e*'^^  und  summiren  nach  c,  so  wird: 


,_ln-l*       ^^ 
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n-1 

Im  zweiten  Theil  behalten  wir  nur  die  Glieder:    a^ba—ß 

n-l 

übrig,  für  welche   ^£*^(«"^«'*-/^)  =  n    wird.      Ziehen  wir 

0 

Alles  zusammen,  so  erhalten  wir: 


••■-1  •/?/. 


r=  0 


was  genau  die  Gleichungen  B]  sind. 

Das  Gleichungssystem  B)  kann  folglich  durch  das  System  16; 
ersetzt  werden.  Ersetzen  wir  in  16)  6  und  c  bezüglich  durch 
—  6  und  —  c,  so  brauchen  wir  nur  noch  für  r  —  r  zu  schrei- 
ben, um  uns  zu  überzeugen,  dass  vermöge  1 5]  die  Gleichungen  \  6J 
wieder  in   sich   übergehen.     Lassen  wir  daher  b  bis   n  — 1 

wachsen,  so  darf  c  nicht  >  ^^^  werden.    Somit  können  wir 

die  Gleichungen  1 6)  auch  folgendermassen  schreiben : 

y^  — h  — 1  =  0 


«-1 


i7i 


{-JI^ ?IÜ1— 1=0 

WO  aber  jetzt  b  und  c  beide  nicht  >  ^^^  werden  dürfen. 

Femer  sind  die  Gleichungen  17)  i.  B.  auf  b  und  c  sym- 
metrisch; \Tß)  giebt  für  6  =  c  nur  0  =  0  ,  endlich  für  6  =  0 
oder  c  SS  0  werden  17a)  und  17^)  mit  einander  identisch. 
Wir  erhalten  daher  aus  1 7)  nur  dann  lauter  von  einander  und 
von  den  Relationen  1 5)  verschiedene  Gleichungen,  wenn  wir: 

4)m47o):    6=0,    c-l--^;   b^c^i--'^, 
i)  in  iTa)  nnd  in  iTii):    ft  =  l..!L^      c  =  b-hi.-~r 
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werden  lassen.  Kurz,  wir  erhalten  n  —  1  Gleichungen  vermehrt 
um  die  Anzahl  aller  Combinationen  [b ,  c)  mit  der  Bedingung 
6  <  c .    Das  sind  aber : 

n  —  <  +  2  •  ^ j-~ =  — j—  Gleichungen. 

Sind  dieselben  alle  von  einander  unabhängig  ?    Wir  schla- 
gen einen  indirekten  Weg  ein,  um  diess  nachzuweisen.    Es  ist 

stets  möglich,  die  n*— 1    Grössen    - —   durch  die  Einheits- 

wurzeln  und  durch  n*  Grössen  A^^,  ^  linear  auszudrücken. 
Setzen  wir  nämlich : 

^a»  6=  ^      /aio,  +  6ai,V    '    '      ...      49) 

so  wird : 

Ftir  die  Grössen  Af,yc  ergeben  sich  aus  den  -^-r — -  Glei- 
chungen 15)  und  46)  folgende         ""      Relationen: 

Diese  Relationen  sind  alle  von  einander  unabhängig.  Folglich 
sind  von  den  ilj,  ^  gerade  — r —  unabhängig  und  die  Glei- 
ehungen  16)  bestimmen  also  die  -; —  als  lineare  Functionen 

fl*  —  4  P  uib 

von  — —  unabhängigen  Grössen.    Daraus  folgern  wir  weiter, 

dass  die  Gleichungen  16)  von  einander  unabhängig  sind  und 
dass  ihre  Zahl  nicht  weiter  reducirt  werden  kann. 

Es  ist  demnach  hier  das  Verhältniss  geradeso,   wie  bei 
der  Multiplicatorgleichung   für   das  Jacobi^sche    M   oder    für 

Y  jn  o^cr  V  '^  (unter  ^  das  transformirte  ^  bei  der  Trans- 
formation n-ler  Ordnung  verstanden).  Auch  die  n  -H  1  Grössen 

M  oder  y  -^  lassen  sich  nämlich  vermöge  der  sogenannten 
'Jacobi'scben  Relationen«  gerade  aus  halb  soviel  d.  h.  aus 
-j—  Grössen  mit  Httlfe  der  Einheitswurzeln  linear  zusammen- 
setzen. 

X&tb..p1i78.  CUsse  1B84.  4 


( 
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Geoau  wie  im  Vorhergehenden  finden  wir  qoch : 

22) 

wobei  : 


f  /awjj^_6«^\ 


«8«) ^'C^"""*- 


Endlich  wird : 
83)     .     .     . 


n-l 


Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Grossen  Af,,  ^  durch  ff[v) 
ausdrucken.  Die  Gleichung  hh)  eeigt  uns  dazu  unmittelbar  den 
Weg.    Es  war  dort  nämlich : 

Für  ^  =  0  wird  ausserdem 

n-l 


<r'(tt 


2'-z(«+^') 


■»-  G, .  u  , 


0        >  »       *(-T'««) 

n-l 

wenn    ^  p  (— )  =  G^  gesetzt  wird.    Erinnern  wir  uns  jetzt, 
dassnach  19),  9)  und  40c): 


0     p' 

3 


n-l 
-^6  >  0  '^     ^ 


n-l 
3 


1  10^  ' 
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Wir  finden  dann,  wenn  c  ^  0  mod.n  : 

und  wenn  c  s  0  mod.  n  : 


3         «»'(^-1^ 


1  n        a 


a»,       \ 
'•''"*Ui.^ic;i(n.,,i-G,.«^.25) 


Die  Werthe  der  ^5,  ^  geben  aus  84)  und  25]  hervor,  indem 
bloss  q  durcb  Cj^  ersetzt  wird. 

Offenbar  sind  aus  den  Gleichungen  24)  und  25)  die  Re- 
lationen 21)  zwischen  den  A^,  ^  nicht  ohne  Weiteres  ablesbar. 
Dieser  Umstand  wird  es  rechtfertigen^  dass  wir  die  Grössen 
Af^j  c  nicht  von  vornherein  durch  ihre  Ausdrücke  24)  und  25) 
definirt  haben,  sondern  von  der  allgemeinen  Form  der  Aberschen 
Relationen  ausgehend  die  Gleichungen  24)  abgeleitet  haben.  Ja 
es  ergeben  sich  nunmehr  aus  21),  24)  und  25]  zusammen-* 
genommen  eine  Menge  interessanter  Relationen,  auf  welche  ein- 
zugehen freilich  nicht  Zweck  dieser  Hittheilung  sein  kann.  Ein 
Beispiel  mag  genügen.    i4^,  ^  =  0  giebt: 

3 

1 
was  mit  den  bekannten  Relationen : 

in  Einklang  sieht. 


Bericktigangeii. 

pag.  34  in  der  Mitte  lies ;  «1 ,  Wj,  —  (Wj  +  wj ;  p  j^j  »s  ei . 

an  Stelle  von :        o), ,  o),  -•-  oi, ,  oi, ;  p  j^j  ä  ei  . 

»    14  Zeile  7  V.  u.  Uess :  null  statt  Null 

»    36     »    43  v.o.     »       m'x^  wXt  für  w'x=^  tox, 

»    47     »      8  V.  n.     »      diess  statt  dies. 
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Karl  BohB,  Ueber  Flächen  4.  Ordnung  mä  acht  bis  sechzehn 
Knotenpuncten.    Vorgelegt  von  Prof.  Dr.  Klein, 


Die  vorliegende  Note  hat  den  Zweck,  eine  Reihe  von  Re- 
sultaten Ober  die  Flächen  4.  Ordnung  mit  Knotenpuncten  zur 
allgemeinen  Kenntniss  zu  bringen.  Sie  entschlägt  sich  jedoch 
vollkommen  der  Beweise  für  die  gefundenen  Sdlze,  da  ich  die- 
selben in  einer  ausführlichen  Arbeit  zu  publiciren  beabsichtige 
und  zwar  verbunden  mit  einer  andern  Reihe  von  Vorstellungen 
und  Sätzen,  die  ich  zum  grossen  Theil  jetzt  schon  besitze,  deren 
endgültige  Einfühnmg  und  Formulirung  indess  noch  einige  Ver- 
wandlungen durchlaufen  dürfte.  Eine  vorläufige  Veröffent- 
lichung schien  mir  bereits  im  Interesse  der  gewonnenen  Re- 
sultate für  angezeigt.  Der  Hauptgrund  dieser  Publication  ist 
aber  darin  zu  suchen,  dass  dieselbe  einige  Resultate  von  Herrn 
Cayley  berichtigt,  welche  letztere  bereits  in  das  umfassende 
Werk  der  Eaumgeometrie  von  W,  Fiedler  übergegangen  sind. 

Bevor  ich  mit  der  Auseinandersetzung  dieser  Stttze  beginne, 
muss  ich  der  einschlägigen  Abhandlungen  von  Herrn  Cayley 
gedenken,  die  sich  im  5.  Bande  der  Proceedings  of  the  London 
Mathematical  Society  befinden,  und  als :  First,  second  and  third 
memoir  on  Quartic  surfaces  betitelt  sind.  Die  erste  Arbeit  be- 
handelt Flächen  4.  Ordnung  mit  8,  9  und  10  Knotenpuncten. 
Herr  Cayley  gelangt  bei  den  Flächen  mit  8  und  9  Knotenpuncten 
zu  Sätzen,  welche  sich  unter  anderen  auch  in  dieser  Note  vor- 
finden. Die  Resultate  für  Flächen  mit  10  Knotenpuncten  sind 
jedoch  nicht  mehr  ganz  correct;  ausserdem  bleibt  die  Frage 
über  das  Auftreten  des  Symmetroides  in  einem  Büschel  von 
Flächen  mit  9  gemeinsamen  Knotenpuncten   [einer  der  inter- 
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essantesten  Puncte)  in  ein  mystisches  Dunkel  gehttllt.  Die 
zweite  Abhandlung  zeigt,  dass  das  Symmetroid  die  Eigenschaft 
hat,  dass  der  Tangentenkegel  aus  jedem  seiner  zehn  Knoten- 
puncte  in  zwei  Kegel  3.  Ordnung  zerfällt;  lässt  aber  jenes 
Dunkel  unaufgeklärt.  In  der  dritten  Abhandlung  beweist  Herr 
Cayley,  dass  jede  Fläche  mit  40  Knotenpuncten,  fQr  welche  der 
Tangentenkegel  aus  nur  einem  Knoten punct  in  zwei  Kegel 
3.  Ordnung  zerfallt,  ein  Symmetroid  ist.  Ausserdem  wird  eine 
Methode  zur  Behandlung  von  Flächen  mit  40  bis  16  Knoten- 
puncten  angegeben.  Dieselbe  wird  für  die  Fläche  mit  46  Kno- 
ten, die  Fläche  mit  45  Knoten,  die  Fläche  mit  44  Knoten  und 
eine  Fläche  mit  43  Knoten  durchgeführt.  Es  sind  das  jedoch  nur 
Flächen,  zu  denen  bereits  früher  Herr  Kummer  gelangt  war. 
Für  die  Behandlung  der  übrigen  Flächen  mit  43,  42,  4  4  und 
10  Knotenpuncten  scheint  jene  Methode  ungeeignet;  jedenfalls 
haben  sich  dabei  grosse  Schwierigkeiten  in  den  Weg  gestellt, 
da  ihre  Behandlung  weder  von  Herrn  Cayley,  noch  auch  von 
anderer  Seite  *j  durchgeführt  ist.  Es  wird  in  dieser  Abhandlung 
auch  die  Existenz  einer  Fläche  mit  4  3  Knotenpuncten  behauptet, 
deren  Tangentenkegel  aus  jedem  Knotenpuncte  in  drei  Kegel 
ä.  Ordnung  zerfällt;  eine  solche  Fläche  existirt  aber  nicht;  da- 
gegen gibt  es  eine  andere  Fläche  mit  43  Knotenpuncten.  Von 
den  Flächen  mit  4  2  Knotenpuncten  werden  drei  Arten  angege- 
ben; es  gibt  indessen  vier  Arten.  Von  den  Flächen  mit  4  4 
resp.  40  Knotenpuncten  ist  nur  je  eine  Art  angegeben. 

Ich  nenne  ferner  zwei  wichtige  Arbeiten  von  Herrn  Kummer, 
die  denjenigen  von  Herrn  Cayley  vorausgegangen  sind.  Die 
erslere  behandelt  die  algebraischen  Strahlensysteme  insbesondere 
der  4.  und  2.  Ordnung  und  findet  sich  in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Academie  von  4866  p.  4 — 420.  Hier  werden  zuerst  die 
Flächen  mit  42  bis  46  Knotenpuncten  aufgestellt,  die  sich  auch 
in  jenen  Abhandlungen  von  Herrn  Cayley  wiederfinden.  Die 
zweite  behandelt  die  Flächen  4.  Grades,  welche  von  einer  Schaar 
von  Flächen  zweiten  Grades  eingehüllt  werden  und  ist  in  den 
Monatsberichtender  Berliner  Academie  von  4872  enthalten. 


*)  ich  sage  damit  nicht,  dass  nicht  eine  oder  die  andere  Fläche  ge- 
i^entlich  behandelt  wurde  (vergl.  die  späteren  Anmerkungen);  dagegen 
{ebit  eine  vollständige  Aufstellung  aller  existirenden  Flächen. 
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Fliehen  4.  Ortnug  mit  S  Us  10  KneteapBneteB  *)• 

Sieben  Knotenpuncte  einer  Fläche  4.  Ordnung  können  be- 
liebig angenommen  werden,  es  gibt  dann  noch  sechsfach  un- 
endlich viele  Flächen  mit  den  vorgegebenen  7  Knotenpuncteo. 
Soll  die  Fläche  noch  einen  weiteren,  achten  Knotenpunct  er- 
halten, so  muss  derselbe  einer  Bedingung  genügen,  wenn  anders 
die  Fläche  irreducibel  sein  soll.  Es  sind  dabei  noch  zwei  ver- 
schiedene Fälle  zu  unterscheiden. 

Ein  Mal  kann  der  achte  Knotenpunct  mit  den  7  gegebenen 
Knotenpuncten  zusammen  den  vollständigen  Durchschnitt  dreier 
Flächen  2.  Grades  bilden;  solcher  Flächen  gibt  es  bei  vorgege- 
benen Knotenpuncten  noch  fünffach  unendlich  viele.  Auf  diesen 
Flächen  gibt  es  einfach  unendlich  viele  Gurven  4.  Ordnung, 
welche  alle  8  Knotenpuncte  passiren;  sie  werden  umhüllt  von 
einer  Schaar  von  Flächen  2.  Grades^).  Solche  Flächen  wollen 
wir  als  synygetische  Flächen  mit  8  Knotenpuncten  bezeichnen. 

Zum  andern  gibt  es  Flächen  mit  8  Knotenpuncten,  welche 
nicht  den  vollständigen  Schnitt  dreier  Flächen  2.  Grades  bilden; 
wir  nennen  sie  asyzygetische  Flächen.  Die  Abhängigkeit  des 
achten  Knotenpunctes  von  den  7  übrigen  ist  auf  folgende  Weise 
charakterisirt. 

Ersichtlicher  Weise  muss  es  eine  Raumcurve  8.  Ordnung 
geben,  welche  auf  einer  Fläche  2.  Grades  liegt  und  welche  jene 
8  Puncte  zu  Doppelpuncten  hat.  Dieses  Kriterium  kann  durch 
das  folgende  ersetzt  werden:  Es  müssen  die  vier  Curven 
4.  Ordnung  zweiter  Species,  welche  man  durch  die  8  Puncle 
hindurchlegen  kann,  zu  zwei  auf  zwei  Flächen  2.  Grades  liegen. 
Es  ist  dieses  nur  eine  einzige  Bedingung,  da  immer,  wenn  zwei 
von  den  Curven  4.  Ordnung  zweiter  Species  auf  einer  Fläche 
2.  Grades  liegen,  auch  durch  die  beiden  übrigen  eine  Fläche 
2.  Grades  gelegt  werden  kann.  Endlich  können  wir  das  Krite- 
rium noch  in  einer  dritten  Form  angeben.  Wenn  wir  nämlich 
die  fünffach  unendlich  vielen  Flächen  4.  Ordnung,  welche  die 


*]  Es  mag  noch  einmal  hervorgehoben  werden,  dass  sich  einige  der 
Sätze  über  Flächen  4.  Ordnung  mit  8  oder  9  Knotenpuncten  bereits  bei 
Herrn  Cayley  a.  a.  O.  vorfinden. 

**)  Kummer,  Monatsberichte,  Juni  4872. 
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vorgegebenen  7  Punete  zu  Knotenpuncten  haben  und  durch  den 
achten  Punct  einfach  hindurchgehen,  betrachten,  so  finden  wir, 
dass  sie  in  dem  letzteren  Punete  alle  eine  gemeinsame  Tangente 
besitzen,  falls  dieser  Punct  den  achten  Knotenpunct  einer  ir- 
reduciblen  Fläche  bilden  kann. 

Die  Bedingung,  welcher  der  achte  Knotenpunct  genügen 
mass,  zwingt  ihn,  auf  einer  gewissen  Fläche  6.  Ordnung  zu 
Meiben:   diese  Fläche  wollen  wir  kurz  die  Knotenfläche  der 

7  vorgegebenen  Punete  nennen.  Von  ihren  Eigenschaften  mögen 
nur  die  folgenden  hervorgehoben  werden.  Die  Knotenfläche  be- 
sitzt die  7  Punete  als  dreifache  Punete ;  femer  gehören  deren 
i\  Yerbindungslinien ;  sowie  die  7  Raumcurven  3.  Ordnung 
durch  je  6  dieser  Punete  der  Fläche  an.  Sie  enthält  endlich  die 
Ranmcurve  6.  Ordnung,  welche  den  Ort  der  Scheitel  aHer  Kegel 
bildet,  die  durch  die  7  Grundpuncte  hindurchgehen. 

Bei  den  Flachen  mit  9  Knotenpuncten  sind  wieder  zwei  ver- 
schiedene Arten  zu  unterscheiden.    Die  syzygetische  Fläche  mit 

8  KDotenpuncten  gibt  Veranlassung  zu  einer  syzygetischen  Flache 
mit  9  Knotenpuncten.  Der  neunte  Knotenpunct  muss  dabei  noth- 
wendig  auf  der  Jaeobi'schen  Curve  der  8  syzygettschen  Grund- 
puncte liegen.  Es  gibt  noch  dreifach  unendlich  viele  syzygeti- 
sche Flächen  mit  9  gemeinsamen  Knotenpuncten.  Die  Fläche 
wird  wieder  von  einer  Schaar  von  Flächen  2.  Grades  umhüllt, 
worunter  sich  ein  Kegel  befindet,  dessen  Scheitel  im  neunten 
Knotenpuncte  liegt.  So  zerfallt  der  Tangentenkegel  6.  Ordnung 
aus  diesem  Punete  in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und  einen  Kegel 
4.  Ordnung,  während  der  Tangentenkegel  6.  Ordnung  aus  den 
übrigen  Knotenpuncten  irreducibel  ist. 

Die  asyzygetische  Fläche  mit  8  Knotenpuncten  liefert  eine 
astjsygetische  Flache  mit  9  Knotenpuncten.  Der  neunte  Knoten- 
punct liegt  hierbei  noth wendig  auf  einer  Curve  18.  Ordnung, 
die  wir  als  Knotenctirve  bezeichnen  wollen.  Alle  doppelt  un- 
endlich vielen  Flächen  4.  Ordnung,  welche  die  8  Grundpuncte 
zu  Knoten  besitzen  und  durch  einen  und  denselben  Punct  der 
botencurve  hindurchgehen,  berühren  sich  in  diesem  Punete, 
hierdurch  ist  die  Knotencurve  definirt.  Es  gibt  noch  einfach  un- 
endlich viele  asyzygetische  Flächen  mit  9  gemeinsamen  Knoten- 
puncten; sie  bilden  ein  Büschel ;  die  9  Knotenpuncte  sind  gleich- 
berechtigt. 

Von  den  Eigenschaften  der  Knotencurve  sind  zu  erwähnen, 
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dass  sie  die  8  Grundpuncte  zu  dreifachen  Puncten  hat;  die  drei 
Aeste  in  einem  jeden  solchen  Puncte  berühren  eine  Ebene.  Die 
Knotencurve  schneidet  die  S8  Verbindungslinien  der  Grund- 
puncte, abgesehen  von  den  Grundpuncten  selbst,  je  zwei  Mal. 
Sie  schneidet  ferner  die  15  Raumcurven  3.  Ordnung,  welche 
durch  je  sechs  der  8  Grundpuncte  sich  bestimmen,  je  zwei  Mal. 

Bei  den  Flächen  mit  10  Knotenpuncten  sind  drei  wesentlich 
verschiedene  Arten  aufzustellen.  Von  den  syzygetischen  Flächen 
mit  9  Knoten  gelangt  man  zu  syzygetischen  Rächen  mit  40  Knoten, 
Der  zehnte  Knotenpunct  kann  wiederum  beliebig  auf  der  schon 
vorher  erwähnten  Jacobi' sehen  Curve  6«  Ordnung  der  8  syzy- 
getischen Grundpuncte  liegen.  Unter  der  Schaar  der  berühren- 
den Flächen  2.  Grades  gibt  es  jetzt  zwei  Kegel,  deren  Scheitel 
resp.  im  neunten  und  zehnten  Knotenpuncte  liegen.  Die  Tan- 
gentenkegel 6.  Ordnung  in  diesen  Knotenpuncten  zerfallen  also 
in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und  einen  Kegel  4.  Ordnung,  wäh- 
rend die  Tangentenkegel  aus  den  andern  Knoten  irreducibel 
sind.  Es  gibt  noch  einfach  unendlich  viele  syzygetische  Flächen 
mit  40  gemeinsamen  Knotenpuncten. 

Die  asyzygetischen  Flächen  mit  9  gemeinsamen  Knoten- 
puncten, welche  wie  schon  bemerkt  ein  Büschel  bilden,  liefern 
noch  zwei  verschiedene  Arten  von  asyzygetischen  Flächen  mit 
40  Knoten.  Unter  den  Flächen  jenes  Büschels  gibt  es  noch 
13  Flächen,  welche  einen  zehnten  Knotenpunct  aufweisen.  Von 
diesen  13  Flächen  sind  42  gleichartig,  eine  dagegen  ist  aus- 
gezeichnet. Die  IS  gleichartigen  Flächen  haben  die  Eigenschaft, 
dass  ihre  1 0  Knotenpuncte  gleichberechtigt  sind,  tind  dass  die 
Tangentenkegel  6.  Ordnung  aus  denselben  irreducibel  sind;  wir 
nennen  dieselben  kurz  asyzygetische  Flächen  mit  40  Knoten. 

Auch  bei  der  auspejseicAne^en  Fläche,  welche  in  dem  Büschel 
vorkommt,  sind  die  1 0  Knotenpuncte  gleichberechtigt ;  aber  die 
Tangentenkegel  6.  Ordnung  aus  denselben  zerfallen  in  zwei 
Kegel  3.  Ordnung.  Eine  solche  Fläche  nennt  man  Symmetroid, 
da  ihre  Gleichung  in  die  Form  einer  viergliedrigen  Determi- 
nante gebracht  werden  kann,  deren  Elemente  lineare  Functionen 
der  Variablen  sind.  Unter  dem  Büschel  von  asyzygetischen 
Flächen  mit  9  gemeinsamen  Knotenpuncten  gibt  es  also  1 3  Flä- 
chen, welche  noch  einen  zehnten  Knotenpunct  besitzen  und 
unter  diesen  befindet  sich  ein  Symmetroid. 

Den  Flächen  mit  8,  9  und  10  Knotenpuncten,  welche  wir 
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bis  jetzt  aufgezählt  haben,  sind  noch  einige  weitere  Flächen 
zuzuzählen,  die  man  erhält,  wenn  man  sechs  von  den  Ursprung-« 
lieh  gewählten  7  Knotenpuncten  in  einer  Ebene  und  zwar  auf 
einem  Kegelsohnitte  annimmt.  Es  gibt  dann  noch  ausserhalb 
dieser  Ebene  zwei,  drei  oder  vier  Knotenpuncte,  die  im  letz- 
teren Falle  wieder  in  einer  Ebene  liegen  können,  welche  zwei 
jener  ersten  6  Knoten  enthält.  Auch  diese  Flächen  haben  inter- 
essante Eigenschaften,  auf  die  ich  jedoch  hier  nicht  weiter 
eingehe. 

Fliehen  4.'0rdnnng  mit  11  Knotenpnneten. 

Von  den  Flächen  mit  1 0  Knotenpuncten  ausgehend,  gelangt 
man  zu  Flächen  mit  11  Knotenpuncten,  deren  es  im  Ganzen 
vier  Arten  gibt.  Zunächst  erkennt  man,  dass  es  in  dem  Büschel 
von  syzygetischen  Flächen  mit  1 0  gemeinsamen  Knotenpuncten 
noch  lOFlächefi  gibt,  welche  einen  weiteren  eilften  Knotenpunct 
besitzen.  Solche  Flächen  nennen  wir  syzygetische  Flächen  mit 
ii  Knoten.  Sie  werden  wieder  umhtlllt  von  einer  Schaar  von 
Flächen  2.  Grades,  unter  welchen  es  drei  Kegel  gibt,  deren 
Spitzen  resp.  in  dem  9.,  10.  und  1 1 .  Knotenpunct  liegen.  Die 
Tangentenkegel  6.  Ordnung  aus  diesen  drei  Knotenpuncten  zer- 
fallen also  je  in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und  einen  Kegel 
I.Ordnung  mit  zwei  Doppelkanten,  während  die  Tangenten- 
kegel aus  den  übrigen  Knotenpuncten  irreducibel  sind.  Hier- 
durch ist  die  Fläche  charakterisirt,  ihre  weiteren  Eigenschaften 
Men  hier  unerwähnt  bleiben. 

Von  den  asyzygetischen  Flächen  kann  man  nun  nicht  ohne 
Weiteres  zu  Flächen  mit  1 1  Knotenpuncten  übergehen.  Es  gibt 
jedoch  eine  specielle  Art  von  solchen  asyzygetischen  Flächen 
mit  10  Knotenpuncten,  welche  uns  unmittelbar  zu  Flächen  mit 
H  Knotenpuncten  hinleiten.  Nimmt  man  nämlich  10  Puncte, 
welche  den  vollständigen  Durchschnitt  zweier  Raumcurven 
l.  Ordnung  zweiter  Species  bilden,  und  macht  sie  zu  Knoten- 
puncten einer  asyzygetischen  Fläche,  so  gibt  es  ersichtlich  noch 
ein  ganzes  Büschel  von  solchen  Flächen,  und  unter  ihnen  sind 
iO  asyzygetische  Flächen  mit  11  Knotenpuncten.  Man  kann  nun 
aber  zeigen ^  dass  dieses  die  allgemeinsten  derartigen  Flächen 
sind*  Zunächst  kann  man  nämlich  7  Knoten  und  einen  achten 
Knoten  beliebig  auf  der  zugehörigen  Knotenfläche  annehmen. 
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Der  neunte  Knoten  muss  dann  auf  der  Knotencurve  liegen;  wird 
er  nun  auf  dieser  beliebig  gewählt,  so  kann  die  Fläche  nur  noch 
einen  zehnten  Knotenpunct  erhalten.  Wählt  man  aber  den 
neunten  Knotenpunct  auf  der  Knotencurve  so,  dass  es  auf  einer 
zugehörigen  Fläche  4.  Ordnung  noch  zwei  Schaaren  von  Raum- 
curven  4.  Ordnung  erster  Species  gibt,  so  existirt  eine  Fläche, 
welche  die  gegebenen  9  und  noch  2  weitere  Knotenpunote  be- 
sitzt. Von  dieser  Fläche  zeigt  man  wieder,  dass  40  ihrer  Knoten- 
punote den  vollständigen  Durchschnitt  zweier  Raumcurven 
4.  Ordnung  zweiter  Species  bilden.  Für  diese  10  Knotenpunote 
zerfällt  der  zugehörige  Tangentenkegel  6.  Ordnung  in  einen 
Kegel  3.  Ordnung  mit  und  einen  Kegel  3.  Ordnung  ohne  Doppei- 
kante.  Der  Tangentenkegel  aus  dem  letzten  Knotenpuncie  ist  ir* 
reducibel. 

Ausser  den  genannten  beiden  Flächenarten  gibt  es  noch 
zwxi  weitere.  Für  eine  Flächenart  mit  1i  Knoten  liegen  zwei 
Mal  6  Knotenpuncte  auf  je  einem  Kegelschnitt  (zwei  Knoten  sind 
natürlich  beiden  Kegelschnitten  gemeinsam),  der  eilfte  Knoten- 
punct bildet  den  Doppelpunct  einer  Curve  4.  Ordnung,  welche 
die  beiden  Kegelschnitte  je  4  Mal  trifft.  Für  einen  Knotenpunct 
zerfällt  der  Tangentenkegel  in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und 
einen  Kegel  4.  Ordnung  mit  zwei  Doppelkanten,  für  zwei  andere 
Knoten  zerfällt  er  in  zwei  Ebenen  und  einen  Kegel  4.  Ordnung 
mit  einer  Doppelkante,  für  die  8  übrigen  endlich  zerfällt  er  in 
eine  Ebene  und  einen  Kegel  5.  Ordnung  mit  5  Doppelkanten. 

Für  die  andere  Flächenart  mit  44  Knoten  liegen  ein  Mal 
6  Knotenpuncte  auf  einem  Kegelschnitt.  Es  gibt  alsdann  durch 
diese  6  Knotenpuncte  fünf  Raumcurven  6.  Ordnung,  welche  in 
je  4  der  fünf  weiteren  Knotenpuncte  einen  Doppelpunct  be- 
sitzen. Für  die  letzteren  5  Knotenpuncte  ist  der  Tangentenkegel 
6.  Ordnung  irreducibel,  für  die  ersteren  zerfällt  er  in  eine  Ebene 
und  einen  Kegel  5.  Ordnung  mit  5  Doppelkanten.  Auch  hier 
lasse  ich  die  weiteren  Eigenschaften  dieser  Fläche  unberück- 
sichtigt. 

Flüchen  mit  12, 18, 14, 16  und  16  Knotenponoten. 

Die  Flächen  mit  46,  45  oder  44  Knotenpuncten  liefern  nur 
je  eine  Art  und  treten  in  der  citirten  Abhandlung  von  Herrn 
Kummer  als  Brennflächen  der  Strahlensysteme  2.  Ordnung  und 
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zweiter  resp.  dritter  resp.  vierter  Classe  auf;  sie  kibunen  des- 
halb hier  übergangen  werden. 

Die  Flächen  mü  13  Knotenpuncten  liefern  zwei  Arten.  Die 
eine  Art  ist  die  Brennfltfche  des  Strahlensystems  2.  Ordnung  und 

5.  Classe.  Der  Tangentenkegel  6.  Ordnung  zerfoUt  für  einen 
Knotenpunct  in  3  Ebenen  und  einen  Kegel  3.  Ordnung,  für  drei 
Knotenpuncte  in  zwei  Ebenen  und  einen  Kegel  3.  Ordnung  mit 
3 DoppelLanteUy  und  fttrneun  Knotenpuncte  in  eineEbene^  einen 
Kegel  2.  Ordnung  und  einen  Kegel  3.  Ordnung  mit  einer  Doppel- 
kante. Die  anderßiir^  besitzt  12  Knotenpuncte,  deren  Tangenten- 
kegel  in  zwei  Ebenen  und  einen  Kegel  4.  Ordnung  mit  drei 
Doppelkanten  zerfällt,  während  der  Tangentenkegel  des  letzten 
Knotenpunctes  aus  drei  Kegeln  2.  Ordnung  besteht.  Es  kann 
diese  Fläche  aus  derjenigen  Fläche  mit  42  Knotenpuncten  er- 
halten werden,  deren  Knoten  die  Schnittpuncte  von  4  Kegel- 
schnitten bilden,  die  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen. 

Die  Flächen  mit  12  Knotenpuncten  bilden  vier  verschiedene 
Arten,  Zwei  Arten  derselben  findet  Herr  Kummer  als  Brenn- 
flächen der  beiden  Arten  von  Strahlensystemen  2.  Ordnung  und 

6.  Classe.  Die  eine  Art  besitzt  42  gleichberechtigte  Knoten- 
puDcte,  deren  Tangentenkegel  in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und 
eioen  Kegel  4.  Ordnung  mit  drei  Doppelkanten  zerfallen.  Die 
andere  Art  besitzt  6  Knotenpuncte,  deren  Tangentenkegel  in 
zwei  Kegel  3.  Ordnung  mit  Doppelkante  zerfällt,  ferner  4  Knoten- 
puncte, deren  Tangentenkegel  aus  einer  Ebene,  einem  Kegel 
2.  Ordnung  und  einem  Kegel  3.  Ordnung  besteht,  endlich 
2  Knotenpuncte  mit  einer  Ebene  und  einem  Kegel  5.  Ordnung 
mit  6  Doppelkanten  als  Tangentenkegel. 

Eine  dritte  Art  findet  sich  bei  Herrn  Kummer  unter  den 
Flächen,  welche  von  einer  Schaar  von  Flächen  2.  Grades  ein- 
gehüllt werden.  Sie  besitzt  12  gleichberechtigte  Knotenpuncte, 
deren  Tangentenkegel  in  zwei  Ebenen  und  einen  Kegel  4.  Ord- 
nung mit  zwei  Doppelkanten  zerfallen.  Die  42  Knoten  liegen 
auf  einer  Fläche  2.  Grades  und  bilden  die  Durchschnittspuncte 
von  vier  Kegelschnitten. 

Es  gibt  noch  eine  vierte  Art,  deren  Tangentenkegel  in  den 
Knoten  sich  folgendermassen  zusammensetzen.  Für  acht  Knoten- 
puncte besteht  derselbe  aus  einer  Ebene  und  einem  Kegel 
ö.  Ordnung  mit  6  Doppelkanten,  für  zwei  Knotenpuncte  aus 
zwei  Ebenen  und  einem  Kegel  4.  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
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kanten  und  für  die  übrigen  beiden  Knotenpuncte  aus  einem 
Kegel  2.  Ordnung  und  einem  Kegel  4.  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
kanten. 

Hiermit  sind  die  verschiedenen  Arten  der  Flächen  mit 
8  bis  1 6  Knotenpuncten  erschöpft,  jedoch  können  die  einzelnen 
Arten  noch  weiter  specialisirt  werden.  Eine  Angabe  der  An- 
ordnung der  Knotenpuncte  für  die  einzelnen  Arten ,  sowie  ein 
genaueres  Studium  der  Terschiedenen  Eigenschaften  dieser  Flä- 
chen liegt  ausserhalb  des  Rahmens  der  vorliegenden  Note. 


SITZUNG  AM  14.  NOVEMBER  1884. 

Felix  Klein,   Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  n^^ 

Stufe. 

Die  folgenden  Entwickelungen  knüpfen  an  einen  Aufsatz 
aD;  den  ich  unter  dem  Titel:  lieber  unendlich  viele  Normalformen 
des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  in  den  Berichten  der 
Münchener  Akademie  vom  Juli  4880  veröffentlicht  habe,  und 
der  später  im  47.  Bande  der  mathematischen  Annalen  (p.  433  ff.) 
wieder  abgedruckt  worden  ist.  Es  handelte  sich  damals  um 
eine  erst«  Formulirung  gewisser  Ideen,  deren  specielle  Durch- 
fahrung dann  Hr.  Bianchi  in  Angriff  nahm;  man  vergleiche 
Hm.  Bianchi's  ebenfalls  im  47.  Annaleobande  (p.  234  ff.)  publi- 
cirte  Abhandlung:  lieber  die  Normalformen  dritter  und  fünfter 
Stufe  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung j  deren  Titel  genug- 
sam die  in  ihm  eingehaltene  Umgrenzung  des  Stoffes  anzeigt*). 
Ich  habe  seit  lange  bemerkt,  dass  man  die  Sätze,  welche 
Hr.  Bianchi  speciell  bei  der  fünften  Stufe  entwickelt,  fast  un- 
geändert  auf  höhere  Stufen  von  ungeradem  Grade  übertragen 
kann,  worauf  man  Formeln  erhält,  welche  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Transformation  von  wesentlicher  Bedeutung  schei- 
nen. Eben  aus  solchen  Betrachtungen  ist  die  Note  über  gewisse 
Theilwerthe  der  d-Function  entstanden,  die  sich  im  4  7.  Bande  der 
mathematischen  Annalen  (p.  565  ff.)  abgedruckt  findet.  Ich 
wünsche  im  Folgenden  die  Grundzüge  dieser  Verallgemeinerung 
in  ihren  allgemeinen  Umrissen  hinzustellen,  wobei  ich  nur 
solche  Einzelheiten,  die  mich  besonders  interessirten,  genauer 
ausführen  werde.    Die  Beschränkung  auf  ungerade  n  ist  dabei 


*)  Man  sehe  ferner,  was  die  vierte  Stufe  angebt:  E.  Lange,  Die 
ii  Wendeberührungsimncte  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species, 
im  38.  Bande  von  Schlömilch's  Zeitschrift. 
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nur  durch  die  Gleichförmigkeit  der  abzuleiteuden  Resultate  ge- 
boten, keineswegs  aber  im  Wesen  der  Methode  begründet. 

Was  die  Bezeichnungen,  die  ich  verwende,  angeht,  so  be- 
merke ich  gleich  hier  das  Folgende.  Zunächst,  was  die  For- 
meln betrifft,  so  schliesse  ich  mich  theils  an  Jacobi,  theils  an 
Weierstrass  an,  wobei  ich  freilich  (wie  dies  bereits  Hr. fiianchi 
gethan)  insofern  wieder  abweiche,  als  ich  die  Perioden  der  In- 
tegrale erster  und  zweiter  Gattung  nicht  iio,  ito'j  bez.  2)^. 
2rj'j  sondern  (a^,  ta^,  resp.  17,,  rj^  nenne*).  Ich  schreibe  dann 
femer : 


C02  (01 

ITT  —ITT- 


:ö'°^ -"'="' 


Sei  femer  hinsichtlich  der  Ausdruoksweise  das  Folgende  be- 
merkt.    Alle  solche  linearen  Transformationen  der  Perioden 

welche  den  Congruenzen  genügen : 

asds4,        ß  m  y  S  0  (mod.  n)  , 

nenne  ich  modulo  n  zur  Identität  congruent  und  rechne  nun  jede 
irgendwie  gegebene  elliptische 'Function  zurn*^Stt^e,  wenn 
sie  bei  sämmtlichen  in  Rede  stehenden  linearen  Transformatio- 
nen von  w^ ,  Cd,  ungeändert  bleibt,  —  es  sei  denn,  dass  diese 
Unveranderlichkelt  schon  bei  einer  Zahl  m  <  n  eintritt,  worauf 
die  vorgelegte  Function  der  m**"  Stufe  zuzuweisen  sein  wird. 
Die  hiermit  gegebene  Definition  umfasst  ohne  Weiteres  auch  den 
Fall  eines  elliptischen  Integrals  und  weicht  daher  von  derjeni- 
gen, die  ich  in  meiner  ersten  oben  genannten  Note  verwandte, 
in  formaler  Hinsicht  ab.  Wenn  wir  ein  elliptisches  Integral, 
wie  damals  geschah  und  in  der  Folge  wieder  in  Betracht  kommt, 
an  einer  der  elliptischen  Normalcurven  n^  Ordnung  des  Rau- 
mes von  (n  —  1 )  Dimensionen  hinerstrecken,  so  ist  es  darum 
noch  nicht  im  Sinne  der  jetzigen  Ausdrucksweise  von  der  n^^ 
Stufe.    Es  hat  nur  insofern  Beziehung  zur  n^*^  Stufe,  als  man 


*}  Indem  ivir  annehmen  (wie  im  Folgenden  immer  geschteht) ,  dass 
J  positiv  sei,  haben  wi 


der  imaginäre  Thell  von  -^  positiv  sei,  haben  wir  dann 
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die  genannte  Curve  mit  besonderer  Leichtigkeit  auf  ein  kanoni- 
sches Coordinatensystem  bezieben  kann,  bei  dem  das  IttCtgral 
von  der  n^"  Stufe  wird.  Eben  dieses  war  nun  freilich  der  Kern 
meiner  damaligen  Mittheilung,  so  dass  materiell  die  alte  Auf- 
fassung mit  der  jetzigen  übereinstimmt. 

Ich  erinnere  hier  noch  an  folgende  Formeln.    Wir  haben 
zunächst : 

(2)      V^-l/g.<,A.;7(<-(z«*) 


»4 


V'-^.r^.m-r^'), 


woraus  die  im  Folgenden  zumeist  gebrauchte  Wurzel  ^J  durch 
Cubiren  hervorgeht.    Wir  setzen  ferner  mit  Jacob! : 

*     0 
Man  hat  dann  für  die  Weierstrass^sche  a-Function : 

(4)  c;(u,ai„c.,)-  ^_._.*,(_,9) 

Uebrigens  wolle  man  sich  der  Functionalgleichung  erinnern : 

(5)  (7  (u  +  m,  cdf  -h  w»iW,) 

I     Wir  lassen  jetzt  Transformation  n^'  Ordnung  eintreten,  indem 
I     mr  setzen: 

(6)  A4  »  ^  ,         S,  =  Ol,  . 


e 


Es  ist  dann  nach  der  Legendre'achen  Relation : 

^'  ^(o^       201^        2ai,       2«, 

Den  gemeinsamen  Werth  dieser  Ausdrücke  bezeichne  ich  mit  G^ 
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(cf.  Felix  Müller,  de  tran8form(Uione  functionum  ellipticarumy 
Berlin  4867),  und  habe  also  in  folgendem  Ausdrucke: 


(8)  e-ö,ti». 


^K^>^«) 


eine  doppeltperiodische  Function  von  u  mit  den  Perioden  01^,0;,. 
Endlich  finde  folgende  Bemerkung  hier  ihre  Stelle.  Ich 
habe  meinen  nachstehenden  Entwickelungen  zahlreiche  Citate 
eingefügt,  die  sämmtlich  moderne  Arbeiten  betreffen.  Dem  Kun- 
digen wird  aber  nicht  entgehen,  wie  viel  ich  aus  den  späteren 
Arbeiten  Jacobi's  geschimpft  habe,  aus  denjenigen  nämlich,  die 
im  ersten  Bande  der  neuen  Gesammtausgabe  von  Jacobi's  Wer- 
ken die  zweite  Hälfte  ausmachen.  In  der  That  handelt  es  sich 
im  ersten  Abschnitte  dc3  Folgenden  vielfach  nur  darum,  die  von 
Jacobi  aufgestellten  Methoden  auf  diejenigen  Functionen  anzu- 
wenden, welche  Hr.  Weierstrass  eingeführt  hat,  eine  Auf- 
gabe, welche  zumeist  eine  sehr  elegante  Lösung  gestattet. 

Erster  Abschnitt. 
EinfBhrung  der  X^* 

§.  4 .   Von  den  Fnnetionen  a^^  fi  [u)  and  ax^  ^ . 

Wann  immer  es  sich  um  allgemeine  Untersuchungen  über 
Transformation  n*«'' Ordnung  handelt,  ist  es  nützlich,  die  fol- 
genden Functionen  zu  Grunde  zu  legen  : 

(9)  ox^f,[u,  w^,  oi,) 

deren  NuUwerthe  ich,  so  lange  die  Perioden  w^ ,  co,  nicht  aus- 
drücklich genannt  werden  müssen,  mit  a^^  »  bezeichne: 

(.0)     a,,^=-e ^ .a\^-ah±}!:^,^^,^^Y 

Vermehrt  man  in  (9)  die  (immer  ganzzahlig  zu  denkenden) 
Indices  A,  /i  um  ganzzahlige  Multipla  von  n,  so  erhält  man 
folgende  Formel : 
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Es  ist  also  ox^in^  lit  ^-mn'^)  von  a^^  ^(u)  nur  um  einen  con- 
stanlen  Factor  unterschieden  und  wir  haben  im  Wesentlichen 
nur  n*  Grössen  o^^  ^{u)  in  Betracht  zu  ziehen,  von  denen 
(Xj  j  (m)  mit  a{u)   zusammenfilllt.     Die  Nullwerthe  fJ^n  aber 

11*  —  4 

reduciren  sich  auf  — ^  •  Grössen,  denn  es  ist,  -vermöge  (5) : 

(18)     ■  «'*"'''  »ffi,^«ff„-i.n-,. 

und  natürlich  a^^  o  —  ^  [wobei  wir  n,  was  übrigens  an  dieser 
Stelle  noch  nicht  nöthig  wäre,  bereits  als  ungerade  voraus- 
setzen]. 

Wir  vermehren  ferner  in  (9)  das  Argument  u  um  Perioden. 
Dies  führt  zu  der  Formel : 

=  e       -         .(-4)  ,e  M  «      f.ax^^iu)  , 

aus  der  sich  für  den  Quotienten  a;^  „  (u)  :  a[u)  das  folgende 
Verhalten  ergibt : 

(<4)  *  ^   - —  =3  e        •»  ^         • 

(/  (m  -4-  /  Wj  -4-  m  w^)  '    a  (m) 

Man  vergleiche  hierzu  Kiepert  im  76.  Bande  des  Journals  für 
Mathematik  (p.  28ff.),  wo  nur  von  vorneherein  unserem  Quo- 
tienten im  Nenner  der  Factor  a^^  ^  zugesetzt  ist,  was  für  uns 
nicht  zweckmassig  sein  würde,  weil  dann  die  Formeln  (9),  (40) 
nicht  einzeln  zur  vollständigen  Geltung  gelangen. 
Wir  notiren  jetzt  die  Formel : 

und  unterwerfen  endlich  die  Perioden  cf| »  co,  ^  '^i  i  i^t?  ^^l^^be 
in  (9)  vorkommen,  einer  linearen  Transformation,  welche  mo- 
dale n  zur  Identität  congruent  ist;  die  wir  also  folgendermassen 
schreiben  können  : 

w,'  =  [an  -♦-  4)  w^  +  fen  .  w,  ,  ri[  =  (an  +  4)  i/^  -4-  6n  .  i;,  , 
ii[  =  cn  .  cii,  +  {dn  -l-  <)  w,  ,        i^^'  =  cn  .  i^^  +  [dn  -4-  4)  i/,  , 

wo : 

f46)  [ad'-'bc)n'^  (a  +  c^)  ==  0  . 

Eine  kurze  Rechnung  ergibt  : 

Mat1i.-pb79.  Classe  188  4.  5 
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(17)      Ox^^{u,(oi,wi)  =  (_4)Ä«(a6  +  a  +  6)+^>:cd  +  c  +  d)  +  AM«d  +  ^'^ 

Unsere  a^  „{ü),  oder  ihre  Nullwerthe  c;;^  „,  erscheinen  also, 
als  Moduifunctionen  aufgefasst,  nicht  etwa  als  Functionen  der 
n^°  Stufe  ^  sondern  sie  gehören  zu  denjenigen  Functionen, 
welche  man  der  n**"  Stufe  adjungirt  nennen  könnte,  insofern  sie 
sich  bei  linearen  Substitutionen,  die  modulo  n  zur  Identität  con- 
gruent  sind,  nur  um  eine  als  Factor  vortretende  Einheitswunel 
andern.  Solche  Functionen  sind  geeignet,  um  aus  ihnen  als 
Factoren  Moduln  der  n**°  Stufe  zusammenzusetzen,  wozu  wir  im 
Folgenden  mehrfache  Beispiele  gewinnen  werden.  Uebrigens 
ist  der  Factor,  mit  welchem  a^^  „  (ti)  rechter  Hand  in  (17)  ver- 
bunden auftritt,  sobald  wir  n  als  ungerade  Zahl  voraussetzen, 
nur  scheinbar  eine  2n^  Einheitswurzel.  Aus  (46)  folgt  näm- 
lich, dass  für  ungerade  n  immer  folgende  Relationen  statt 
haben : 

aft  +  ascd  +  CsO,         ad  -^  bc  =  a  --d     (mod.  2)  . 
Wir  können  also  (47),  indem  wir  für  (—  4)  die  Potenz  e*^  ein- 

führen  und  übrigens,  wie  immer  im  Folgenden,  für  e  "  e 
schreiben,  folgendermassen  umgestalten : 

(47 j)  cr;i^^(M,  w;,  CO,') 

n-l  , 


=  8     '-^ 


:[feA*-(a— d)>^-c/4«] 


^X.fjii^i  ^iJ  ^t)  1 


WO  jetzt  nur  eine  n*®  Einheitswurzel  als  Factor  auftritt.  Die 
n'*  Potenz : 

ist  also  jetzt  eine  Modulfunction  n^^^  Stufe.  Uebrigens  kommt  der 
betreffende  Factor  in  (4  7^)  allgemein  zu  reden  nur  dann  in 
Wegfall,  wenn  wir  6,  c  und  a  — d,  und  also,  wegen  (46), 
auch  a,  d  einzeln  durch  n  theilbar  annehmen.  In  diesem 
Sinne  gehören  die  O)    »(w ,  lo^ ,  w,)  zur  Stufe  n*. 

Wir  haben  noch  den  functionentheoretischen  Charakter 
unserer  a^  ^^{u)  zu  fixiren.  Zunächst  erschliesst  man  aus  (U) 
in  bekannter  Weise ,  dass  die  Quotienten  a^^  „{u):a  (u)  von 
den  Fundamentalfunctionen  p(u)yp'(u)  algebraisch  abhängen. 
Wir  erforschen  femer  die  Abhängigkeit  von  den  Invarianten 
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g^,  ^,.  Zu  äem  Zwecke  tragen  wir  statt  <r  nach  Formel  (4)  die 
^j -Reihe  ein  und  bekommen: 

Der  Factor,  mit  welchetn  hier  rechter  Hand  der  •^•Quotient 
multiplicirt  ist,  iSsstsich  in  folgende  Form  setzen : 

Wir  schfiessen  hieraus  und  aus  (47)  [vermöge  einer  Schluss- 
wpise,  die  hier  nicht  mit  wenig  Worten  dargelegt  werden  kann, 
die  aber  beispielsweise  in  meinen  früheren  Arbeiten  über  ellip- 
tische Modulfunctionen  (Mathematische  Annalen)  vielfach  ver- 
wandt wurde],  dass  a^^  „  (w) :  a[u)  auch  von  j,,  y,  algebraisch 
abhängt.    Das  Gleiche  gilt  dann  für  die  Nullwerthe  a^^  u. 


§.  2.  Beaehnngen  der  a^  f^{u] ,  a^^  ^  zn  anderen  Grössen  der 
Transformationstheorie. 

Wir  bemerkten  bereits  soeben ,  dass  es  ein  Leichtes  ist, 
aus  den  ox^^{u),  ^x,  u  Modulfunctionen  der  n}*^  Stufe  zu- 
sammenzusetzen. In  der  Thal  stellen*  sich  alle  Grössen,  welche 
man  gewöhnlich  in  der  Theorie  der  Transformation  n**' Ordnung 
anwendet,  in  einfacher  Weise  durch  die  a^^  aM>  ^A,  fi  ^^'■■ 
Ich  notire  in  dieser  Hinsicht  zunächst  die  Formeln: 

die  man  sofort  durch  Umsetzung  bekannter  Fundamentalforraeln 
erhält  und  die  u.  A.  gestatten,  sämmtliche  specielle  Theilwerthe : 
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durch  die  a^^  ^  auszudrücken*).  Ich  erinnere  femer  an  eine 
Formel,  welche  Hr.  Kiepert  im  87.  Bande  des  Journals  für 
Mathematik  (p.  203}  mittheilt  und  die  folgendermassen  ge- 
schrieben werden  kann : 

n-l 

Hier  bedeutet  ^  den  transformirten  Werth  ^  (— ^ »  ««'i) ,  wofern 

wir  das  ursprüngliche  J  ausführlicher  mit  J  {u)^ ,  w,)  bezeich- 
nen; die  24**  Wurzel  aber  ist  durch  Formel  (2)  definirt. 

Wir  können  umgekehrt  verlangen,  solche  Verbindungen 
der  a^^  aM?  ^A,  i<>  welche  als  Functionen  von  u  die  Perioden 
10 ^ ,  cü^  besitzen  und  als  Modulfunctionen  zürn*®'' Stufe  gehören, 

rational  durch  die  p(u) ,  p'(i/) ,  p  (Af:!i±ii^)  ,  p-P^^^^^M 

auszudrücken.  Ich  setze  nur  zwei  hierauf  bezügliche  Formeln 
her,  die  wir  später  gebrauchen.  Wir  finden  einmal,  indem  wir 
in  (20)  M  =  0  nehmen  und  in  geeigneter  Weise  ausmultiph- 
ciren : 

(««)  //<  .  =  lET ' 

'         //P'(v') 

wir  finden  femer,  indem  wir  von  (49)  ausgehen: 

'«"    l^J  -(-<)'•  ^3^ 


l 

woraus  für  m  =  0  die  Formel  resultirt 


//["("-'=?) -"(^11 


♦)  Um  dies  betreffs  der  p  j — ? — ^— ?j  auzuführen,  hat  man  nur  zu 

beachten  ,  dass  die  2"^  I — ? — ^^j  ,  erstrecitt  über  sämmUiche  "  ""  - 
verschiedene  Theilwcrlhe,  gleich  Null  ist. 


(24)      <  ^ 
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n-l 

p'fT--)-/7'[''(''?)-''P)] 


wo  der  dem  Productzeichen  beigefügte  Accent  bedeuten  soll, 
dass  der  dem  Werthe  ^  =  iti  entsprechende  Factor  ausgelassen 
werden  muss.  Uebrigens  gehört  hierher  auch  fttr  n  =  69  ±  4 
die  Formel,  welche  Hr.  Kiepert  auf  p.  202  des  87.  Bandes  des 
Journals  fQr  Mathematik  mittheilt : 


»-t 
2 


(«»)    n<  0         ~  ^ 


n-l 
2 


ii[p{^)-pm 


Gombinirt  man  dieselbe  mit  (22) ,  so  erhält  man  (immer  unter 
der  Voraussetzung^  dass  die  ungerade  Zahl  n  durch  3  nicht 

n-l 

~2~  vrj 

theilbar  sei)  JJ^x,  0  >  d.  h.,  nach  Formel  (21),    y  ~  rational 

1        '  ^ 

durch  die  Theilwerthe  von  p  und  p'  ausgedrückt. 


§.  3.  Definition  der  X^,  js^,  A^'. 

Ich  führe  nunmehr  die  Grössen  X^  ein  [a  =  0 ,  4  ,  ... 
(n  —  4)],  welche  für  die  gegenwärtige  Arbeit  fundamental  sind. 
Es  sind  gewisse  transformirte  Werthe  der  a^^  ^  (u),  nämlich  fol- 
gende: 


<^o,a(wi  'n  '  *^V  ' 


dmen  aus  Zweckmässigkeitsgründen  nur  noch  zweierlei  Factoren 
zugesetzt  werden.  Erstlich  nämlich  bchafte  ich  diese  a^  j, ,  damit 

^7-^  eine  doppeltperiodische  Function  von  u  mit  den  Perioden 

w, ,  w^  sei,  mit  dem  Factor  e"^i**'  (siehe  Formel  (8)  oben). 
Zweitens  aber  füge  ich,  um  später  bei  linearer  Transformation 
der  Perioden  möglichst  einfache  Formeln  zu  erhalten,  den  Factor 


4)"  f  -^  hinzu.    Ich  setze  also  definitiv: 
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l26)     .V«  >,  tu. ,  u,,]  =  (_  4)« .  j/^ .  e-  G.«« .  a,,  „  («  /J|l .  c.,) 

Es  sind  dies,  wie  ich  gleich  biet*  bemerken  will,  im  Wesent- 
lichen dieselben  Ausdrücke,  welche  Hr.  Bianchi  bei  n  =s  3 
und  n  sss  5  benutzt  hat,  nur  dass  Hr.  Bianchi,  der  allein  die 
Quotienten  der  Xf^  betrachtet,  auf  eine  genaue  Fixirung  der 
vorzusetzenden  von  u  unabhängigen^  Factoren  kein  Gewicht  ge- 
legt hat  *) .    Wir  finden  sofort : 

(27)     X„(u  +  ^')  =  (-<)*. e*'^'("-^'^)..-"*.X„(u)  , 

(«8)     A„(«  +  f^)  =  (-  D"  .  «""«i»*^) .  .Y„_,(«)  . 

sowie  mit  RUcksicbl  darauf,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  sein  soll : 

(29)  \*a{")  =       X„iu)  , 

(30)  X„(-u)n=_X„.«(«)  . 

Vermöge  (29)  können  wir  a  als  einen  ganzzahlig  unbeschränkt 
veränderlichen  Index  betrachten,  der  modulo  n^  in  Betracht  zu 
ziehen  ist.    Aus  (28)  schliessen  wir  insbesondere : 

(28,)     X„(«)  =  (-<)«.e"M«-"^)..V.(»-^f*), 

eine  Formel,  die  wir  gelegentlich  als  Definition  der  X^  an- 
wenden. 

Ich  führe  nunmehr  für  die  Nullwerthe  der  X„ ,  wie  auch 
für  die  Nullwerthe  ihrer  DifferentialqtMtienten ,  besondere  Be- 
zeichnung ein,  indem  ich  setze : 

(31)  X„(0)  =  3«  , 


*)  Ist  II  »  p  .  9  ,  so  wird  man  statt  >der  X„,  oder  vielmehr  neben  den- 
selben, auch  solche  Ausdrücke  in  Betracht  ziehen  können,  welche  aus 


°^- ("•?■?) 


durch  Zufügen  geeigneter  Factoren  entstehen.  Dies  ist  namenilicb  der  Fall, 
wenn  n  gerade  ist  oder  eine  Quadratzahl  vorstellt.  Hierher  gehören  bei 
n  =  4  die  Functionen  <y(2u) ,  <r,  [tu] ,  ^2(2«) ,  tr^liu) ,  welche  Hr.  Lange 
seiner  citirten  Arbeil  zu  Grunde  legt. 
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wo  in  der  zweiten  Formel  (32)  der  Index  a  nur  die  durch  n 
nicht  theilbaren  Zahlen  bedeuten  soll.  Man  hat  dann  ver- 
möge (30) : 

(33)  3,  =  0  ,         z^^  -^»-«  , 

(34)  K  =  K^a  . 

so  dass  im  Ganzen  — ^ —  Grössen  z  und  — ^ —  Grössen  A'  zu 

Z  Tb 

unterscheiden  sind. 

3n-  4 


ten 


Die  Xf^y  z„  sind  in  u,  CJ^,  u^  homogen  von  der 
Dimension,  die  A^  ebenso  von  der  — ^ — ^  **°  Dimension. 


§.  4.  Darsiellimg  der  X^^  durch  transformirte  ^^-Fnnctionen. 

Ftlhren  wir  vermöge  (4)  in  die  Definition  der  $^  statt  der 
(7-Function  die  Function  ^'^  ein,  so  erhalten  wir: 


fiijn»*  2%. tu  a« 
—  —       ,  Ä        — 


(35)  X„(m,  ft»j,w,) 

(36)  .Y„(«,w,,w,) 
oder,  wenn  wir  für  die  ^'^  die Reihenent Wickelungen  eintragen: 


^)  Insbesondere  sind  also  die  NuUwerthe  x„  durch  die  Formel  gegeben : 

.„K.»J  =  (-.)«-.V'f.^.;|„-.*.f-^^,'•). 

Vergleicht  man  hiermit  meine  zu  Hingang  citirte  Note:  lieber  gewisse 
Theilwerthe  der  ^Function,  so  erkennt  man,  dass  unsere  jetzigen  z^  von 
dea  damals  ebenso  bezeichneten  Grössen  nur  um  einen  von  a  unabhängigen 
numerischen  Factor  unterschieden  sind.  Da  alle  später  für  die  2«  aufzu- 
stellenden Relationen  in  den  z^^  homogen  sind,  so  kommt  bei  ihnen  der  be- 
treffende Factor  nicht  weiter  in  Betracht,  womit  der  Zusammenhang  meiner 
jetzigen  EntWickelungen  mit  den  damaligen  hinreichend  gekennzeichnet  ist. 
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(37)  X„(«,  w„w,) 

3w~  1  ni|iw« 

e  2«! 


=(-^)«-(S)    •^"•  — 


iq*  Hi^-q^T 


in  g*-^  '  ••    »1 


3n—  1  wi;g«« 

-  i)'-f  e  ^-^ 


t.r»  .  ##(1  -r«*i'" 


e         "         .  e  "« 


f 


Wir  leiten  aus  diesen  Formeln  gleich  hier  zwei  wesent- 
liche Folgerungen  ab. 

Erstlich  schliessen  wir,  dass  zwischen  den  X„  keinerlei 
lineare  Relation  besteht: 

-c„X„  =  0  , 

wo  die  c„  von  u  frei  sind,  dass  also  die  X^,  wie  wir  es  aus- 
drücken, linear  unabhängig  sind. 

Zweitens  aber  lesen  wir  aus  (36)  ab: 

,     Q,  tun       an        -  l 

wo  C  einen  numerischen  Factor  bedeutet,  den  ich  nicht  expli- 
cite  hinschreibe,  weil  er  nicht  weiter  in  Betracht  kommt.  Hier 
können  wir  nun  für  den  rechts  stehenden  ^-Quotienten  in  be- 
kannter Weise  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in 

Bezug  auf  —  ,  — ^  als  Variabele  aufstellen,  wobei  das  Schöne  ist, 

dass  in  ihr  der  Index  a,  der  nur  in  der  Verbindung — 

^  10^  n 

und  dazu  bloss  in  dem  Argumente  der  einen  ^-Function  vor- 


(39)  ^^  =  ? 
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kommt,  überhaupt  wegfkllt.  Wir  gestalten  diese  Differential- 
gleichung um ,  indem  wir  beachten,  dass  Xfj^[Uj  (o^y  cuj  eine 
homogene  Function  von  u,  (o^^  (o^  ist,  und  führen  endlich  statt 
u,  €o^j  ü)^  die  Grössen  p{u)  =  j),  9,,  9,  als  unabhängige  Ver- 
änderliche ein.  Auf  solche  Weise  finden  wir  nach  einiger  Rech- 
nung, dass  sämmtliche  Grössen: 

der  folgenden  partiellen  Differentialgleichung  genügen: 

i»o;  [»^  -  M  -  ,,] .  t^  +  [(6  -»„),.  +  L"^ . ,,] . »« 

der  dann  noch  die  Homogeneitätsbedingung  zutritt: 

Man  vergleiche  hierzu  Kiepert  im  88.  Bande  des  Journals 
für  Mathematik,  pag.  209,  wo  eben  die  Formel  (40)  in  allerdings 
etwas  anderer  Anordnung  für  den  Quotienten 


^oN  _  i/ 


-  Giti« 


ati, 


'      o[u]^       ^  J"^  '  a[u,  w^,  (!>,)** 

abgeleitet  wird,  oder  auch  Frobenius  und  Stickelberger 
im  92.  Bande  daselbst,  pag.  327. 

§.  5.  Zusammenhang  der  X„  xali  den  p(u),  p'{u}  nnd  deren 
Theilwerthen« 

Aus  den  allgemeinen  Formeln,  die  wir  für  die  a^^  ^{u)  auf- 
stellten, können  wir  ableiten,  dass  die  Quotienten  X^(ti)  -  o{u)^ 
einerseits  doppeltperiodische  Functionen  von  u  mit  den  Perioden 
fei,,  w^,  anderei*seits  Modulfunctionen  der  n**"*  Stufe  sind.  Be- 
rücksichtigen wir  noch,  was  über  den  algebraischen  Charakter 
der  oj^^(u)  gesagt  wurde,  so  folgt,  dass  die  genannten  Quo- 
tienten als  rationale  Functionen  derp(t*),  p'(u)  und  der  Theil- 

werthe  pl— ^^*) ,  p'  lJ!^±^^Lt^\  müssen  dargestellt  wer- 
den können,  was  nunmehr  geschehen  soll. 
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Wir  gehen  dabei  von  der  Fundamenialfonnel  aus: 


(42)    e-öi"'.a(u,^,  £.,)  =  (- 4)    ^   .a[u].JJ-- ^,  ^ 

aus  der  wir  vermöge  (24),  (28^). die  folgende  Definition  der  A'^ 
ableiten : 

n  -  I  f  •  -  I 

-1-      ^  -r 

(43)      X«(i/.c.,,<=    -4)«.//^A,o7A*'A.«(")    , 


die  wir  auch  folgendermassen  schreiben  können: 


ft~  I 

•2 


Jetzt  haben  wir  Jf  a^  ^  in  (22)  und  ebenso  [a^   ^  («)  :  «/(i/)]" 

1 
in   (23)   durch  p  [u) ,  p'  [u]   und  die  Theilwerthe  ausgedrückt. 

Andererseits  ist  nach  (49): 

Indem  wir  eintragen^  kommt  unmittelbar  die  gesuchte  Formel: 


'44      ^^«  "J  =  [_  4)~i~    //"-J !L/ M  »/ 


Insbesondere  finden  wir  für  die  NuIIwerlhc  5^ : 


f45)  -  (-<)—  .  /VW->r-)-/>(V) 
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wo  der  Acceot  bei  dem  Productzeichen  wieder  bedeutet,  dass 
ein  beslimailes  Glied  (dasjenige,  welches  //  =  a  entsprechen 
wtlrde)  auszulassen  ist.  Die  allgemeine  Formel  für  die  AJ 
schreibe  ich  der  Kürze  halber  nicht  hin.  Dagegen  notiren  wir, 
dass  AJ  nach  (24),  (22)  selbstverständlich  wird: 

«~  1 

(46)  A;  =  ^-J 


rp'^-ir) 


§.  6.    Darstellung  der  p,  p'  etc.  dnreh  die  X^ ,  z^^  A^ . 

Wir  können  jetzt  den  Zusammenhang  zwischen  den  Quo- 
tienten X^  :  a[u)^  und  den  p(w),  p*{u)  noch  auf  andere  Weise 
ausdrucken,  was  für  uns  um  so  wichtiger  ist,  als  wir  dadurch 
das  Mittel  finden,  />(w),  p'(i/),  o^  u{u)^  sowie  die  Theilwerthe 

p('-^^^4^*).  P'j^^^^^j, -.%  durch  die  XM,  ^u,  K 
darzustellen,  so  dass  einem  Aufbau  der  gesammten  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  unter  durchgängiger  Zugrundelegung 
der  letztgenannten  Grössen  kein  Hinderniss  mehr  entgegensteht, 
Bemerken  wir  zunächst,  dass  unsere  Quotienten  X„  :  a(u)^  ganze 
Functionen  der  p(u),  p'(w)  von  einem  leicht  bestimmbaren  Grade 
sind.  Um  unsere  Formeln  bequemer  schreiben  zu  können, 
wollen  wir  jetzt  statt  der  X„  die  folgenden  Combinationen  der 
Xf^  einführen: 

n     A    =  J^  ,  A   =  X  +  A         , A„_i  =  ^-1  +  Xn^x; 

o  0        4  4  n  -  1  -2~  2~  "T" 

i48  B    =  X   —  X  ,  .  .  .  .  •  B,|-i  =  Xn-  1  —  X„+i  • 

4  4  n-4  ______ 

Hier  sind  die  A  ungerade,   d^e  B  gerade  Functionen  von  u. 
Femer   coYncidiren   die  Nullwerthe   der  Differentialquotienten 

-T^  genau  mit  unseren  früheren  Grössen  A^  [Formel  (32)], 

während  die  Nullwerthe  der  B^  gleich  2«^  bez.  zu  setzen  sein 
werden.     Die  Quotienten 


ff(u)"  '         ff(w)» 
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lassen  sich  diesen  Bemerkungen  zufolge  auf  Grund  bekaDiiler 
Sätze  in  folgende  Formen  bringen : 

n  — 1  «1  —  3 


A«(«) 


(49)     11^^-  =  A'./>(m)    2    ^a        .p{ii)    2 


«    »-1  , 


2 


(50) 


^  =  p'(«)f  „p(«)"^''  +  ^, ,  p(«)"^"^  +  ■  ■  ''„,._^j 


Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  wir  die  Moduln  n^^  Stufe 
Äß,  A'  bereits  kennen,  auch  in  der  Lage  sind,  ihre  nach  g^,  g^ 
genommenen  Differentialquotienten  zu  berechnen  (eine  Annahme, 
über  welche  in  den  unten  folgenden  Schlussbemerkungen  Einiges 
hinzugefügt  werden  soll).  Dann  gestatten  uns  die  Differential- 
gleichungen (40),  (41)  alle  folgenden  Coefficienten  a^  ^,  ... 
a    n-i,  b       ,   ...  6     n-3   durch  die  A'  und  z^  unter  Zu- 

hUlfenahme  von  g^  und  g^  rational  auszudrucken.  Ist  dies  ge- 
schehen, so  brauchen  wir,  um  unser  Ziel  zu  erreichen,  nur  die 
Formeln  (49),  (50)  zu  invertiren.  In  derThat  erfahren  wir  durch 
Auflösung  der  (49),  (50)  [die  immer  möglich  sein  muss,  weil  die 
X^  nach  §.  4  linear  unabhängig  sind]  die  folgenden  Grössen : 

n-l  n-3 

p{u) 


,         p{u 

)     '      , 

...,        p(u) 

*     , 

n-3 

^)    '      , 

.    .  .    .      , 

P'{")P{»)    , 

p'(u) 

p\u)p{u) 
als  lineare  Verbindungen  der  Quotienten 

aiuY"  a(w)« 

Dies  gibt  ups,  indem  wir  mit  dem  Nenner  a(u)^  heraufmultipli- 
ciren,  einmal  a(u)^  als  ganze  lineare  Function  der  A^  (was  ein 
erstes  Resultat  isl),  dann  aber  die  successiven  Potenzen  : 

P{U)    ,  ....   ,  p(u)     -^       ,  p[u)     2 

und  die  Producte 

w-3 

p»    ,  P'{U)P[U)    ,  ....    ,  P\u)p(u)     2 

als  linear  gebrochene  Functionen  der  A'^ .   Ersetzen  wir  endlich 

in  diesen  Formeln  das  u  durch   u — -   und  ziehen 

n 

(VI),  (28)  heran,  so  erfahren  wir  die  a^^  ^(u)**  und  die  Functionen 
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in  entsprechender  Form.     Eine  Darstellung  der  aj  „,    der 

p(^"'y^'),  p'(^^'-^^"«)  etc.  durch  die  A;.';.«  und 

^,,  9,  ist  hier  eingeschlossen.  Wir  haben  also  in  der  That  das 
Ziel  erreicht,  welches  zu  Anfang  des  Paragraphen  bezeichnet 
wurde. 


Zweiter  Abschnitt. 
lieber  einige  Eigenschaften  der  X^- 

§.4.  Die  elliptischen  Normalciirven  C„. 

Die  elliptischen  Normalcurven  n**'  Ordnung  des  Raumes 
von  (n  —  4)  Dimensionen,  die  ich  hier  mit  C^  bezeichne,  sind, 
wie  ich  in  meiner  ersten  in  der  Einleitung  genannten  Note  aus- 
führte, in  allgemeinster  Weise  definirt,  wenn  man  die  homo- 
genen Coordinaten  x^,  x^J  . . . ,  x^_^  eines  Curvenpunctes  mit 
n  linear  unabhängigen  n-gliedrigen  <r-Producten  proportional 
setzt,  deren  Quotienten  doppeltperiodisch  sind"^).  Wir  schreiben 
dementsprechend : 

ßoPo  =  i4  .  a{u  —  oj  .  a(M  —  aj a{u  —  aj  , 

QX^  =  B  .  a(u  —  b^)  .  <j{u  —  ft J a(u  —  b„)  , 


(51) 


WO 


?a?„_i  =  N-  o(u  -  n^) .  ü(u  -  n J a(u  -  nj  , 


v«.  v/,    V*,. 


zu  nehmen  ist  und  der  gemeinsame  Werth  dieser  Summen  der 
Einfachheit  halber  gleich  Null  gesetzt  werden  mag.  —  Von  den 
Eigenschaften  dieser  C^  heben  wir  hier  nur  die  hervor,  dass  sie 
n*  singulare  Stellen  besitzt ,  an  denen  n  consecutive  Puncte  in 

einer  Ebene  liegen, — es  sind  dies  die  Steilen  u  =  — — -  — , 

sowie  die  andere,  dciss  sie  durch  2  n*  CoUineationen  des  Raumes 


*)  Man  sehe  auch  Cüfford :  on  the  classificalion  of  Loci,  Philosophicai 
Transactions,  4878. 
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von  {n  —  4)  Dimensionen  in  sich  übergeht.    Von  letzteren  nennen 

wir  diejenigen  n*,  welche  den  Formeln  u'  =  u -i ■ — - 

entsprechen,  Transformationen  der  ersten  Art;  die  Transforma- 

tioncn   der  zweiten  Art  smd   durch    w  =  —  u  -¥•  — ^— ^ 

n 

gegeben. 

Wir  wollen  nun  zweierlei  kanonische  Darstellungen  unse- 
rer Cn  einander  gegenüberstellen.  Die  erste  benutzt  ein  Coordi- 
nalensyslem,  bei  welchem  eine  und  nur  eine  der  n*  singulären 
Stellen  in  charakteristischer  Weise  ausgezeichnet  ist,  und  das 
also  bei  den  n*  GoUineationen  der  ersten  Art  in  n*  neue,  gleich 
einfache  Lagen  übergeht ,  worin  man  den  Grund  dafür  zu  er- 
blicken hat,  dass  die  Coefficienten  der  zwischen  den  Coordinalen 
bestehenden  algebraischen  Gleichungen  in  den  Invarianten  g,. 
g^  rational  sind.  Die  andere  legt  ein  Goordinatensystem  zu 
Grunde,  dessen  Ebenen  bei  säromtlichen  GoUineationen  nur 
unter  einander  permulirt  w^erden,  das  also  zu  Gleichungen  mil 
wesentlich  irrationalen  Coefficienten  führt,  die  sich  als  Moduln 
der  n**°  Stufe  erweisen.  i 

Wir  erhalten  die  erste  Art  der  Darstellung,  indem  wir  rf/> 
homogenen'  Coordinalen  x^,  a?, ,  ...  eines  Curvenpunctes  den 
eben  betrachteten  Potenzen  und  Produclen  von  p{u)  und  p'(u)  pro- 
portional setzen  : 

(52)  a?o  :ir,  :  .....T„.i:  .Tn+i: v 

n  -J  n  -  3 

=  \  :p[u]  :....p(M)    2    :p'(w):....p'(i/)p{M)"2'  .  , 

Hier  haben  wir  einmal  die  Relation: 

p'(u)«  =4p(m)'-3,p(m)-33  ,  I 

und  übrigens  die  selbstverständlichen  Identitäten,  die  sich  ftiri 
die  Potenzen  und  Producte  zweier  Grössen  ergeben  :  wir  sind  | 
also  in  der  Lage,  die  Gesammtheit  der  algebraischen  Flächen, 
die  unsere  Curve  enthalten,  in  einfachster  Weise  zu  disculiren.  j 
Wir  erhalten  die  zweite  Art  der  Darstellung,  wenn  .wir  die ' 
rechten  Seiten  in  (51)  durch  die  X^  des  vorigen  Abschnittes  er- 
setzen, also  schreiben:  \ 

(53)  QXa  =  ^aM  • 

In  der  That  sind  ja  der  Formel  (43)  zufolge  die  X^  n-gliedriije 
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a-Prodocte  von  der  in  (54}  vorausgesetzten  Beschaffenheit.  — 
Hier  kennen  wir  vermöge  («7),  (28),  (30)  die  2n*  Collinealionen, 
welche  die  C^  in  sich  ttberführen,  in  expliciter-  Form. 

Man  vergleiche  jetzt  die  Formeln  (49),  (50).  Offenbar  ge- 
winnen dieselben  unseren  jetzigen  Pestsetzungen  gegenüber  die 
Bedeutong,  den  üehergang  von  dem  einen  Coordmatensysteme 
ium  anderen  am  vermitteln. 

Wir  werden  nunmehr  in  den  nachstehenden  Paragraphen 
in  genauem  Anschlüsse  an  die  vorgenannte  Bianchi'sche  Arbeit 
der  Reihe  nach  folgende  Aufgaben  behandeln:  wir  werden  die 
quadratischen  Relationen  herstellen ,  welche  von  den  X„  be- 
friedigt werden,  —  wir  werden  das  Integral  erster  Gattung  u 
durch  die  X^  ausdrücken  (Integral  n*®'  Stufe),  —  wir  werden 
endlich  untersuchen,  wie  sich  die  X^  bei  linearer  Transformation 
der  Perioden  to^ ,  o)^  verhalten,  wie  wir  also  vom  Coordinaten- 
Systeme  (53)  zu  anderen  gleichberechtigten  Coordinatensystemen 
übergehen.  Daran  knüpfen  sich  dann  von  selbst  eine  Reihe  von 
Folgerungen,  welche  für  die  allgemeine  Lehre  von  der  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  Interesse  haben  dürften, 
und  die  sich  leicht  noch  werter  ausführen  Hessen. 

Vergleicht  man  diese  Entwickelungen  mit  denjenigen  von 
Hrn.  Bianchi,  so  wird  man  sofort  bemerken,  dass  aUe  die  geo- 
metrischen Ueberlegungen,  welche  Letzterer  anstellt,  im  Folgen- 
den durch  einfache  Formeln  aus  der  Theorie  der  doppeltperiodi- 
schen Functionen  ersetzt  sind.  Die  geometrische  Redeweise, 
deren  ich  mich  hier  im  Anschlüsse  an  meine  frühere  Darstellung 
bediene,  hat  also  bis  auf  Weiteres  nur  noch  beiläufige  Bedeu- 
tung: sie  bezweckt  einzig,  gewisse  Fragestellungen  nahe  zu 
legen  und  in  bequemer  Form  übersichtlich  zu  machen.  Es  ist 
dies,  was  Selbständigkeit  der  Methode  angeht,  unverkennbar 
ein  Rückschritt,  der  aber  indicirt  war,  sofern  es  sich  um  ex- 
pedite  Ableitung  bestimmter  Formeln  handelte. 

Uebrigens  ist  deutlich,  dass  die  ganze  Art  unserer  Frage- 
stellung einer  wesentlichen  Verallgemeinerung  fähig  ist.  Bei 
dem  Coordinatensysteme  (53)  erscheinen  die  n*  singulären 
Stellen  in  bestimmter  Weise  auf  die  n  Ebenen  des  Coordinaten- 
syslems  vertheilt,  was  dann  später  für  sämmtliche  Coordinaten- 
systeme gilt,  die  aus  dem  ersten  durch  lineare  Transformation 
der  Perioden  w, ,  w,  entstehen.  Nun  gibt  es  aber,  wenn  w  >  3 
ist,  noch  eine  grosse  Anzahl  anderer  Coordinatensysteme,  welche 


80  Felix  Klein, 

diese  Bedingung  erfüllen,  woi*Uber  man,  was  speciell  den  Fall 
n  =s=  4  angeht,  die  wiederholt  citirte  Arbeit  von  Hm.  Lange 
vergleichen  mag.  Alle  diese  Coordinatensysteme  könnten  wir  und 
sollten  wir  gleichfalls  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen  ziehen. 
Wir  würden  dann  neue  Beziehungen  zwischen  n-gliedrigen 
<y-Producten  erhalten,  welche  Modul functionen  n*®'  Stufe  sind, 
und  vermuthlich  alle  solche  Beziehungen  erschöpfen,  was  ein 
wesentlicher  Beitrag  zur  Lehre  von  den  Moduln  n**'  Stufe  sein 
müsste. 


§.  2.   Die  quadratischen  Belationen  zwischen  den  X^. 

Da  sich  aus  den  n  Grössen  X„  im  Ganzen  —^-x —  Glieder 

z 

zweiten  Grades  bilden  lassen,  deren  jedes  an  2n  Stellen  des 
Periodenparallelogrammes  deru-Ebene  verschwindet,  so  müssen 
nach  dem  bekannten  Hermite'schen  Satze  (siehe  meine  erst- 
genannte Note)      ^     — -  linear  unabhängige  quadratische  Re- 

lationen  zwischen  den  X„  existiren.  Für  n  s=  5  hat  Hr.  Bianchi 
die  betreffenden  Relationen  durch  besondere  Ueberlegungen  auf- 
gestellt*). Man  erhalt  dieselben  allgemein,  indem  man  von  der 
(T-Relation  ausgeht: 

(54)  a[t  -^  u) ,  a{t  —  u) .  a{v  -^  w) ,  a  {v  —  w) 
+  a{t  +  v) .  a(t  —  v) .  a(w  -h  u)  .a{w  —  u) 
-h  a{t  -h  w) .  a{t  —  w) ,  a(u  -^  v) .  a  {u  — •  t^)  =  0  . 


Man  verstehe  hier  nämlich  unter  a  speciell  die  a-Function  mit 

den  Perioden  — ^,  w,  i 
n       * 

folgenden  Argumente : 


den  Perioden  — ^,  oi.   und  substituire  nun  für  t.  u,  v.  w  die 
n        * 


u 

a,w. 

u 

c,w. 

11 

a,w. 

u 

0,Wi 

2 

n      ' 

i 

n 

1 

2 

n      ' 

2 

« 

*)  Dieselben  Relationen  finden  sich  auch,  und  zwar  in  ganz  ähnlicher 
Weise  abgeleitet,  wie  bei  Hrn.  Bianchi,  in  Halphen's  grosser  Abhandlung: 
.Sur  la  r^duction  des  öquations  difförenlielles  Unfaires  aux  formes  intSgrables, 
siehe  t  XXVIII  der  Mömoires  pr6senti*s  ä  rAcad^mie  des  Sciences  (p.  «89 
der  Abhandlung). 
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Wir  bekommen  daDD  eine  Gleichung,  die  sich  vermöge  der  in 
(^6)  enthaltenen  Definition  der  X^  und  der  Bezeichnung  z^  für 
ihre  Nullwerthe  sofort  in  folgende  umsetzt: 

(55) 


^«. 

-««• 

^«3- 

•«4* 

«1 

+«,- 

^«3  +  «4 

'". 

-«3' 

%- 

-«« 

K, 

+  «3- 

'^«4  +  «a 

inxs 

-«4' 

in 

diese 

-«3 

ein 

9,    F(] 

+  «4' 

rmel 

^«»  +  «3 

r=  0 

-3) 

— j — ,  , — „  ...  «. —  ,  „.  „.^. gesuchten 

linear  unabhängigen  quadratischen  Relationen  bereits  eingeschlossen 
sind. 

Zum  Beweise  brauchen  wir  nur  zu  zeigen,  dass  unsere  Re- 

lalionen  (55)  mindestens  mit  — 5— ^ — -  linear  unabhängigen  Re- 

iationen  äquivalent  sind:  denn  grösser  kann  die  Zahl  der  linear 
unabhängigen  Relationen  nach  dem  Hermite'schen  Satze  ohnehin 
Dicht  sein.  Nun  enthält  jede  in  (55)  einbegrifTene  Gleichung  nur 
Glieder  X^  Xj^  von  einer  bestimmten  Indexsumme  i  -f-  i  =  ^ . 
Linear  abhängig  können  also  nur  solche  Gleichungen  sein,  welche 
dasselbe  s  besitzen.     Unter  ihnen  finden  sich  nun,  wie  ich  zu- 

nächst  bemerke,  jedesmal  — ^ —  unabhängige.    Wählt  man  näm- 

lieh  irgend  zwei  Terme  von  der  Indexsumme  s  nach  Belieben 
aus:    X,-.X,_,-  und   Xjf.Xj-t'j    so  gestattet  die  Formel  (55), 

n  —  ^ 

alle  — - —  anderen  Terme  derselben  Indexsumme  durch  diese 
linear  auszudrücken.  Jßtzt  kann  s  im  Ganzen  die  Werthe  haben: 
0,  1,  ...,  (n  —  1).     Daher  haben  wir  in  der  That  -^^^J" 

Tb 

linear  unabhängige  Relationen,  was  zu  beweisen  war.  — 

Setzen  wir  in  (55)  m  =  0  ,  so  bekommen  wir  biquadrati- 
sche Relationen  für  die  js^.  Diese  Identitäten  stimmen  ohne 
Weiteres  mit  denjenigen  Uberein,  die  ich  im  47.  Bande  der 
Mathematischen  Annalen  (p.  573)  angegeben  habe  und  die  dort 
in  der  That  auch  aus  der  Relation  (54)  [resp.  der  gleichlautenden 
i^-Relation]  abgeleitet  sind. 
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§.  3.  Bm  Integral  erster  Oattang  n^'  Stufe. 

Um  jetzt  das  Integral  u  durch  die  X„  auszudrückeD,  re- 
currire  ich  abermals  auf  die  allgemeiQe  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Functionen.  Es  seien  a,  ß  irgend  zwei  in  Bezug 
auf  den  Modul  n  verschiedene  Inc^ioes.  Wir  bilden  uns  dann, 
indem  wir  X^(w) :  Xß{u)  nach  u  differentiiren,  den  Ausdruck: 

X^ .  dXa  —  X„ .  dXß 

Derselbe  ist  eine  doppeltperiodische  Function  von  u,  welche 
äri-mal  (je  zweimal  an  jeder  Stelle  Xß  =  0)  im  Periodenparal- 
lelogramm der  ti-Ebene  unendlich  und  also  auch  2n-mal  da- 
selbst gleich  Null  wird.  Er  lässt  sich  also  in  die  Gestalt  setzen : 


(57) 


Sa^j^XjXi^ 


wo  die  Summe  zunächst  über  alle  Indexcombinationen  i,  k  zu 
nehmen  sein  wird.  Wir  werden  unser  Ziel  erreicht  haben,  so- 
bald wir  die  hier  auftretenden  a^j^  kennen.  Denn  wir  haben 
dann: 

und  damit  in  der  That  unsere  Aufgabe  erledigt. 

Ich  sage  jetzt  zunächst,  dass  die  a^j^  der  Mehrzahl  nach 
gleich  Null  genommen  werden  können.  Zun&chst  nttmlich  folgt, 
wenn  wir  Formel  (27)  in  Anwendung  bringen,  also  das  u  in  den 

X[u)  um  — -  vermehren,  wobei  du  ungeändert  bleibt,  dass 

alle  diejenigen  Terme  in  (57)  sich  gegenseitig  wegheben,  deren 
Indexsumme  (t  +  k)  von  (a  +  ß]  verschieden  ist.  Unter  je 
dreien  der  sonach  allein  in  Betracht  kommenden  Glieder  X^X^ 
besteht  aber,  wie  wir  gerade  dahen,  eine  lineare  Relation.  Wir 
können  unsere  Summe  also  auf  eine  lineare  Combination  irgend 
zweier  dieser  Glieder  beschränken. 

Wir  setzen  jetzt  dem  Gesagten  entsprechend,  indem  wir 
mit  Y  eine  Zahl  bezeichnen,  welche  weder  mit  a  noch  mit  ß 
modulo  n  congruent  ist : 
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dX„  dXß 

wo  jetii  nur  DOch  die  beiden  Constanten  a ,  6  zu  bestimmen 
sind.  Dies  aber  gelingt  sofort  vermöge  unserer  Nuliwerthe 
5„ ,  A^ .  Durch  geeignete  Anwendung  von  (28)  leiten  wir  näm- 
lich aus  (59)  zuvörderst  folgende  zwei  Gleichungen  ab: 

V-«  '^'^^^'      du       ^  «^o^/?-a  +  *-Va-^>-/  ' 
und  erhalten  hieraus,  indem  wir  u  =  0  setzen : 

was  die  gesuchten  Formeln  sind.  Tragen  wir  in  (59),  (58)  ein, 
Äo  ÄoÄen  wir  folgenden  allgemeinen  Werth  des  Integrals  erster 
Gattung  n^^  Stufe  erhalten : 


f'  "fr. 


^Zg^yZß^yiXcidXß  -  XßdXJ 


Erst  in  den  »Schlussbemerkungen«  werden  wir  dazu  kom- 
men, dies  Resultat  mit  demjenigen  zu  vergleichen,  welches 
Hr.  Bianchi  bei  n  s  5  abgeleitet  hat,  indem  hierzu  eine  genauere 
Kenntniss  des  Zusammenhangs  zwischen  den  z^  und  A^  er- 
forderlich ist. 


§.  4.  Verhalten  der  X^  bei  linearer  Transformation  der  co^ ,  ta^ 

(Allgemeines). 

* 

Was  das  Verhalten  der  X^  bei  linearer  Transformation  der 
Perioden  w^ ,  oi,  angeht,  so  wissen  wir  bereits,  dass  die  X^  Mo- 
duln n*«'  Stufe  sind,  d.  h.  bei  allen  denjenigen  linearen  Trans- 
ibrmationen  unge&ndert  bleiben,  die  modulo  n  zur  Identität  con- 
gruent  sind.  Nun  sieht  man  leicht,  dass  bei  jeder  anderen  li- 
nearen Transformation  die  X^  sich  andern  müssen.    Es  folgt 
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dies  sofort,  wenn  man  die  NuUstellen  der  X^  im  Periodenparai- 
lelogramm  in  Betracht  zieht.  Wir  schliessen  hieraits,  dctss  unsere 
X„  bei  linearer  Transformation  der  Perioden  eine  Gruppe  von 
Umänderungen  erleiden^  welche  mit  dem  Inbegriff  der  durch  Can- 
gruenzzeichen  definirten  Operationen : 


(62) 


holoedrisch  isomorph  ist. 

Ich  sage  nun  zunächst,  dass  diese  Umänderungen  homogene 
lineare  Substitutionen  der  X^  sein  müssen.  In  der  That,  jedes 
Xf^(u,  wl,  (o^  [wo  Cd/,  w,'  die  transformirten  Perioden  sind]  ist 
wieder  ein  n-gliedriges  <T-Product  der  früher  betrachteten  Art, 
also,  nach  dem  Hermite'schen  Satze,  in  der  Gestalt  darstellbar: 

(63)  X„ {u ,  w; ,  w,')  =  :Sc„^ß,Xß(u,a}^,  w,)  , 

wo  die  c^^  ß  von  u  unabhängig  sind. 

Es  gilt  jetzt,  die  0^,^^  ß  auszuwerthen,  was  sofort  geschehen 
soll.  Dabei  ergibt  sich  dann  das  schöne  Resultat,  da^s  die  c^^ß 
auch  von  den  Perioden  (o^ ,  cci,  unabhängig  werden^  dass  also  die 
in  Aussicht  genommene  Gruppe  von  Umänderungen  der  X„  eine 
Gruppe  linearer  Substitutionen  mit  numerischen  Cotfficienten  ist. 

Um  dies  Resultat  in  einfachster  Weise  abzuleiten,  benutze 
man,  dass  sich  alle  linearen  Transformationen  der  a)^ ,  w^  be- 
kanntermassen  aus  folgenden  beiden : 

\  cuj  =  w,  -h  w,  ;  l  w,  =  4-  w^ 

durch  Wiederholung  und  Combination  herstellen  lasseD.  Nun 
ist  der  Erfolg  von  S  aus  der  Formel  (37)  sofort  abzulesen.  Wir 
finden,  in  Uebeinstimmung  mit  unserer  Behauptung: 

(64)  X«(m,  w,  ,  Wj  4-  oi.)  =  e         ^      ,  x„(m,  w,  ,  wj  . 

Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an,  X„(m  ,  —  w« ,  wj  durch  die 
ursprünglichen  X^  darzustellen,  was  in  den  folgenden  Para- 
graphen geschehen  soll. 
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§.  5.  Specielle  Betrachtung  von  Xf^(u,  —lo^y  cü  J . 

Den  Entwickelungen  von  Hrn.  Bianchi  folgend,  werde  ich 
jeUt  A'^  (m  ,  —  cu^ ,  wj  zunächst  nur  bis  auf  einen  von  m  freien 
Factor  bestimmen.    Wir  setzen,  der  Formel  (63)  entsprechend: 

Xa(u ,   -  Cd, ,  Wj  =^C«^  ß  .  Xß{u,  W,  ,  W,)    . 
0 

Jetzt  vermehren  wir  u  einmal  um  — ^,  das  andere  Mal  um 

' — - .   Wir  haben  in  (87),  (28)  bestimmt,  welche  Umänderungen 

n 

dabei  die  ursprünglichen  X^(u,  lo^,  cuj  erleiden.  Die  Aende- 
rungen  von  Xß(uj  w,.  cci,)  wie  von  Xf^{u,  —  w,,  cuj  ergeben 
sich  daraus  durch  blosse  Buchstabenvertauschung.  Wir  ge- 
winnen so  die  beiden  Formeln : 


0 

«-1 


die  wir  auch  folgendermassen  schreiben  können : 


n-l 


A„(m,  -  w,,  wJ  =^c«^i^yy.e   ^/^.A'^(m,  w.,  wJ  , 
u 
n-l 


Ü 

(wo  jetzt  die  Indices  als  unbeschränkt  veränderliche  ganze  Zahlen 
angesehen  werden,  die  allein  modulo  n  in  Betracht  kommen). 
Daher  ist  überhaupt: 

^a,  ß  ^^  ^       *  ^0 ,  0   • 
Schreiben  wir  noch  C  für  c^^  ^  und  lassen  der  Symmetrie  halber 

die  Summation  über  ß  von ^-    bis  -h      -  -  gehen ,  so 

haben  wir : 
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n-1 
+  -T- 

(65)     X„(m ,  -  w. ,  w J  ==  C  .^  e«/=^ .  Xß(u ,  w, ,  ai.)  , 

fi-i 

~      2 

was  die  in  Aussicht  genoinrnene  Formel  ist,  auf  die  auch  Hr. 
Bianchi  auf  p.  243' seiner  Arbeit  hinweist. 

Wir  wollen  der  grösseren  Deutlichkeit  halber  die  hier  auf- 
tretende Grösse  bis  auf  Weiteres  mit  C(o3^^  w^  bezeichnen. 
Jedenfalls  ist  C  eine  Function  nullter  Dimension  in  co^,  co,, 
denn  die  in  (65]  beiderseits  auftretenden  X  sind  in  u ,  co^ ,  o;, 

gemeinsam  von  der  — x —  **"  Dimension.    Wir  schliessen  jelil 

aus  (65)  weiter: 


X^ß{u ,    —  W,  ,    —  Wj   =r   C(—  Ol,  ,   Wj  .^  €     (^y  .  Xy  (W  ,    —  W,  .  W,l  . 

n—  i 
2 

Nun  ist  aber: 

X_^(W,    -  W^  ,    -  W,l    =   (-  <)     2      .  A'_^(-  M,    Wj  ,   Ctl,) 

oder  nach  (29) : 

(66)  A'.^(w ,  -  w. ,  -  coj  =  (—  <)    2    .  Xß(u ,  w, ,  Ol,)  , 

eine  Formel,  auf  die  wir  noch  zurückkommen.  —  Demnach 
wird  : 

Xß[u,  w, ,  wj 

=  (~  <)V.  C(-  Cri,,  Wj  .^X6-/^/.  Xy(t/,    -  Ce.,,  cj   . 

n  — 1 
2 

Tragen  wir  die  so  gewonnenen  Werthe  der  ursprünglichen  A'^ 
in  (65)  rechter  Hand  ein,  so  heben  sich,  wie  es  sein  muss,  hei 
der  Summation  nach  ß  alle  Terme  fort,  in  denen  y  von  a  ver- 
schieden ist,  während  die  Zusammenziehung  der  übrigen  die 
Formel  ergibt : 

n~l  I 

(67)  C(«. ,  0,.) .  C(-  0,, ,  w.)  =  tllll_  . 
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Wir  schliessen  hieraus^  dass  C(ct>, ,  lo^)  in  folgende  Form  gesetzt 
werden  kann : 

(68)  C(c.,.c.,)  =  ^,4i-.    ^(">-">)     , 

wo  <p  eine  homogene  Function  von  (a^ ,  oi,  bedeuten  soll  und  das 
doppelte  Vorzeichen  zunächst  unbestimmt  ist. 

Weiter  kann  die  allgemeine  hier  eingehaltene  Betrachtungs- 
weise nicht  ftthren,  da  bei  der  endgültigen  Bestimmung  von  C 

eiomal  der  Factor  f  --=  in  Betracht  kommt,  den  wir  in  die  De- 

fiDJtion  der  K^  mit  aufgenommen  haben,  dann  aber  auch  der 

Umstand,  dass  wir  den  imaginären  Theil  von  —  stets  ppsitiv 

nehmen.  Wir  greifen  also  jetzt  auf  die  Reihen cnt Wickelungen 
(37),  (38)  zurück,  in  welchen  diese  beiden  Bemerkungen  zur 
Geltung  kommen.  Dabei  ergibt  sich  dann,  dass  C  einfach  folgen- 
den Wer  th  hat: 

(69)  C  .  .^3^— 

i  ^    .Vn 

(unter  Vn  die  positive  Wurzel  verslanden),  dass  also  (65)  fol- 
gendermassen  geschrieben  werden  kann : 

w-l         _  *      2 

(70)     I   2    .yn.X«(u,  -w,,  wj  =^€«/^.X^(w,cci,,o;.)    . 

2 

Um  noch  einmal  auf  unsere  allgemeine  Ueberlegung  zu- 
rückzukommen :  wir  können  aus  (68)  schliessen,  dass  C  auf  alle 

Fälle  gleich  ±  4  :  /  ^  ,Vn  genommen  werden  kann ,  sobald 
wir  statt  der  ursprünglichen  X^fw,  cci^ ,  w,)  von  vorne  herein 
dieProducte  g>  ((a^ ,  w^) ,  X^{u,  (Jt}^,  coj  in  Betracht  ziehen  wol- 
len. Wenn  den  Reihenentwickelungen  (37),  (38)  zufolge  das 
7K)  f^^  einfach  gleich  4  zu  nehmen  ist,  so  heisstdies,  dass 
^ir  gleich  anfangs  die  X^  mit  dem  richtigen  nur  von  w^ ,  lo^ 
abhängigen  Factor  ausgestattet  haben.  In  der  That  ist  es  die 
Forderung  y  (w,,  w,)  ==  1  gewesen,  welche  mich  ursprünglich 
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veranlasst  hat,  in  die  Definition  der  X^^  den  Factor  f  —  mit 

aufzunehmen. 

Das  Vorzeichen  von  C  wird  durch  die  letzte  Bemerkung 
wohlverstanden  weder  bestimmt  noch  Überhaupt  in  Discussion 
gezogen.    Vielmehr  hängt  dasselbe  wesentlich  von  dem  bereits 

erwähnten  Umstände  ab,   dass   -*    einen  positiv  imaginären 

Theil  besitzen  soll.  Wollte  man  die  entgegengesetzte  Fest- 
setzung machen  (die  an  sich  gerade  so  zulässig  ist),  so  würde 
sich  das  Vorzeichen  von  C,  wie  überhaupt  das  Vorzeichen  in 
allen  auf  die  lineare  Transformation  der  ^-Functionen  bezüg- 
lichen Formeln,  dadurch  modificiren,  dass  (—  i)  an  die  Stelle 
von  {-♦-  i)  tritt. 

§.  6.  Bestimmang  der  OröBse  C . 

Zur  Bestimmung  der  Grösse  C  genügt  es  natürlich,  dem  u  in 
(65)  irgend  einen  particulären  Werth  zu  ertheiien,  also  beispiels- 
weise die  Xjj  durch  die  J5^  zu  ersetzen,  wodurch  man  zu  den 
Formeln  zurückgeführt  würde,  die  ich  diesbezüglich  im  17.  An- 
nalenbande  (p.  571)  gegeben  habe.  Wenn  ich  trotzdem  auf  die 
allgemeinen  Reihenentwickelungen  (37),  (38)  zurückgreife,  so 
geschieht  es,  weil  sie  sich  mit  der  gleichen  Leichtigkeit  be- 
handeln lassen,  wie  irgendwelche  specielle  Fälle. 

Wir  werden  zunächst  an  (37)  anknüpfen.  Indem  wir  der 
Kürze  halber  setzen : 

3  n  —  1  n  f;i  m' 

(l^)'-   .'^   ...  =  *■ 

t.g<  .JT(1  -9»V 
fiDden  wir: 

■2 


^£«/*.X^{«,   („.,  W,) 


n—  1 


2       00 


_  «-1  u  [_  ^ 4S — --  _  g[-(«ft+<)«-«;».  „,J 
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oder,  wenn  wir  je  zwei  Terme,  welche  dieselbe  Potenz  von  q 
enthalten,  zusammennehmen: 

^     2 
2 

=  ,».«.2J2''(-')  *"■'—'=—■•   ^',  ^,.,.  „,.« 

Mit  dieser  Formel  bringen  wir  jetzt  die  andere  zum  Vergleich, 
welche  sich  aus  (38)  für  Xjj(w,  —  w, ,  wj  ergibt  und  die  fol- 
gendermassen  lautet: 

I(2Jt+  Uirta        ,ai.  .    ,v  «>««1 
e  .e 

— .  c      «       .  e  <"' ' 

Wir  verwandeln  zu  dem  Zwecke  die  in  (71)  rechter  Hand  auf- 
tretende Doppelsumme,  indem  wir  (2Ä4-4)n  +  2/?  =  2Ä  +  1 
setzen  und  nun  k  von  0   bis  oo  laufen  lassen.     Dabei  wird 

(—  1)       ^  ==  (—  4)   ^    .  (—  <)    sein,  ß"    aber  durch  folgenden 

(2t-t-l)i3tg 

Ausdruck  ersetzt  werden  können :  (— 1)  .  e  ~  .  Solcher- 
weise kommt: 

2  n-j 

^6«/^.X^(u,  w,,  ai,)  =  (-1)   2    .Kn.(-4)".J/ 

2 


0 

Daher  lesen  wir  ab : 

2"" 

Mras  mit  der  in  Aussicht  genommenen  Formel  (70)  tibereio- 
stimmt. 
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Die  Relation  zwischen  ^-Reiben,  welche  bei  dem  gerade 
durchgeführten  Vergleiche  zu  Grunde  liegt  und  die  wir  fol- 
gendermassen  explicite  schreiben  können : 


(78) 


(-<)"*.("^-X.'") 


«-1 


.    »-1  \         Cci,  / 

+  -T- 
ist  als  solche  natürlich  von  durchaus  elementarem  Charakter 
und  in  der  That  auch  sonst  gelegentlich  bemerkt  worden,  wie 
ich  in  Rerichtigung  einer  früheren  Angabe  hier  constatiren 
muss.  Ich  will  hier  namentlich  auf  Hm.  Brioschi's  Entwicke- 
lungen  im  47.  Bande  der  Gomptes  Rendus  de  TAcad^mie  des 
Sciences  (1858)  verweisen  (cf.  p.  339  ff.:  Sur  diverses  eqtwiions 
analogues  aux  equations  modulaires  dans  la  thäorie  des  fqnctions 
elliptiqties),  insofern  Hr.  Brioschi  dort  Zielpuncte  verfolgt,  die 
mit  unseren  eigenen  auf  das  engste  verwandt  sind*].  Man  kann 
die  Relation  (72)  auch  als  speciellen  Fall  der  allgemeinen  auf 
^-Functionen  mit  p  Veränderlichen  bezüglichen  Formel  auf- 
fassen, welche  die  Herren  Prym  und  Krazer  im  3.  Bande  der 
Acta  mathematica  entwickelt  haben  (lieber  die  Verallgemeinerung 
der  Riemann^ sehen  Thetaformel),  ein  Umstand,  auf  den  ich  bei 
Gelegenheit  zurückkommen  möchte**).  Wahrscheinlich  umfassl 
die  Prym-Krazer^sche  Relation  die  Gesammlheit  jener  Coordi- 
natenverwandlungen,  die  wir  vorstehend  am  Schlüsse  von  §.  \ 
(des  gegenwärtigen  Abschnitts)  postulirten. 


§.  7.  Bemerkungen  zur  Snbstitationsgnippe  der  X^ . 

Die  Substitutionsgruppe  der  A'„,   welche  aus  den  beiden 
erzeugenden  Operationen  (64),  (70) : 


*)  Man  sehe  auch  Scheibner  im  Jahrgange  4862  dieser  Berichte, 
p. 134. 

**)  Vergl.  Krazer  im  20.  Bande  der  Mathemaiischen  Annalen  [Ueher 
Thetafunctionenf  deren  Charakteristiken  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet 
sind\y  wo  der  Verf.  ausdrücklich  an  die  von  Hrn.  Biancbi  för  i»  =  3  ge* 
gebeoen  Entwickelungen  anknüpft, 
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(73). 


a{n  — _a) 


2 


=  ^6«/^.X^{u,C0,,  Wj 


2 


durch  Wiederbolung  und  Combination  erwächst,  scheint  in 
mehrfacher  Hinsicht  besonderes  Interesse  zu  besitzen.  In  der 
That  bildet  sie  den  naturgemtosen  Durchgangspunct  zu  den 
beiden  anderen  Gruppen  linearer  Substitutionen,  welche  man 
sonst  in  der  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functio- 

ncn  betrachtet  hat :    der  Gruppe  von  — ^ —  Variabein,  welche 

den  sogenannten  Jacobi'schen  Gleichungen  zu  Grunde  liegt,  und 

n  —  1 
der  Gruppe  von  — - —  Variabein,  auf  die  ich  im  15.  Bande  der 

Tu 

Mathematischen  Annalen  (cf.  p.  S77  daselbst}  und  später  im 
17.  Bande  (p.570)  die  Aufmerksamkeit  lenkte"^).  Diese  Gruppen 
entstehen  einfach,  wenn  man  in  (73)  statt  der  X„  die  A„,  B^ 
aus  (47),  (48)  einführt.  Man  findet  dann  nämlich  einerseits : 

_  g(w-a) 


(74) 


T: 


n-l 


rt-I 
2 


I   2    .Vn.  AJm,  -  w,,  wJ  =^A^(w,  w,,  wJ  , 


WO  a  in  der  letzten  Formel  nur  die  Werthe    4 ,  2 ,  ...  — - — 


*]  Man  vergl.  wegen  dieser  Gruppen  eine  demnächst  im  25.  Annalen- 
bände  erscheinende  Arbeit  von  Hrn.  Morera :  lieber  einige  Bildungsgeseize 
in  der  Theorie  ^  Theilvng  und  der  Transforrmmon  der  elliptischen  Func^ 

Uontn, 
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zu  durchlaufen  bat,  andererseits,  unter  derselben  BeschränkuDg 
für  die  Werthe  von  a : 

(75)  J  7':  i  ^    .l^.ß«(w,  -w,,  ctij 

I  n— 1 

0 

was  genau  die  in  Betracht  kommenden  Formeln  sind. 

Aus  dieser  Ableitung  der  in  Bede  stehenden  Substitutions- 
gruppen geht  nun  auch  der  wahre  Grund  für  die  merkwürdige 
Wechselbeziehung  derselben  hervor,  die  ich  in  Band  XV  der 
Mathematischen  Annalen  1.  c.  zur  Sprache  brachte.  Wir  fanden 
in  (66) : 

n  —  1 

Daher  folgt : 

(»Ari 
A«(«,  -CO,,  -  wj  =  (-  4)    2    .  A^(w,  w, ,  wj  , 
B«  (w ,  -  CO, ,  --  wj  =  (—  i)    2~~ .  B^  (u ,  w, ,  w,)  , 

und  hierin  ist  begründet,  dass  immer  imr  eine  der  beiden  neuen 
Substitutionsgruppen  mit  der  Gruppe  der  Opei^ationen  (62)  holoe- 
drisch isomorph  ist.  der  Isomorphismus  der  anderen  aber  h^mi- 
edrisch  ist. 

Was  die  Jacobi'sche  Gleichung  angeht,  zu  welcher  die  hier 
mit  A^  bezeichneten  Tbeilgrössen  gehören,  so  hat  sie  diejenigen 
Werthe  zu  Wurzeln,  welche  aus 

durch  Anwendung  der  linearen  Transformation  der  Perioden 
entstehen"*).    Um  dieser  Gleichung  Coefficienten  zu  ertheilen, 


*)  Ich  halte  im  Texte  immer  nur  an  der  Annahme  fest,  dass  n  eine  un- 
gerade Zahl  sein  soll.  Gewöhnlich  denkt  man  sich,  wenn  von  Jacobi'schen 
Gleichungen  die  Rede  ist,  das  n  überdies  als  Primzahl,  so  dass  hier  eine 
kleine,  ob  auch  selbstverständliche  Verallgemeinerung  der  üblichen  Ter- 
minologie vorliegt.  Ausserdem  ist,  was  man  nicht  übersehen  darf,  X^*  und 
nicht  Xq  diejenige  Grösse,  welche  Hr.  Brioschi  als  Wurzel  der  Jacobi- 
schen Gleichung  bezeichnet.  Man  vergl.  hierzu  meine  Vorlesungen  überda^ 
Ikosaeder  etc.  (Leipzig  4884),  insbesondere  p.  i48,  Anmerkung. 
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die -von  p(u),  g^,  g^  rational  abhängen,  wird  man  natürlich  als 
Unbekannte  den  Quotienten  X^ :  a{u)^  einfuhren,  worauf  unsere 
Äff  entsprechend  durch  A^  :  a(u)^  zu  ersetzen  sein  werden. 
Die  so  entstehende  Jacobi'sche  Gleichung-  ist  übrigens  wohl- 
bekannt: man  sehe  Brioschi  im  47.  Bande  der  Comptes  Ben- 
dos (I.e.)  und  im  Jahrgange  1866  der  Atti  della  B.  Accademia 
dl  Napoli,  Krön  eck  er  im  Berliner  Monatsbericht  von  1861, 
Kiepert  im  87.  Bande  desJournals  für  Mathematik  [insbesondere 
p.  2U  daselbst,  Formel  (33)].  Ein  Vergleich  der  erstgenannten 
Arbeiten  mit  der  unseren  wird  nur  dadurch  erschwert  ^  dass 
beide  Autoren  durchweg  an  den  Jacobi^schen  Bezeichnungen 
festhalten  und  also  X^:a(u)^  nicht  nach  p(u),  sondern  nach 
sin*  am  u  entwickeln. 

Die  Jacobi^sche  Gleichung,  der  die  verschiedenen  Werthe 

von  y  —  genügen,  ist  nach  dem  Früheren  nur  ein  specieller 

Fall  der  gerade  besprochenen  Gleichung.  Nun  weiss  man  aber, 
dass  allemal,  wenn  die  ungerade  Zahl  n  von  der  Form  6^  +  1 


ist,  bereits    y  -^  einer  Jacobi^schen  Gleichung  genügt,  deren 

Coefficienten  ebenfalls  in  j^,  j,  rational  sind*),  und  es  hat 
Hr.  Kiepert  gezeigt,  dass  man  auch  diese  Gleichungen  so  ver- 
allgemeinern kann,  dass  neben  9,,  g^  das  p(m)  in  den  Coef- 
ficienten vorkommt*"*).  Indem  ich  versuchte,  mir  die  Theil- 
werthe  zu  berechnen,  die  zu  dieser  Kiepert^schen  Gleichung  ge- 
hören, und  die  ich  fernerhin  mit  >l^(u,  cj, ,  a;J  bezeichnen 
werde,  wurde  ich  zu  einem  zweiten  einfachen  Systeme  von 
n  Grössen  geführt,  welches  sich  bei  linearer  Transformation  der 
Perioden  ganz  ahnlich  verhält,  wie  das  System  der  X^.  Ich  will 
die  betreffenden  Formeln  hier  um  so  lieber  mittheilen,  als  ich 
die  NuUwerlhe  der  A^(u^  co, ,  coj,  die  ich  schlechthin  A^^ 
nenne,  sogleich  (in  den  Schlussbemerkungen)  ohnehin  gebrauche. 


*j  statt  alle  einschlägigen  Citate  hier  noch  einmal  zusammenzustellen, 
will  ich  hier  nur  auf  die  Abhandlung  von  Hurwitz  verweisen,  in  der  man 
sie  vereinigt  findet :  Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der  elliptischen 
Modulfmctionen  und  Theorie  der  MulUpHcatorgleichungen  erster  Stufe,  Bd.  4  8 
der  Mathematischen  Annalen. 

**)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  87,  p.  «43 . 
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§.  8.  Sie  Functionen  t{u),  q)[x^  q)  und  die  Yy. 

Um  die  neuen  Grössen,  die  ich  Yy  nenne,  aufzustellen^ 
seien  a^Uy  a^u,  a^u  die  Weierstrass^scnen  Functionen: 


(77) 


^(") 

= 

e2 

«»(") 

= 

e  ^ 

.  alu  - 

"M 

= 

e 

2      .<r 

(„-... 

+  in 
2" 

■•) 

.(e 

^T^) 

die  sich  übrigens,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  des  vorigen 
Abschnittes  (§.  1)  aufnehmen,  als  specielle  Fälle  der  Quotienten 
a;^   »(t/) :  <F;^  «  darstellen.    Sei  ferner,  der  Einfachheit  halber: 

(78)  cr,(M).(;Jii).a,(M)  =  ir(M)  . 

Hr.  Kiepert  hat  nun  1.  c.  bemerkt,  dass  diese  ^-Function  einer 
Reihenentwickelung  f^hig  ist,  welche  der  Entwickelung  durch- 
aus analog  ist,  die  man  für  die  a-Function  selbst  aus  der  Jacobi- 
schen ^-Reihe  ableitet  [siehe  oben  Formel  (3),  (4)].  Man  setze 
nämlich : 

1/  —  .  e  2«, 

(79)  t(ü,  w,  ,  wj  =  -^ .  y  J_  ,  ,J 


W 


lUTf         \ 


wo  ^J  beidemal  denselben  durch  Formel  (2)  definirten  Werth 
bedeuten  soll.    Dann  hat  man  für  (p{x,  q)  die  folgende  Reihe: 

(80)    t(^.  ?)  =  i^{- ^r-?    '^    '{^  +« 
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Das  Gelingen  unseres  Ansatzes  scheint  darin  begrimdet,  dass  in 
dieser  Reihe  nur  quadratische  Exponenten  einer  festen  Potenz 
von  q  {q"^)  auftreten  und  übrigens  r(u,  ia^,  aij  als  Modul- 
Function  betrachtet  von  der  ersten  Stufe  ist*]. 

In  genauer  Analogie  mit  d^n  auf  a{u)  bezüglichen  Ent- 
wickelungen  unseres  ersten  Abschnittes  setze  ich  jetzt  zunächst: 

(81)  ^a,^(w»  '«'i,  ^t) 


und  ferner : 

(82) 

ry(« 

,  w,, 

wj 

=  (- 

-1F 

■U-'- 

»G,«« 

•»•o 

,y(u,-^,0,,^ 


Tragen  wir  nunmehr  die  Reihenentwickelungen  (79),  (80)  ein, 
so  erhalten  wir  einmal,  der  Substitution  S  entsprechend: 

(83)  S:   Yy[u,  w,.  to^  +  wj  =  e  2      ,  Yy{u,  u}^,  wj  , 

dann  aber,  indem  wir  die  Rechnungen  des  §.  6  mutatis  mu- 
tandis  wiederholen : 

n±l 

(84)  T:  i  «    .Va,Yy{u,  -w,,  wj 

t    '*-* 


^2;^e'r^.Y^(u,co,,w,) 


.=  .«^^ 


Hier  ist  über  das  doppelte  Vorzeichen  in  dem  Exponenten  von  i 
so  zu  verfügen,  dass  derselbe  eine  ganze  Zahl  wird.  —  Dies 
sind  nun  in  der  Thal  Formeln,  welche  den  für  die  X^  gültigen  (73) 
^enau  entsprechen.  Allerdings  sind  wir  nicht  in  der  Lage,  die 
auf  X  bezügliche  Formel,  wie  dies  für  die  X^  in  §.  5  geschah, 
a  priori  der  Art  nach  zu  erschliessen.  Denn  die  F«  sind  3n- 
gliedrige  a-Producte  und  es  erscheint  also  keineswegs  von  vorn- 
herein als  nothwendig,   dass  sich  ihre  transformirten  Werthe 


*]  Ausser  der  Reihe  (80). und  der  Reihe  für  ^|  kennt  man  bis  jetzt 
i^eioe  andere,  welche  beide  Eigenschaften  verbindet,  aber  es  wäre  sehr 
i&erkwürdig,  wenn  in  der  That  keine  weiteren  Reihen  dieser  Art  existiren 

sollten. 
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durch  die  ursprünglichen  n  allemal  linear  darstellen.  Ich  ver- 
mulhe  übrigens,  dass  man  dieses  Verhallen  aus  dem  UmstaDde 
ableiten  kann,  dass  r(u,  a;^ ,  oij  eine  Modulfunction  erster 
Stufe  ist. 

Aus  den  Yy  können  wir  jetzt  wieder  den  Formeln  (47),  (48j 

folgend  Systeme  von  — - —  und  — - —  Variabein  zusammen- 

Tb  M 

setzen,  die  sich  für  sich  linear  transformiren.  Wir  wollen  die- 
selben Ayj  By  nennen  und  also  schreiben  : 

(A,{u)  =  Y,{u)  ,        A,{ii)  =  Y,{u)  +  i;_ Jw)  ,       .... 

An-i[u)  =    Yn^xju)  +  Yn^xju)    , 

(85)  J  ^  ^  ^ 


Bn^,{u)   =    Fn-l(w)-r„+,(ü)    . 


2 


Insbesondere  benennen  wir  die  Nullwerthe  der  Ay{u) ,  wie  wir 
bereits  sagten ,  mit  Ay .  Diese  Ay  sind  dann  diejenigen  Theil- 
werthO;  welche  bei  der  Jacobi^schen  Gleichung  in  Betracht  kom- 
men, von  der 


(8ß)  nW   -     r    jn 


2  4 /-3r 


abhängt. 


Schlassbemerkangen. 


Wir  haben  in  den  voranstehenden  £ntwickelungen  alle  in 
Betraicht  kommenden  Constanten  durch  die  Moduln  js„  und  A^ 
ausgedrückt,  zu  denen  soeben  poch,  unter  der  Voraussetzung, 
an  der  wir  jetzt  festhalten,  dass  nämlich  n  durch  3  nicht  theil- 
bar  sei,  die  Ay  hinzugetreten  sind.  Es  fragt  sich,  wie  diese 
Grössen  von  einander  abhängen  und  wie  wir  sie  als  Functionen 
der  rationalen  Invarianten  berechnen  wollen.  Ich  beschränke 
mich  in  diesen  Schlussbemerkungen  darauf,  einige  vorläufige 
.diesbezügliche  Angaben  zu  machen. 

Bemerken  wir  zunächst  die  selbstverständliche  Formel  : 

A'  —  >l« 

Lassen  wir  hier  beiderseits  die  Operation  T  eintreten,  so  er- 
halten wir: 
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0  \  0  / 

wo  das  —  oder  das  +-Zeichen  anzuwenden  ist,  jenachdem 
n  +  <  oder  n  — 1  durch  6  theilbar  ist.  Hieraus,  indem  wir 
i^mal  mit  S  operiren : 


(87)     ±n.2^s' 

0 

Hier  müssen,  wie  schon  Hr.  Brioschi  bemerkt  hat"^],  die  Po- 
tenzen von  €  linker  und  rechter  Hand  übereinstimmen.    Dies 

n  —  4 

gibt  einmal  — ^ —  cubische  Relationen  für  die  Ay ,  andererseits 

abei'  finden  wir,  worauf  es  hier  ankommt^  die  A^  als  rationale 
ganze  Functionen  dritten  Grades  der  Ay. 

Wir  greifen  jetzt  auf  eine  wohlbekannte  a-Relation  zurück, 
die  sich  hier  so  schreibt : 

und  leiten  aus  ihr  die  Formel  ab : 

aus  der  für  m  =  0  die  folgende  hervorgeht : 

auf  die  ich  auch  im  47.  Bande  der  Annalen  (p.  569)  aufmerksam 
machte.  Combiniren  wir  (88)  mit  (87),  So  haben  wir  das  Resultat 
erreicht,  dass  wir  unsere  sämmtlichen  Constanten  durch  .1^  und 
Ac  z^  rational  ausdrücken  können. 

Was  die  Berechnung  von  A^  angeht,  so  geschieht  dieselbe 
direct  aus  jener  eben  besprochenen  Gleichung  (der  Multiplicator- 
gleichung  erster  Stufe),  deren  Coefficienten  in  g^ ,  j,  rational 
sind:  wir  haben  einfach  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  zu  be- 
rechnen.   Eine  weitere  Frage,  die  wir  hier  nur  berühren  und 


*)  Sopra  una  classe  di  equazioni  modulari,  Annali  di  Matematica,  ser.  2, 
UX,  p.i67fr. 

)Kat1i.-ph7S.  Classe  1S84.  7 
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auf  die  gelegentlich  näher  eingegangen  werden  muss,  ist  die. 
wie  man  am  einfachsten  die  js^^  berechnet,  nachdem  einmal  A^ 
bereits  gefunden  ist.  Ich  will  in  dieser  Hinsicht  hier  nur  fol- 
gende Formel  mittheilen : 

(n^l)(H~3)       n-3         w»~l 
(89)      Z,.Z,....Zn^  =  {^i)  8  ^     2     .^24      . 

2 

Dieselbe  gestattet  uns,  im  Falle  n  =  5  ,  das  A^  rational  durch 
die  Zf^ ,  d.  h.  also  durch  z^jZ^,  auszudrücken  [wie  dies  allemal 
möglich  sein  muss,  wenn  n  =  1  (mod.  4)].  Die  Werthe  der  A' 
werden  dann  aus  (86),  (87)  die  folgenden: 

Wir  wollen  diese  Werthe  insbesondere  in  (64)  eintragen.  Wir 
finden  dann  für  das  »Integral  erster  Gattung  fünfter  Stufea,  in- 
dem wir  1.  c.  a=r1,/S?=s2,y  =  0  setzen  : 

^''"^         "*  ^J  [(2i./  -  z,^)X,X,  +  bz,'z,'X,X,]  ' 

was  mit  dem  Resultate,  das  Hr.  Bianchi  auf  p.  261 ,  262  des 
17.  Annalenbandes  angibt,  übereinstimmt.  Die  unbestimmte 
Constante  C,  welche  bei  Hrn.  Bianchi  als  Multiplicator  auftritt 
und  die  in  (90)  fehlt,  findet  dadurch  ihre  Begründung,  dass 
Hr.  Bianchi  nirgendwo  die  absoluten  Werthe  der  X^^  fixirt  bat 
und  also  auch  nicht  die  z^ ,  z^  selbst,  sondern  nur  deren  Quo- 
tienten in  Betracht  zieht. 


A.  Mayer.  Zur  Aufstellung  der  Kriterien  des  Maximums 
und  Minimums  der  einfachen  Integrale  bei  variabeln  Grenz- 
werthen*)\ 

Bei  den  Problemen  des  Maximums  oder  Minimums  ein- 
facher Integrale,  welche  eine  oder  mehrere  unbekannte  Func- 
tionen und  ihre  ersten  Differentialquotienten  enthalten,  hat  man 
die  zweite  Variation  bisher  hauptsttchlich  nur  für  den  Fall  unter- 
sucht; wo  die  Grenzen  des  Integrales,  sowi6  die  Werthe,  welche 
£e  unbekannten  Functionen  in  diesen  Grenzen  annehmen  sollen, 
fest  gegeben  sind  ^) .  In  der  That  ist  dies  auch  der  Hauptfall  in 
der  eigentlichen  Variationsrechnung,  d.  h.  in  dem  Theile  der 
allgemeinen  Theorie  der  Maxima  und  Minima ,  der  vollständig 
der  Integralrechnung  angehört.  Denn  bei  nicht  gegebenen  Grenz.- 
werthen  kann  man  die  Aufgabe  in  zwei  Theile  zerlegen ,  von 
denen  der  erste  eben  jenes  Hauptproblem  ist ,  wahrend  der 
zweite,  erst  nach  diesem  zu  behandelnde,  sich  auf  eine  blosse 
Aufgabe  des  gewöhnlichen  Maximums  oder  Minimums  reducirt. 

Soll  nämlich  beispielsweise  eine  gewisse  Curve  y  =  y  [x) 
von  allen  Gurven  der  Ebene ,  deren  Endpunkte  Xq  y^  und  x^  yi 
anf  zwei  gegebenen  Gurven  liegen ,  diejenige  sein ,  für  welche 
ein  gegebenes  Integral 


X 


fi^^Vii/)  dx 


♦)  Vorgelegt  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am  44.  Nov.  4884. 

1)  Soweit  mir  bekannt  ist,  sind  bei  variabeln  Grenzwerthen  solche 
Probleme  über  die  erste  Variation  hinaus  nur  verfolgt  worden  von  Ldnd- 
STiöN  in  der  Abhandlung  »Distinction  des  max.  et  min.  dans  un  pro- 
bl^e  isopörimötrique«!  Nova  acta  reg.  soc.  sc.  Upsaliensis,  Ser.  t, 
Vol.  Vn,  und  von  G.  Erdmann  in  dem  Aufsatze  »Zur  Untersuchung  der 
zweiten  Variation  einfacher  Integrale«,  Schlömilch's  Zeitschrift,  Bd.  XXIll, 
wobei  aber  noch  hinzuzufügen  ist,  dass  auch  bereits  Jacobi  in  einer 
Königsberger  Vorlesung  die  Frage  bei  willkürlichen  Grenzwerthen  von  y 

allgemein  für  das  Problem  /    /  [x,  y,  y*)  dx  =*  Min.  behandelt  hat. 

7* 
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einen  kleinsten  Werth  erhält,  so  muss  diese  Curve  dieselbe 
MinimumS'Eigenschaft  nothwendig  auch  dann  beibehalten,  wenn 
man  ihre  Endpunkte  als  fest  gegeben  betrachtet.  Sie  muss  also 
im  Besonderen  auch  unter  allen  Curven  der  Ebene ,  die  mit  ihr 
diese  festen  Endpunkte  'gemein  haben,  diejenige  oder  eine 
solche  sein,  welche  das  Integral  zu  einem  Minimum  macht. 
Diese  letztere  Forderung  —  das  Hauptproblem,  wie  ich  sie  kurz 
nennen  will  —  bestimmt  aber  durch  die  Differentialgleichung, 
auf  welche  sie  führt,  allein  schon  vollständig  die  Natur  der  ge- 
suchten Curve,  d.  h.  den  analytischen  Ausdruck 

y  =  y(a?,a,6) 
ihrer  Ordinate,  in  welchem  die  beiden  Integrationsconstanten 
a  und  b  selbst  wieder  durch  die  beiden  Bedingungen 

cp  (iTo,  a,  b)  =  yo,  q>{xu  a,  *)  =  yi 
bestimmt  werden ,  und  damit  ist  auch  der  Minimumswerth  des 
Integrales  selbst  in  bestimmter  Weise  als  Function  der  Grenz- 
werthe  a?o,  yo>^i»yi  definirt,  sodass  derselbe  sich  gar  nicht 
mehr  anders  ändern  kann,  als  dadurch,  dass  diese  Grössen  ihre 
Werthe  ändern.  Sind  daher  die  Endpunkte  nicht  fest,  sondern 
eben  bloss  an  zwei  gegebene  Curven 

V^o  {^0,  yo)  =  0  und  ipx  {xu  yi)  =  0 
gebunden ,  so  tritt  zu  der  früheren  Aufgabe  nur  noch  die  neue 
hinzu,  die,  diesen  beiden  Belationen  unterworfenen  Grenzwerthe 
nun  so  zu  bestimmen,  dass  jene  bestimmte  Function  derselben, 
welche  den  Minimumswerth  des  Integrales  angiebt,  ihrerseits 
selbst  wieder  ein  Minimum  wird. 

Damit  soll  natürlich  nicht  gesagt  sein ,  dass  man  im  Falle 
variabler  Grenzwerthe  nothwendig  gerade  in  dieser  Weise  ver- 
fahren muss.  Man  kann  vielmehr  das  Problem  auch  ungetheilt 
angreifen,  und  Lundström  sowohl  wie  Erdmann  halten  dies  für 
klarer  als  die  Theilung.  Es  liegt  mir  fern ,  die  Frage,  welcher 
Weg  vorzuziehen  sei,  entscheiden  zu  wollen.  Jedenfalls  sind 
beide  zulässig  und  es  wird  jeder  seine  Vorzüge  und  Nachtheile 
haben.  Mich  interessirten  die  Aufgaben  des  gewöhnlichen  Maxi- 
mums und  Minimums ,  auf  welche  die  erste  Methode  in  ihrem 
zweiten  Theile  führt,  schon  an  und  für  sich  und  wegen  der 
eigenthümlichen  Schwierigkeiten,  die  sie  darbieten. 

Man  kann  nämlich ,  weil  hierzu  im  Allgemeinen  die  Auf- 
lösung transcendenter  Gleichungen  erforderlich  ist,  fast  niemals 
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die  Integration scoDstanten  wirklich  durch  die  Grenz werthe  aus- 
drücken^) und  also  auch  den  Maximums-  oder  Minimumswerth 
des  Integrales  nicht  explicite  als  Function  der  Grenzwerthe 
allein  darstellen.  Daher  ist  man  genöthigt,  die  Gleichungen, 
welche  die  Integrationsconstanten  mit  den  Grenzwerthen  ver- 
knüpfen ,  als  Bedingungsgleichungen  beizubehalten  und  darauf 
auszugehen,  beide,  Constanten  und  Grenzwerthe,  gleichzeitig  so 
zu  bestimm^^n ,  dass  der  Werth ,  den  das  Integral  für  die  Lo- 
sungen der  Differentialgleichungen  des  Hauptproblems  annimmt, 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird.  Dieser  Werth  stellt  sich 
bei  der  gewöhnlichen  Integrationsart  der  Differentialgleichungen 
zunächst  als  eine  Function  der  Integrationsconstanten  und  der 
beiden  Grenzen  des  Integrales  dar.  Mit  Hülfe  der  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  Integrationsconstanten  und  Grenzwerthen 
kann  man  aber  diese  Function  ebenso  wie  die  Bedingungsglei- 
chungen selbst  in  mannigfacher  Weise  umformen ,  und  es  ist 
für  die  Bewältigung  der  Aufgabe ,  das  Maximum  oder  Minimum 
des  Integralwerthes  zu  finden,  durchaus  nicht  gleichgültig ,  von 
welcher  Ausdrucks  weise  des  Integralwerthes  und  der  Be- 
dingungsgleichungen man  ausgeht.  Vielmehr  führt  eine  unge- 
eignete Form  des  ersteren  oder  der  letzteren  schon  in  der  ersten 
Hälfte  der  Aufgabe ,  bei  der  es  nur  auf  die  Bestimmung  der 
Unbekannten  ankommt ,  zu  so  verwickelten  Gleichungen,  dass 
die  Auflösung  oder  geometrische  Deutung  im  günstigsten  Falle 
nur  mit  grosser  Mühe  und  nach  langen  Rechnungen  gelingt. 

Es  war  mir  daher  höchst  merkwürdig,  als  ich  an  dem  Bei- 
spiele von  §  4  mit  einem  Male  erkannte,  dass  diese  Schwierig- 
keiten sich  ganz  von  selbst  heben ,  wenn  man  die  Differential- 
gleichungen des  Hauptproblems  durch  Zurückführung  auf  ihre 
HAMiLTON'sche  partielle  Differentialgleichung  integrirt  hat.  Jede 
vollständige  Lösung  dieser  Gleichung  ergiebt  nämlich  in  sich 
selbst  einen  äusserst  geeigneten  Ausdruck  des  Maximums-  oder 
Minimumswerthes  des  Integrales ,  und  zugleich  liefern  die  aus 
dieser  vollständigen  Lösung  hervorgebenden  kanonischen  Inte- 
gralgleichungen des  Problems  unmittelbar  die  für  diesen  Aus- 
druck zweckmässigsle  Form  der  Bedingungsgleichungen  zwischen 

^]  Trotzdem  werde  ich  natürlich  weiterbin,  so  oft  es  der  Klarheit 
wegen  ^'önscbenswerth  erscheint,  solche  Operationen,  die  der  Theorie 
nach  möglich  sind,  gerade  ebenso  behandeln,  als  ob  sie  sich  jeder  Zeit 
vLrklich  ausführen  Hessen. 


102  A.  Matbb, 

Grenzwerthen  und  Integrationscoostanten  ^) .  Hierbei  tritt  auch 
der  ganz  eigene  Charakter  znTage,  der  alle  Aufgaben  dieser 
Art  vor  anderen  Problemen  des  gewöhnlichen  Maximums  und 
Minimums  auszeichnet  und ,  weit  entfernt  die  Aufgaben  zu  er- 
schweren, vielmehr  die  Ursache  ist,  dass  sich  dieselben  in  allen 
Theilen  ganz  auffallend  vereinfachen.  Enthält  z.  B.  das  vorge- 
legte Problem  die  unabhängige  Variable  nicht  explicite  und  lässt 
dasselbe  zugleich  eine  Lösung  zu,  sowohl  wenn  alle  Grenz- 
werthe ,  als  auch  wenn  dieselben  nur  bis  auf  die  obere  Grenze 
fest  gegeben  sind,  so  erfordert  im  letzten  Falle  die  Bildung  der 
zweiten  Variation  des  Integralwerthes  gar  keine  andere  Rech- 
nung ,  als  welche  man  im  Allgemeinen  schon  im  ersten  Falle 
zur  Discussion  der  zweiten  Variation  des  Integrales  seihst  aus- 
führen musste. 

Diese  Anwendung  der  HAHiLTon^schen  partiellen  Differen- 
tialgleichung zur  Ableitung  der  Kriterien  des  Maximums  und 
Minimums  bei  variabeln  Grenzwerthen  auseinanderzusetzen, 
ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes.  Es  versteht  sich  vod 
selbst,  dass  die  erhaltenen  Regeln  und  Kriterien  immer  nur  im 
Allgemeinen  richtig  sein  können ,  d.  h.  dass  ich  von  allen  sol- 
chen besonderen  Ausnahmefällen  absehen  muss,  die  eben  all- 
gemeinen Gesetzen  sich  nicht  unterordnen  lassen.  So  muss  ich 
namentlich  hervorheben ,  dass  ich  mich  immer  auf  den  Fall  be- 
schränke, wo  bei  festen  Grenzwerthen  die  zweite  Variation  des 
Integrales  allein  schon  das  Maximum  oder  Minimum  entscheidet, 
während  der  Fall ,  wo  dieselbe  bei  sonst  festem  Zeichen  noch 
zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann ,  sich  meinen  Unter- 
suchungen gänzlich  entzieht.  Auch  will  ich  damit,  dass  ich  die 
folgende  Methode  gewissermassen  als  die  im  Allgemeinen  beste 
für  die  betrachteten  Probleme  des  gewöhnlichen  Maximums  und 
Minimums  mir  in  Vorschlag  zu  bringen  erlaube ,  natürlich  kei- 
neswegs behaupten ,  dass  sie  auch  in  jedem  einzelnen  Beispiele 


4}  In  der  wichtigen  Abhandlung  »Ueber  diejenigen  Probleme  der 
Variationsrechnung,  welche  nur  eine  unabhängige  Variable  enthalteot, 
Borchardt's  J.  55,  der  man  die  allgemeine  Zurückführung  der  Differen- 
tialgleichungen der  Variationsrechnung  auf  partielle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  verdankt,  geht  auch  Clbbsch  von  einer  vollständigen 
Lösung  der  ÜAiiiLTON'schen  Gleichung  aus;  er  benutzt  sie  aber  auf  ganz 
andere  Weise,  afimlich  direct  zur  Umformung  der  zweiten  Variation  des 
Integrales. 
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stets  die  beste  sei,  oder  dass  man  in  bestimmten  Problemen 
nicht  auf  anderem  Wege  noch  einfacher  und  leichter  zum  Ziele 
gelangen  könne. 

§1- 

Die  Kriterien  des  Maxlirnimg  nnd  Minimums  bei  festen  Grenz- 
werilien» 

Das  allgemeine  Problem,  mit  dem  sich  diese  Untersuchungen 
beschäftigen,  ist  das  folgende: 

Man  soll  unter  cUlen  Functionen  yi ,  '  '  'f  Vn  '^^^  ^y  welche 
m  von  einander  unabhängige  Bedingungsgleichungen 

9Pi  =  0,  •••,  9m  =  Ö  (m<n) 
erfüllen^  diejenigen  herausfinden,  für  welche  das  Integral 


einen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erhält. 

Hierin  sollen  /*,  qPi ,  •  •  • ,  9>m  gegebene  Functionen  der  un- 
abhängigen Variabein  Xj  der  unbekannten  Functionen  yy,  •  •  •,  y^ 
und  ihrer  ersten  Differentialquotienten  y\,  •  •  • ,  y'^  bedeuten, 
und  es  wird  vorausgesetzt,  dass  das  Problem  möglich  und  be- 
stimmt sei  bei  festen,  aber  unbestimmten  Grenzwerthen  von  x,  y^, 

••)  Vn- 

Setzt  man  dann : 

f;  ß  =/*+  ^  9i  -•-••+  ^m ym» 

wo  die  Multiplicatoren  X  als  neue  unbekannte  Functionen  von 
X  aufzufassen  sind,  so  bestimmen  die  n  4-  m  Gleichungen : 

stets  die  n  -h  tn  Unbekannten  y\,  •  •  • ,  y\,  Xx^  •  •  • ,  X^,  und 
ihre  Elimination  aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung : 

liefert   die  HiMiLTON'sche    partielle  Differentialgleichung   des 
Problems. 

Ist: 
4i         F==  V[x,  yi,  ••  •,  y«,  o,,  .  .  .,  a„)  +  Const. 
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irgend  eine  vollständige  Losung  derselben ,  so  erhält  man  die 
gesuchten  Functionen  y  zunächst  als  Functionen  von  x  und  von 
den  2n  willkürlichen  Gonstanten  o^,  •  •  •,  a„,  Of ,  •  •  •  a,i  aus 
den  n  Gleichungen : 

worauf  sich  die  zugehörigen  Werthe  der  Multiplicatoren  X  (und 
die  Differentialquotienten  y')  aus  den  Gleichungen  2)  ergeben. 
Ich  will  die  so  erhaltenen  Werthe  der  y  und  X  durch 

6)  Vi  =  [y,-] ,  h  =  Ih] 

und  ihre  Substitution  immer  durch  []  bezeichnen. 
Nach  3)  ist  dann : 

Daher  wird,  ausgedrückt  in  den  Constanten  a^ ,  •  •  •,  a„  und  in 
den  Anfangs-  und  Endwerthen  von  a?,  yj ,  •  •  •,  y„,  die  durch 
Anhängung  der  untern  Indices  0  und  1  unterschieden  werden 
mögen : 

7)  F  =  F,  -  To 

der  Maximums-  oder  Minimumswerth  des  vorgelegten  Integrales, 
wobei  natürlich 

V,  =  V  (aci ,  yn ,  •  •  •,  yni »  Ol  j  •  •  •»  o«)  j 

ist.  Will  man  denselben  als  Function  der  Grenzwerthe  allein 
definiren,  so  braucht  man  ihm  nur  die  n  aus  5]  folgenden  Glei- 
chungen 

8)  ^^'i  __  ^^0  ^  ^^  ^  0 

''  da,-         öa,-         boi 

hinzuzufügen,  Gleichungen,  welche  die  n  Unbekannten  a  sicher 
bestimmen,  da  sonst  gegen  die  Voraussetzung  das  Problem  auf 
eine  Relation  zwischen  den  Grenzwerthen  allein  führen  würde*). 


4)  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  (wie  das  Beispiel  von  §  4  unmittel- 
bar zeigt)  sowohl  der  Werth  7)  als  auch  die  Relation  8)  an  und  für  sieb 
im  Allgemeinen  nur  zwischen  gewissen  Grenzen  richtig  bleiben.  Der 
eine  wie  die  anderen  müssen  sich  aber  (Unstetigkeiten  zwischen  den 
Grenzen  schliesse  ich  natürlich  durchweg  von  der  Betrachtung  aus) 
immer  auf  allgemein  gültige  Formen  bringen  lassen  mit  Hülfe  der  Glei- 


,0)  -^^TT^  =  0 
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Sind  nan  zunächst  alle  Grenzwerthe  fest  gegeben,  so  hat 
man  die  2n  Integrationsconstanten  a  und  er  aus  den  2n  Glei- 
chungen 

9)  Mo  =  y,o,  Ml  =y.i 

zu  bestimmen,  in  denen  linker  Hand  die  Indices  0  und  i  die 
Substitutionen  x  =s  Xq  und  x  s=  x^  anzeigen,  und  jedes  Werth- 
System  der  Gonstanten,  welches  diese  Bedingungen  erfüllt,  lie- 
fert, in  die  Gleichungen  6)  substituirt,  ein  System  Lösungen 
y.  =s  [y-]  des  Problems.  Nach  5)  kann  man  diese  Lösungen  auch 
dadurch  erhalten,  dass  man  die  Gleichungen  8)  und 

nach  den  2n  Unbekannten  y^,  .  .  . ,  y„,  aj ,  .  .  .  a„  auflöst. 

Hat  man  aber  ein  bestimmtes  System  Auflösungen  o^  .  .  . , 
a„;  aj,  .  .  .,  a,|  der  Gleichungen  9)  und  damit  auch  ein  be- 
stimmtes System  Lösungen  6)  des  Problems  gefunden ,  so  be- 
wirken diese  Lösungen  noch  nicht  nothwendig  auch  stets  ein 
wirkliches  Maximum  oder  Minimum  des  gegebenen  Integrales, 
sondern  dies  tritt  erst  dann  ein ,  wenn  für  dieselben  die  zweite 
Variation  des  Integrals  ein  festes  Zeichen  besitzt. 

Hierzu  aber  sind  im  Wesentlichen,  d.  h.  solange  nicht 
irgend  welche  ünstetigkeiten  zwischen  den  Grenzen  eintreten, 
und  wenn  wir  tlberdies  ein  für  allemal  die  Fälle  von  der  Be- 
trachtung ausschliessen ,  in  denen  die  zweite  Variation  allein 
das  Maximum  oder  Minimum  noch  nicht  sicher  stellt,  die  folgen- 
den beiden  Bedingungen  nothwendig  und  hinreichend : 

chungeQ  8)  selbst,  weil  (vgl.  die  Anmerkung  am  Schlüsse  dieses  §)  die 
Gleichungen  iO)  allein  schon  die  Lösungen  des  Problems  definiren.  Und 
hierin  Hegt  die  Berechtigung  dazu,  diese  Formeln  wie  im  folgenden  § 
aach  dort  zu  Grunde  zu  legen,  wo  es  darauf  ankommt,  die  Grenzwerthe 
uod  Integrationsconstanten  so  zu  bestimmen ,  dass  der  Werlh ,  den  das 
Integral  für  jene  Lösungen  annimmt,  selbst  wieder  ein  relatives  Maxi- 
mum oder  Minimum  wird.  Wenn  man  nämlich  überhaupt  die  Maxima 
oder  Minima  einer  gegebenen  Function  F  sucht,  zwischen  deren  Varia- 
bein gegebene  Relationen  bestehen,  so  ist  es  vom  rein  theoretischen 
Standpunkte  aus,  d.  h.  abgesehen  von  der  grösseren  oder  geringeren 
Schwierigkeit  der  Lösung,  nothwendiger  Weise  ganz  einerlei,  ob  man  die 
gegebene  Function  unverändert  beibehält  oder  aber  ihr  irgend  eine  an- 
dere Function  ^  substituirt,  sobald  nur  die  Gleichung  ^  =a  F  eine  Folge 
der  gegebenen  Relationen  ist,  und  ebenso  steht  es  ganz  frei,  wie  und  in 
welcher  Form  man  die  letzteren  benutzen  will. 
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Es  muss^)  erstens  die  homogene  Function  zweiter  Ord- 
nung: 

deren  n  willkürliche  Argumente  dy\  ,  .  •  • ,  dy\  den  m  Be- 
dingungsgleichungen 


<2)        <j>xsi'.[|^:]<jy'<=o 


zu  unterwerfen  sind,  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  Xi  bestän- 
dig negativ  oder  beständig  positiv  bleiben.  Und  es  darf  zweitens 
bei  festem  (Tq  die  obere  Grenze  x^  die  zunächst  an  Xq  gelegene 
Wurzel  X  der  Grenzengleichung : 

weder  überschreiten,  noch  auch  selbst  erreichen,  weil  man 
sonst  ^  die  zweite  Variation  des  Integrales  immer  noch  zum 
Verschwinden  bringen  kann.  Diese  letztere  Bedingung  lässt 
sich  aber  auch  so  aussprechen : 

Betrachtet  man  Xq  und  die  erhaltenen  Werthe  der  Con- 
stanten a  und  a  als  unveränderlich ,  denkt  sich  aber  die  obere 
Grenze  Xi  von  Xq  aus  wachsend,  so  darf  dieselbe  nicht  bis  zu 
demjenigen  Werthe  von  o^  ausgedehnt  werden,  für  welchen 
zum  ersten  Male  ein  anderes  System  Auflösungen  a,  a  der 
Gleichungen  9)  mit  dem  zu  Grunde  gelegten  zusammenfällt  (oder 
falls  zufällig  die  [y^]  nur  lineare  Functionen  der  a  und  a  sind, 
für  welchen  die  Gleichungen  9]  diese  Constanten  nicht  mehr 
bestimmen). 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  9)  lässt  sich  aber  auf  die 
Bestimmung  der  n  Unbekannten  a^ ,  .  .  . ,  a^i  aus  den  n  Glei- 
chungen 8)  zurückführen.  Denn  hat  man  die  Werthe  der  a  aus 
den  Gleichungen  8)  gefunden,  so  ergeben  sich  nach  5)  die 
Werthe  der  Constanten  a  eindeutig  aus  den  Gleichungen : 


a:  =s  -v^—  oder  a:  =  y-^ 

1)  Vgl.  Borchardt's  J.  69  p.  260. 
3)  Ebenda  p.  238. 
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Daher  können  die  Gleichungen  9]  nur  dann  zusammenfallende 
Wurzelsysleme  a,  a  besitzen,  wenn  die  Gleichungen  8)  viel- 
fache Wurzeln  zulassen,  oder  wenn  die  Gleichung : 

ui  y  ±    ^'^    J^^ *!^-  =  0 

'  ^f        d Ol d 0}  d 02502  y^|Tä„ 

eine  blosse  Folge  der  Gleichungen  8]  wird,  und  man  kann  also 
die  zweite  Bedingung  auch  so  aussprechen  : 

15)  Die  obere  Grenze  Xi  muss  zwischen  Xq  und  der  zunächst  an 
3Co  gelegenen  Wurzel  x^  derjenigen  Gleichung  bleiben,  in  welche 
die  Gleichung  1 4]  übergeht,  wenn  man  aus  ihr  entweder  die  a  oder 
die  i/ji  mittelst  der  Gleichungen  8]  eliminirt.  — 

Wie  schon  in  der  Einleitung  bemerkt,  lassen  sich  aber  in 
der  Regel  die  Integrationsconstanten  nicht  explicite  durch  die 
Grenzwerthe  ausdrücken.  Man  ist  daher  im  Allgemeinen  gezwun- 
gen, die  Auf&ssung  gewissermassen  umzukehren  und  nicht  die 
Grenzwerthe  der  y,  sondern  geradezu  die  Integrationsconstanten 
selbst  als  das  ursprünglich  Gegebene  zu  betrachten,  wobei  dann 
die  Grenzwerthe  erst  durch  die  Gleichungen  9)  definirt  werden. 

In  dieser  neuen,  durch  die  Umstände  gebotenen  Auffassung 
erhält  man  die  zweite  Form  der  Grenzengleichung,  indem  man 
die  Werthe  9]  der  y^^  und  y^^  in  die  Gleichung  44]  einsetzt,  und 
dann  lässt  sich  nach  7)  die  letzte  Bedingung  offenbar  auch  so 
aussprechen:  Xi  muss  zwischen  Xq  und  der  zunächst  an  Xq  ge- 
legenen Wurzel  X  der  Gleichung : 

«) "(-.-.)  -  [^  ±  ^-^^  ^;^  •■  •  ^^BS] = » 

hUiben, 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  direct  aus  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  43)  ableiten. 

Setzt  man  nämlich  in  den  Gleichungen  y^  =  [y^]  umge- 
kehrt wieder  für  die  a^  ihre  Werthe  5) ,  so  werden  diese  Glei- 
chongen  identisch,  da  sie  ja  nach  Voraussetzung  die  Auflösungen 
der  Gleichungen  5]  sind.  Denkt  man  sich  also  den  a,-  die  Werthe 
5;  beigelegt ,  so  wird  identisch  [y^  =  y^  und  also  auch  durch 
partielle  Differentiation  nach  a^ : 


bai       ^     dojfc    TöÄTö^ 


=  0 
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Daher  hat  man 


bai       ^     bttk    [Täjjäij  "" 


Aus  diesen  Identitäten  ergiebt  sich  aber  leicht  die  Relation : 

worin : 

Y  =   y  ±  \l^^*^  ^M  .  .  .  KVn] 

ist  und  Yq  daraus  durch  die  Substitution  x  ^  Xq  entsteht  ^] . 


4)  Nach  den  Gleichungen  10)  kann  man  endlich  noch  an  Stelle  der 
Oj  und  tti  auch  geradezu  die  a«-  und  die  y^^  als  Integratioosconstanten 
zu  Grunde  legen.    Man  bat  dann  diejenigen  Auflösungen*. 

2/t  =  Vi  (^^  a^o,  «1 ,  •  .  .,  «n»  yio,  •  •  •,  yno) 

der  Gleichungen  10)  zu  nehmen,  die  sich  für  x  ss  xq  auf  v«  ^  Vio  redu- 
ciren,  sodass 

^  =  0  ,  1^  =  0  oder  4 

ist.     Wtthlt  man  daher  diese  Form  der  Lösungen  des  Problems,   so  re- 
ducirt  sich  die  Gleichung  13)  auf: 

b\pi  b%f;2  btpn 


und  gleichzeitig  wird  für  diese  Lösungen: 

^  ^  dv^  dv;2         dv;„    'y^     dar        aar  5«  K 

—  (_  1)n  ;^  +  ^IL-^^o)  ö2(F- ';o) . .  .  ^HV-Vq)  . 
^        '    ^^  d  Ol  d  aj       d  02  d  02  baf^ba^ 

Denn  sie  erfüllen  mit  den  Gleichungen  10)  zugleich  die  durch  partielle 
Differentiation  nach  aj^  daraus  entspringenden  Gleichungen: 

ö2(F-ro) 


y-yp)  ,  y,  ^'-v  öva  ^q 
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§2- 

Die  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  bei  Tariabeln  Grenz- 

wertlien« 

Indem  ich  nunmehr  übergehe  zu  dem  Falle,  wo  die  Grenz- 
werthe  von  o;,  y^ ,  .  .  . ,  y^  nicht  mehr  fest  gegeben  sind,  will 
ich  gleich  allgemein  annehmen,  dass  zwischen  denselben 
r<^  2n  +  2  von  einander  unabhängige  Bedingungsgleichungen 

*^}  f^  (^07  yio»  •  •  •»  VnOi  ^l:  Vny  •  •  m  t/ni)  =  0 

vorgeschrieben  seien  (die  natürlich  so  gewählt  sein  müssen,  dass 
das  vorgelegte  Problem  durch  dieselben  nicht  etwa  unmöglich 
wird  oder  den  Sinn  verliert,  wie  z.  B.  das  Problem  der  Curve, 
die  mit  den  Radii  vectoren  ihrer  gegebenen  Endpunkte  die 
grösste  oder  kleinste  Fläche  umschliesst,  wenn  man  die  Curven- 
länge  nicht  als  fest  gegeben  betrachtet,  sondern  willkürlich 

läSSt ; . 

Dann  tritt  zu  der  früheren  Aufgabe  noch  die  neue  hinzu, 
die  den  Gleichungen  17)  unterworfenen  Grenzwerthe  so  zu  be- 
stimmen, dass  der  durch  7]  und  8)  als  Function  der  Grenz- 
werthe definirte  Maximums-  oder  Minimumswerth  des  Integra- 
les selbst  wieder  einen  relativ  grössten  oder  kleinsten  Werth 
erreicht,  und  die  Substitution  der  so  erhaltenen  Grenzwerthe 
oder  der  durch  dieselben  bedingten  Werthe  der  Integrations- 
constanten  a  und  a  in  die  Lösungen  y^  =  [y^  des  früheren  Pro- 
blems liefert  die  Lösungen  der  ganzen  Aufgabe.  Damit  aber  die 
so  erhaltenen  Lösungen  ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum 
des  Integrales  unter  den  angenommenen  Bedingungen  bewir- 
ken, muss  mit  dem  Integral  werthe  gleichzeitig  auch  das  Integral 
selbst,  wenn  man  ihm  die  gefundenen  Grenzwerthe  als  fest  ge- 
geben vorschreibt,  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  werden, 
mflssen  also  (bei  unserer  Beschränkung  auf  den  Fall ,  wo  bei 
festen  Grenzwerthen  die  zweite  Variation  des  Integrales  allein 
schon  das  Maximum  oder  Minimum  vollständig  sichern  soll]  im 
Besonderen  die  erhaltenen  Werthe  der  Grenzen  undlntegrations- 
eoDstanten  der  zweiten  Forderung  des  vorigen  §  genügen. 

Behält  man  aber  die  durch  die  Gleichungen  8)  definirten 
^bekannten  a  bei  —  und  man  wird  eben  hierzu  gezwungen, 
» oft  sich  diese  Gleichungen  nicht  wirklich  auflösen  lassen  — 
» stellt  sich  die  neue  Aufgabe  so : 
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Die  3n  -H  2  Variabein 

a^oj  »10»  •  •  •>  yno»  ap,,  yi, ,  .  .  .,  y^,  Ol,  .  .  .,  o^, 

zwischen  denen  die  r  Gleichungen  47)  und  die  n  Gleichungen  8 
bestehen,  sind  so  zu  bestimmen,  dass  der  gegebene  Ausdruck 

7)    P=V,^V, 

ein  relatives  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Bezeichnet  m*an,    um   die   Formeln  kürzer  schreiben  zu 
können,  die  Grenzwerthe 

im  Folgenden  durch 

^i  »  ^  >  ^  ?  •  •  • »  Cfi  +  2 )  ^n  +  3  >  •  •  • )  ^n  -^  2 
und  setzt 

so  fuhrt  diese  Aufgabe  auf  die  3n  +  2  Gleichungen : 


19) 


In  Folge  der  Gleichungen  8)  reduciren  sich  aber  die  n  ersten 
Gleichungen  19)  auf: 


2'  ^h  js;^^  -  0 


Nun  darf  nach  15)  und  nach  dem  eben  Festgesetzten  für  die 
Lösung  unserer  neuen  Aufgabe: 

'  ^   ""  daidoi  002002  '  '  *  Tö^Söil 

werden,  also  hat  man  nothwendig 

f'i  =  /<2  =  •  •  •  =  /^n  =  Ö 
zu  nehmen.  Hierdurch  reduciren  sich  die  n  ersten  Gleichungen 
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49)  auf  die  Gleichungen  8)  und  die  2n  +  S  letzten  auf  die  Glei- 
chungen 


")       ^:*ii'»^!=». 


1 

sodass  es  nur  darauf  ankommt,  die  3n  +  2  +  r  Unbekannten 
a,  Cy  V  aus  den  Gleichungen  8],  47)  und  24)  zu  bestimmen. 

Damit  ferner  für  ein  System  reeller  Auflösungen  der  Inte- 
gralwerth  F  ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum  erreiche, 
muss  nach  Substitution  der  Auflösungen  für  alle  Werthe  der 
Variationen  6a  und  de,  welche  den  n-^r  aus  8)  und  47)  ent- 
springenden Bedingungsgleichungen : 

genügen  ^  die  zweite  Variation  d^  W  der  Function  W  ein  festes 
Zeichen  bewahren  ^) . 

Da  aber  die  ^  sämmtlich  verschwinden,  so  wird : 

24)  d«  W  «  S^F  +^e  ypdVp  . 

Hierin  ist : 

and  reducirt  sich  also  in  Folge   der  Bedingungsgleichungen 
22)  auf: 


K]  Ich  setze  selbstverständlich  voraus,  dass  man  ein  solches  System 
Auflösungen  der  Gleichungen  8),  17),  21)  gefunden  habe,  welches  der 
Bedingung  20)  genügt  und  für  welches  auch  nicht  etwa  eine  der  Glei- 
chungen 23)  eine  blosse  Folge  der  übrigen  wird.  Das  Auftreten  anderer 
tls  solcher  Auflösungen  wttre  ja  eben  immer  nur  ein  sehr  besonderer 
Ausnahmefall.  Auch  darf  natürlich  keiner  der  zweiten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten von  F  für  die  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  un- 
endlich  oder  unbestimmt  werden,  was  bei  geometrischen  Problemen 
mitunter  die  Folge  einer  ungeeigneten,  zu  speciellen  Wahl  des  Coordi- 
oalensystems  sein  kann. 
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^"•^^  AI? 


oder: 


25)  ö^P  =2!'  ^-i  2'  aw„  ^'^^  -^-S^  äS;*^''''^^^ '   ( 


wofür  man  wiederum  nach  22]  auch  setzen  kann : 

2n4-2  n 


Deutet  man  also  durch  die  Charakteristiken  8^ ,  ^2  an ,  dass  nur 
die  Grenzwerthe  c,  respective  nur  die  Constanten  a  zu  variiren 
sind,  so  kann  man  einfach  schreiben : 

26)  d2F=  8\F-  Ö\F  . 

Doch  wird  man  in  der  Regel  dem  weniger  eleganten  Ausdrucke 
25)  von  8'^F  den  Vorzug  geben,  weil  derselbe  die  Variationen 
8a  nur  linear  enthält,  und  diese  also  mittelst  der  Bedingungs- 
gleichungen 22)  bequemer  aus  ihm  als  aus  der  Formel  26)  eli- 
minirt  werden  können. 

Nun  tritt  aber  gerade  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  recht 
häufig  der  Fall  ein ,  dass  die  zweite  Variation  8'^  W  unter  den 
Bedingungen  22)  und  23)  zwar  nicht  zur  Zeichenänderung,  wohl 
aber  noch  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann.  Ein  wirk- 
liches Maximum  oder  Minimum  kann  dann  nur  eintreten ,  wenn 
gleichzeitig  auch  die  dritte  Variation  von  W  verschwindet,  d.  h. 
wenn  die  Gleichung  : 


27)  (J3  W  =  8^F  -k-^Q  v^8^f^  =  0 

eine  Folge  wird  der  Gleichungen  22),  23) , 


29)  '^.'  J/^  8H^  +  8^f^  =  0 

und  der  Gleichung  8'^W  =^  ^  ,    Nun  ist: 
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und  reduoirt  sich  also  in  Folge  der  Bedingungen  22)  auf : 
30)  ^^F=ij<Ja,<p|£+'^/(3d%rf|f^  +  dc,«j4^). 


Ueberdies  bestimmen  die  Gleichungen  28)  nur  die  in  30)  und 
also  auch  in  27)  gar  nicht  mehr  vorkommenden  zweiten  Varia- 
tionen d^a.  -Daher  lässt  sich  die  obige  Forderung  einfacher  so 
aussprechen:  Der  Ausdruck  27)  muss  verschwinden  für  alle 
Werthe  der  Variationen  da^  de  und  d^c,  welche  den  Gleichun- 
gen 22),  23),  29)  und  der  Gleichung  d^W  ^  0  genügen.  — 

Bei  der  Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf  be- 
stimmte Beispiele  müss  man  beachten ,  dass  es  sich  schliesslich 
immer  nur  darum  handelt,  welche  Werthe  man  den  Constanten 
a  und  a  in  den  Auflösungen  y^  =  [y^]  der  Gleichungen  5)  zu 
geben  hat,  damit  diese  Functionen  Lösungen  des  vorgelegten 
Problems  werden.  Man  wird  daher  in  der  Regel  besser  thun, 
gar  nicht  erst  die  a  und  c  zu  bestimmen,  sondern  in  den  ge- 
wonnenen Gleichungen  und  Formeln  durch  die  Substitution  [] 
der  Werthe 

gleich  die  a  und  a  an  Stelle  der  y,^,  y^i  und  a  als  die  eigent- 
lichen Unbekannten  der  Aufgabe  einzuführen.  Hierdurch  wer- 
den nach  5)  die  Gleichungen  8)  identisch  erfüllt  und  es  bleiben 
zur  Bestimmung  der  Unbekannten 

Ol,,..,     an,     «1,...,     ccn,  Xq,     Xi,     n...,     v^ 

nur  die  r  4-  2  n  4-  2  Gleichungen  17)  und  21)  übrig  ^). 


4)  In  Folge  der  aas  2)  und  3)  entspringenden  Identitäten: 

blleo  die  Gleichungen  21)  dann  zusammen  mit  den   Gleichungen,  auf 
XatK-pliys.  Classe  1884.  8 
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Diese  Anordnung  der  Rechnung  gestattet  auch,  die  erhalte- 
nen Resultate  wohl  am  Klarsten  in  der  folgenden  Weise  zu- 
sammenzufassen,  wobei  ich  mich  der  Homogenität  wegen  auf 
den  Fall  beschränke ,  in  welchem  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
allein  den  Ausschlag  geben,  und  daran  erinnere,  dass  jetzt  die 
Grössen  c^+i^  y,'o  und  Cf^^2^i^  J/u  überall  zu  ersetzen  sind 
durch  die  Ausdrücke  [y^Jo  und  [yji ,  während  c^  und  C2  für  a?, 
und  Xi  steht : 

Unter  den  Grenzbedingungen  47)  wird  das  vorgelegte  Pro- 
blem gelöst  durch  diejenigen  Functionen  y^  =  [y,.] ,  die  man  als 
Auflösungen  der  Gleichungen  S)  erhält  j  und  in  denen  die  in  In-- 
tegrationsconstanten  a^ ,  .  .  . ,  a^,  a^ ,  . . . ,  a^^  zusammen  mit 
den  r  -H  2  weiteren  Unbekannten  Xq,  Xi,  9^] ,  . .  . ,  p^  aus  den 
r  -i-  2n  -f-  2  Gleichungen  47)  und  24)  zu  bestimmen  sind. 

Damit  die  irgend  einem  bestimmten  System  Auflösungen  dieser 
letzten  Gleichungen  zugehörigen  Functionen  y^  =  [yj  ein  wirk- 
liches Maximum  oder  Minimum  des  gegebenen  Integrales  bewirken, 
mitss  für  diese  Functionen  und  Auflösungen : 

/.  die  homogene  Function  44)  unter  den  Bedingungen  ii] 
zwischen  den  erhaltenen  Grenzen  Xq  und  x^  ein  festes  Zeichen 
bewahren^  muss 

IL  die  homogene  Function  24)  unter  den  Bedingungen  22) 
und  23)  dasselbe  feste  Zeichen  besitzen  und  mi^s  endlich 

III.  x^  zwischen  Xq  und  der  nächsten  Wurzel  x  der  Gren- 
zengleichung  45)  oder  46)  gelegen  sein.  — 


welche  der  gewöhnliche  Ausdruck   der  ersten  Variation  des   Integral- 
werthes 

führt.    In  der  That  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Identitäten: 

durch  Variation  von  xq,   xi,   Oi,  ...,    a^,  «ii  ••>.   ««  aus: 
direct : 


'-[M'-^'^H: 
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§3 
BetraehtuDg  eines  besonderen  Falles» 

Bei  festen  Grenzwerthen  von  x,  y^,  .  .  .,  y«!  hat  in  dem 
vorgelegten  Probleme  die  zweite  Variation  des  Integrales  den 

Werth 

wo: 


die  zweite  Variation  der  Function  Si  ist  und  die  Variationen  dyi 
deQ  m  Differentialgleichungen : 

genttgen  müssen. 

Es  tritt  nun  nicht  selten  der  Fall  ein,  dass  8Sl^  aufgefasst 
als  eine  Function  der  2n  willkürlichen  Variabein  dy^  und  iy'ij 
«Dtweder  an  sich  oder  in  Folge  der  Bedingungsgleichungen 
i(f^  =  0  stets  positiv  oder  stets  negativ  bleibt  und  auch  nicht 
verschwinden  kann,  ausser  wenn  man  alle  n  Variationen  8y\ 
-  0  setzt.    Da  in  Folge  der  Bedingungen 

das  identische  Verschwinden  von 

zugleich  auch  das  von  dyi  selbst  bedingt,  so  ist  bei  festen  Grenz- 
werthen  dann  auch  die  zweite  Variation  des  Integrales  stets 
positiv  oder  stets  negativ  und  verschwindet  nur,  wenn  alle 
Variationen  dy^  S  0  werden. 

In  einem  solchen  Falle  erzeugen  alle  die  Lösungen  y^  ss  [^j] 
des  Problems  immer  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  des  Inte- 
grales, wie  weit  auch  die  Grenzen  (Tq  und  cü^  genommen  wer- 

8* 
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den  mögen,  und  die  zweite  Variation  des  Integrales  lässt  sich 
nicht  mehr  zum  Verschwinden  bringen.  Letzteres  ist  aber  immer 
möglich,  wenn  die  Gleichung  43)  oder  46)  noch  eine  andere 
reelle  Wurzel  ausser  x  ^  x^  besitzt.  In  dem  angenommenen 
Falle  können  daher  diese  Gleichungen  eben  nur  die  eine  reelle 
Wurzel  X  =i  x^  zulassen,  und  bei  den  Grenzbedingungen  17) 
reducirt  sich  daher  das  vorhergehende  Kriterium  für  das  Maxi- 
mum oder  Minimum  unseres  Integrales  einfach  auf  die  Forde- 
rung: 

Die  homogene  Function  24)  muss  unter  den  Bedingungen  22) 
und  SS)  ein  festes  Zeichen  besitzen^  und  zwar  dasselbe  Zeichen, 
wie  die  Function  S^Sl. 

Doch  darf  man  nicht  glauben,  dass  alsdann  überhaupt 
die  Bildung  und  Discussion  der  Function  i7(a?,  x^  ganz  könnte 
umgangen  werden.  Denn  die  Auflösungen  der  Gleichungen  22j 
nach  den  8a^  fuhrt  immer  die  Determinante  11  [x^^  x^)  als  Nen- 
ner in  5*  W  ein  und  daher  hängt  das  Zeichen  von  d*  W  wesent- 
lich mit  ab  von  dem  Zeichen  dieser  Determinante. 

§*. 

Ein  BeispieU 

Um  die  vorhergehende  Theorie  an  einem  bekannten  und 
bewährten  Beispiele  zu  erproben,  möge  dieselbe  jetzt  auf  die 
folgende  Aufgabe  angewandt  werden. 

Man  sucht  diejenige  ebene  Curve  von  gegebenen  Endpunkten^ 
welche  bei  voller  Umdrehung  um  eine  in  ihrer  Ebene  gelegene  feste 
Axe  eine  Fläche  von  möglichst  kleinem  Flächeninhalte  erzeugt. 

Diese  Aufgabe  gehört  zu  denjenigen  geometrischen  Proble- 
men der  Variationsrechnung ,  welche  einen  vernünftigen  Sinn 
behalten,  sowohl  wenn  die  Curvenlänge  gegeben,  als  auch  wenn 
sie  willkürlich  gelassen  wird  —  und  dieser  letztere  Fall  bildet 
natürlich  hier  die  eigentliche  Aufgabe.  Diese  Probleme  erhalten 
die  im  Vorhergehenden  betrachtete  Form,  sobald  man  den  Cur- 
venbogen  s  zur  unabhängigen  Variabein  nimmt,  was  zugleich 
den  Vortheil  gewährt ,  dass  von  vornherein  keine  Coordinate 
vor  der  andern  bevorzugt  und  überdies  eine  einheitliche  Be- 
handlung der  beiden  verschiedenen  Aufgaben  gewonnen  wird, 
welche  im  obigen  Sinne  in  der  gegebenen  enthalten  sind. 

Zeigen  wir  durch  Accente  jetzt  die  Differentiationen  nach 
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^ao,  nehmen  die  horizontal  gelegte  feste  Axe  zur  a?-Axe, 
die  positive  ^-Axe  nach  oben  gerichtet  und  denken  uns  die 
Endpunkte  stets  so  gelegt,  dass  keine  Gurve  von  der  betrach- 
teten Länge  /  von  ihnen  aus  unter  die  a;-Axe  herabsteigen  kann, 
so  nimmt  hierdurch  unsere  Aufgabe  die  folgende  analytische 
Gestalt  an: 

Unter  allen  Functionen  x,  y  von  s,  welche  der  Bedingung!: 

genügen  und  für  5  =  0 ,  wie  für  «  =  /  gegebene  Werthe  a?o ,  y^ 
und  X|,  y^  annehmen,  diejenigen  zu  finden,  für  welche  das 
Integral 


t/o  ■ 


einen  kleinsten  Werth  erhält. 
Hier  ist : 


ß  =  y  +  4(^"  +  j/'*-^) 


Die  partielle  Differentialgleichung  des  Problems  wird  also  ge- 
bildet, indem  man  x\  y\  l  aus  den  Gleichungen : 

,    ,       bv      .  /       bv 

und  der  Gleichung  34]  eliminirt,  und  ist  somit : 

Sie  besitzt  die  vollständige  Lösung 

32)         F=  a,x  +  a,5-l-  1  dy  y(y  -  a,)«  -  a,« 

und  aus  derselben  erhält  man  als  vollständige  Integralgleichun- 
gen des  Problems : 
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d  K  _      _        f  dy 

5^  "■  '^       "« J  V(i,-a,)»-«,« 

33) .       mx-a,  log v-»*+Viv-<hi^  =  «,  , 

Diese  ergeben,  wenn  man  zur  Abkürzung  der  späteren  Rech- 
nung hyperbolische  Sinus  und  Cosinus  einführt,  also: 


34) 


So«  ^  =  ^^^^,  ©in  S  =  "^V"^^ 
und  ^"'°'  =  f  setzt: 
^  =  »  —  Ol  =  ^1  So«  I , 


s  —  a,  =  V(y  —  aj*  —  a^*  =  a^  ©in  f  . 
Weiter  ist  66t  festem  l  die  zweite  Variation  unseres  Integrales : 

I  d^Sids  =  I  k(dx'*  -H  dy'^)ds  . 

Sie  hat  also  stets  dasselbe  Zeichen  wie  a^  und  kann  auch  nicht 
mehr  zum  Verschwinden  gebracht  werden.  Um  das  Minimum 
zu  erhalten,  muss  man  daher 

a,>0 

nehmen,  d.  h.  geometrisch  ausgedrückt: 

Unter  allen  Curven  der  Ebene,  welche  dieselbe  Länge  und 
dieselben  Endpunkte  besitzen ,  t^^  die  nach  unten  convexe  Ketten- 
linie: 

35)  y  =  Ol  -»-  O4 


die  Erzeugende  der  kleinsten  Rotationsfläche. 

Zugleich  folgt  aus  der  hervorgehobenen  Beschaffenheit  der 
zweiten  Variation  des  Integrales,  dass  die  Grenzengloichung : 

3e,n,.,.)H[»li|:-!a?!l^_(?vr^)-].„ 

keine  andere  reelle  Wurzel  hat  als  5  =  0. 
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Dies  verificirt  man  auch  leicht  durch  die  Rechnung.    Setzt 
man  nämlich  zur  Abkürzung: 


so  hat  man  nach  33) 

dttida,         v   '    da,*  v 

Nach  34)  wird  also  ausgedrückt  in  $: 


39] 


@ln  I» 


Bildet  man  aber  mit  diesen  Werthen  die  Determinante  36], 

setzt 

40)  ^-^^=^^^Q 
und  benutzt  die  Relationen : 

41)  I  ©in  (1  -  lo)  s  ©in  1 60«  1«  -  So«  |  ©in  i, , 
\  So«  (I  -  f.)  =  So«  ?  So«  i,  -  ©in  I  ©in  ?, , 

so  findet  man : 

worin : 

43)  tp{&)  =  2  -  2  60«  0  -♦-  ©  ©in  0 

ist.    Nun  hat  man : 

tfj'e  =  ©6o«©-®tn0, 
1/;"  ©  =  ©  ©in  0  . 

Die  Gleichung  i/;"  0  =  0  besitzt  demnach  nur  die  eine  reelle 
Wurzel  0  =  0  und  wegen  t/;"  (±  oo)  =  -♦-  oo  wird  also  tp"  & 
aiemals  negativ.  Daher  wächst  xfj'  0  fortwährend  mit  wachsen- 
dem e  und  hat  wegen  i//'0  =  0  stets  dasselbe  Zeichen  wie  ©. 
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Wegen  i/;  (0)  «0  bleibt  daher  die  Function.  ^[&)  selbst  beständig 
positiv ,  ausser  eben  für  @  =  0 ,  und  die  Gleichung  36)  besitzt 
also  in  der  That  nur  die  eine  reelle  Wurzel  3  =  0,  d.  h.  ^=^^, 
oder  nach  34)  5  =  0.  — 

Aus  32)  folgt  nun  als  Minimumswerth  des  Integrales : 
44)     p=z  7,  -  Fo  S  a,  (x,  -  X,)  -♦-  a^l 


f 

«/»o 


+  1    dy  Y{y  -  o,)«  -  o,»  . 

Ist  also,  wie  unsere  eigentliche  Aufgabe  vorschreibt,  die  Curven- 
länge  l  nicht  gegeben ,  sondern  beliebig^  so  tritt  die  neue  Aufgabe 
an  uns  heran,  die  durch  die  Bedingungsgleichungen 

verbundenen  Yariabeln  a^ ,  o^  und  /  so  zu  bestimmen,  dass  der 
Ausdruck  44)  selbst  wieder  ein  Minimum  wird. 

Nach  §  S  fügt  diese  Aufgabe  den  beiden  Gleichungen  45) 
noch  die  dritte  hinzu : 

jf  =  a.  =  0  , 

sodass  man  aus  34)  als  Lösungen  unseres  Problems  erhält: 

46)    y  =  a,  So«  ?,  5  -  a.  =  a^  ©in  ^   j  ==  ^  "  «« 


■*! 


Damit  aber  ein  wirkliches  Minimum  des  Ausdruckes  44)  ein- 
trete, muss  die  zweite  Variation  desselben,  d.  i.  nach  der 
Formel  25) 

oder  d*F  =  8a^8l 

unter  den  Bedingungen : 


47) 


0  X —  =  X — s  oa.  -k*  -X — N —  o  a,  =  u 

.  ÖF  _     d*F      .  ö*^  ^        .    ^1        A 


immer  positiv  bleiben ,  wenn  man  ttberall  a,  =  0  und  für  y^ 
und  y«  die  aus  46)  folgenden  Werthe  einsetzt. 
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Aus  diesen  Bedingungsgleichungen  folgt  nun  mit  Rücksicht 
auf  36)  und  44] 

48)  JI(/,  o)(Ja.  =  -^,(J/, 

also  erhält  man : 


49) 

«J»F=  - 

1 

dP  . 

Nach 

39)  und  46) 

ist  aber : 

X  — 

a 

*'d» 

und  1 

rolglich  wird 

: 

d*F 
ha*  " 

-ih 

-( 

r 

Wegen  a^  >>  0  hat  daher  nach  42)  und  46)  S^F  dasselbe  Zeichen 
wie  das  Produkt 

oder  da 


dxi  \  dx^/] 


dx 


die  Abscisse  des  Punktes  ist,   in  welchem  die  Tangente  der 
Curve  y  SS  y(x)  die  a?-Axe  schneidet,  wie 


''-Sg(^.-^o). 


Nun  haben  ^  und  ^  dasselbe  Zeichen,  solange 

OXq  (tX^ 

zwischen  den  beiden  Endpunkten  nicht  durch  0  hindurchge- 
gangen ist,  d.  h.  solange  diese  beiden  Punkte  auf  derselben 
Seite  des  tiefsten  Punktes  unserer  Kettenlinie: 
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50)  y  =  a,  60«  ^"""* 


a« 


liegen,  und  ebenso  lange  ist  auch,  weil  nur  ein  einziger  tiefster 
Punkt  existirt,  A\  >>  X^,  Liegen  aber  die  beiden  Endpunkte 
auf  verschiedenen  Seiten  des  tiefsten  Punktes,  so  ist 

und  es  muss  dann  also 

^1  <  ^0 
sein,  wenn  ein  Minimum  stattfinden  soll.     Beide  Fälle  lassen 
sich  zusammenfassen  in  den  bekannten  Satz : 

Unter  allen  Curven  der  Ebene,  welche  mit  der  nach  unten 
convexen  Kettenlinie  SO)  dieselben  festen  Endpunkte  gemein  haben, 
ist  diese  Curve  die  Erzeugende  der  kleinsten  Rotationsfläche^),  so- 
lange ihre  Anfangs-  und  Endtangente  sich  oberhalb  der  x-Axe 
schneiden.  Sie  verliert  dagegen  diese  Eigenschaft,  sobald  sich 
diese  Tangenten  erst  unterhalb  der  x^Axe  begegnen.  — 

Es  fragt  sich  aber  noch,  was  tritt  in  dem  Grenzfalle  ein,  wo 
die  beiden  Tangenten  sich  gerade  auf  der  x-Axe  schneiden? 

In  diesem  Falle  wird  v— ,  und  damit  nach  48]  und  49)  auch 

da^  und  (J*F  =  0,  und  man  muss  also  unter  diesen  Voraus- 
setzungen die  dritte  Variation  von  F  untersuchen.  Nach  der 
allgemeinen  Formel  30)  hat  diese  den  Werth: 

und  reducirt  sich,  weil 

und  somit  alle  zweiten   partiellen  Differentialquotienten  von 


S^l  —  äi*  —  "  '      ba^bl  ""  ^ 


4)  Ich  sehe  hier  ab  von  derjenigen  geometrischen  Lösung  unserer 
Aufgabe ,  die  aus  den  beiden ,  von  den  Endpunkten  auf  die  a;-Axe  ge- 
fönten Lothen  und  dem  dazwischen  liegenden  Stücke  der  a>-Axe  selbst 
besteht.  Denn  diese  ist  keine  Lösung  unseres  analytischen  Problems  an 
sich,  sondern  wird  erst  zu  einer  solchen ,  wenn  man  ihm  explicite  die 
Bedingung  hinzufügt,  dass  zwischen  den  Grenzen  des»  Integrales  y  niemals 
negativ  werden  darf. 
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hl 


-^  verschwinden,  auf: 


oder  endlich,  weil   sie  nur  zu  untersuchen  ist  fttr  den  Fall 
a«F=  0  oder  da,  =  0,   auf: 

Nun  folgt  aus  37)  und  38) 

ÖOi'  UV    \  V*  UVj  Ol 

und  nach  34)  wird 

u  «  a^eS,    v  =  -^t  (ef  —  e~£)  . 
Hieraus  ergiebt  sich : 

eiu  Ausdruck,  der  stets  dasselbe  Zeichen  hat  wie  ^. 

In  dem  betrachteten  Falle  ist  aber  f o  <C  ^  und  ^4  >  0 . 
Denn  jetzt  liegt  zwischen  diesen  Grenzwerthen  von  |  nothwen- 
dig  der  Werth  $  =  0 ,  der  dem  tiefsten  Punkte  unserer  Ketten- 
linie  entspricht,  und  wegen : 

Wächst  $  beständig  mit  dem  Bogen  s .    Daher  ist : 

Dothwendig  >>  0  ,  die  dritte  Variation  verschwindet  also  nicht 
zugleich  mit  der  zweiten  und  man  sieht : 

Schon  in  dem  Grenzfaüe^  wo  Anfangs-  und  Endtangente  der 
Kettenlinie  50)  sich  gerade  auf  der  x-Axe  schneiden,  erzeugt  die- 
idbe  nicht  mehr  eine  kleinste  Rotationsfläche.  — 
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§5. 
Dasselbe  Beispiel  mit  einer  anderen  Grenzbedingriuig. 

Um  von  unserer  Methode  auch  eine  Anwendung  anderer 
Art  zu  geben,  will  ich  zum  Schluss  noch  die  folgende  Modifica- 
tion  des  früheren  Problems  behandeln : 

Unter  allen  Curven  von  gegebener  Länge  in  der  Ebene^  von 
denen  ein  Endpunkt  fest  ist,  während  der  andere  nur  auf  einer 
gegebenen  Curve  liegen  soll,  diejenige  zu  finden,  welche  durch  eine 
volle  Umdrehung  um  eine  feste  Axe  der  Ebene  die  kleinste  Rota- 
tionsfläche erzeugt. 

Auch  diese  Aufgabe  ist  zur  Erprobung  der  Methode  sehr 
geeignet.  Denn  einerseits  ist  die  Gleichgewichtslage  eines 
Fadens  stets  dadurch  charakterisirt,  dass  sein  Schwerpunkt  sich 
möglichst  tief  stellen  muss,  und  andererseits  fällt  unser  Problem 
in  Folge  seines  analytischen  Ausdrucks  zusammen  mit  der  Frage 
nach  der  Curve  von  gegebener  Länge  und  tiefstem  Schwerpunkt. 
Gombinirt  man  aber  diese  beiden  Bemerkungen ,  so  kann  man 
unmittelbar  voraussagen ,  was  bei  der  Aufgabe  herauskommen 
muss. 

Machen  wir  den  Endpunkt  der  Curve  fest,  so  tritt  gegen 
früher  nur  der  Unterschied  ein ,  dass  jetzt  bloss  die  Curven- 
länge  /  und  die  Grenzwerthe  x^ ,  y^  fest  gegeben  sind,  während 
der  Anfangspunkt  x^  y^  willkürlich  auf  der  gegebenen  Curve 
y^  Ä  f[x^)  genommen  werden  kann. 

Die  neue  Aufgabe  verlangt  also,  die  drei  Variabein  a^ ,  a,, 
a?o,  welche  durch  die  Relationen  45)  verbunden  sind,  so  zu  be- 
stimmen, dass  der  Ausdruck  44)  einen  kleinsten  Werth  erreicht, 
wobei  y^  durch  f[x^  zu  ersetzen  ist. 

Zu  den  Gleichungen  45)  tritt  daher  als  dritte  jetzt  die  Glei- 
chung hinzu : 

Diese  reducirt  sich  aber,  da  nach  44)  und  34) 

dF_  ^^  1.        t/- ^i i  ^Vo 

^.-""^^     Wo--  ^^y-  -  "»^     -  «i*  =    -  «t   äi- 

ist,  auf: 


Kriterien  des  Maximums  und  Minimums.  125 

und  sagt  also  aus,  dass  unsere  Kettenlinie  35)  in  ihrem  Anfangs- 
punkte x^  y^  senkrecht  stehen  muss  auf  der  gegebenen  Curve. 
Weiter  wird  jetzt  die  zweite  Varialion  von  F: 

und  ihr  sind  die  Bedingungsgleichungen : 

hinzuzufügen. 

Substitut  rt  man  in  den 
\  p 

^?^^      Ö'F       ^       5'F     ^^ 

u.  s.  w.  die  Werthe ,  welche  die  partiellen  Differentialquotien- 
ten  von  v—  und  ^  durch  die  Substitutionen  34)  annehmen, 
und  setzt  zugleich  nach  51) 

so  ergiebt  sich : 

und  aus  den  Bedingungsgleichungen : 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  von  8a^  und  da^  liefert: 

'       tx*-  ®m*s^n{l,0)       @in>{o       «««Jinsj/x,  , 
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wo: 

also,  wenn  man  ^^  —  f ^^  =  ©^  und  für  die  partiellen  Differen- 
tialquotieüten  von  F  die  aus  39)  folgenden  Werthe  setzt,  nach 
den  Relationen  44) : 

—  2  Co«  |,(®in  1»  -  ©in  fo)  +  ©i  ©»«  lo  ©»«  ?»} 

ist.  Setzt  man  endlich  für  iT(/,  0)  seinen  Werlh  aus  42]  ein, 
so  kann  man  die  Formel  52)  so  schreiben : 

worin : 

A'  =  So«  ^0  ®«n  ?« ©in  f ,  1/  -  @tn  |,  ip  (©,) 
oder  nach  43) 

N  =  6o«  I,  {(<  +  6o«»  lo)  ©in  0» 

-  2  So«  I,  (©in  I,  -  ©in  |,)  +  0,  ©in  |,  ©in  |,} 

-  ©in  lo  (2  —  2  6o«  0,  +  0j  ©in  0,} 

ist.  DiSerentiirt  man  nun  iV  partiell  nach  ^^ ,  und  wendet  neben 
den  Formeln  41)  noch  die  beiden  folgenden  , 

4  —  6o«|=  —  2(Sin*|-,     ©tn2|  =  2®tn|6o«| 

an,  so  findet  man :  * 

-j^  =  So«  lo  {6o8*  lo  So«  0,  -  So«  lo  So«  I» 

+  G^  ©in  I,  So«  1,}  —  ©in  1,  (0,  So«  0,  —  ©in  ©,)  , 

1^  =  2  ®in  I,  ©in  ^  {So«  |o  So«  ^  ©in  0» 
+  0,So«(|.-:^)}. 

Da  (So9  ^  stets  positiv  und  ©in  ^  dasselbe  Zeichen  hat  wie  ^,  so 

d'JV  d  iV 

ist  jy^  >  0  für  jedes  f^  >  ?o  •     Daher  sind  auch  vy  und  iV 

selbst,  die  beide  fUr  |^  =  ^^  verschwinden,  stets  positiv  für 
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Ist  daher  gleichzeitig : 

?o<0  undr^To^O, 

oder  aber 

?o>0  und  r^o^Ö, 

so  hat  die  rechte  Seite  der  Formel  53)  und  also ,  weil  xfj  {Q^) 
stets  positiv  ist,  auch  d*  F  selbst  für  jedes  ^^  >  f^  das  positive 
Zeichen.  Woraus  das  auch  schon  von  Lundström  abgeleitete  all- 
gemeine Kriterium  hervorgeht : 

Von  allen  gleichlangen  Curven  der  Ebene^  welche  die  gegebene 
Curve  mit  dem  festen  Punkte  verbinden,  erzeugt  diejenige  nach 
unten  convexe  Kettenlinie  55),  welche  senkrecht  zur  gegebenen 
Curve  von  dieser  ausgeht ,  jedenfalls  dann  die  kleinste  Rotations- 
fluche,  wenn  sie  und  die  gegebene  Curve  auf  verschiedenen  Seiten 
derjenigen  Tangente  der  letzteren  liegen,  deren  Berührungs- 
punkt der  Anfangspunkt  der  Kettenlinie  ist,  oder  auch  wenn  die 
gegebene  Curve  in  diesem  Punkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  also 
3.  B.  eine  gerade  Linie  ist. 


Friedrieh  Sehnr,  Zur  Theorie  der  Flachen  driUer  Ordnung 
(vorgelegt  von  Prof.  Klein) . 

Im  5.  Bde.  p.  499  der  Acta  mathematica  hat  Herr  Lb  Paigb 
eine  Erzeugungsart  der  Flächen  3.  Ordnung  angegeben,  welche 
desshalb  nicht  ohne  Interesse  ist,  weil  sie  einmal  als  eine  Ver- 
allgemeinerung einer  von  Grassmann  für  ebene  Curven  3.  Ord- 
nung angegebenen  Erzeugungsart  angesehen  werden  kann,  und 
weil  sie  zweitens  mit  beachtenswerthen  Eigenschaften  der 
Flächen  3.  Ordnung  in  Zusammenhang  steht. 

Diese  Erzeugung  lässt  sich  folgendermassen  aussprechen: 

Sind  in  einer  Ebene  a  vier  gei^ade  Linien  g^  g^  g^  g^  gegeben, 
ferner  im  Räume,  diesen  zugeordnet,  vier  andere  gerade  Linien 
K  K  K  ^4 »  ^^Iche  nicht  auf  derselben  Fläche  i,  Grades  liegen, 
und  sind  die  Ebenenbüschel  (jj  (j,)  [g^  {g^  derart  qtmdrilinear 
auf  einander  bezogen ,  dass  je  vier  Ebenen  einander  entsprechen, 
deren  Schnittpunkte  mit  den  resp.  Geraden  h^  A,  A,  A^  in  je  einer 
Ebene  e  liegen,  so  ist  der  Ort  der  Puncte,  in  denen  sich  vier  ent- 
sprechende Ebenen  schneiden,  eine  Fläche  5,  Ordnung  F®,  welcher 
das  vollständige  Vierseit  g^  g^  g^  g^  eingeschrieben  ist. 

Schneiden  die  beiden  Transversalen  g  und  j'  der  vier  Gera- 
den A^  A,  A3  A^  diese  in  resp.  B^  B^  B^  B^  und  V ^  B\  B\  5'^, 
so  sind  die  zweimal  vier  Ebenen  g^B^  =«4?  Ji-ßf  =  ««> 
»3  ^8  =  «s>  ?4  ^4  =  «4  und  g,  B\  =  a\,  g^  B\  =  a\, 
5,  B\  =  a\ ,  g^  B'^  ^  a\  die  Seitenflächen  zweier  der  F, 
eingeschriebener  Tetraeder  A^  A^  A^  A^  und  A\  A\  Ä^  A ^^ 
welche  in  Beziehung  auf  ein  in  F^  enthaltenes  Perspectivitäts- 
centrum  A  perspectiv  liegen.  Das  erste  Tetraeder  ist  die  reci- 
proke  Polare  des  zweiten  in  Beziehung  auf  die  Fläche  2.  Grades^ 
welche  ich  in  meiner  Habilitationsschrift  (Math.  Ann.  Bd.  ^8, 
p,  1 2)  F*  genannt  habe ;  ebenso  ist  natürlich  A  der  Pol  von  a. 
Unsere  Erzeugung  gehört  nämlich  vermöge  gewisser,   auf  P 
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gelegener  Raumcurven  3.  Grades,  welche  sie  liefert,  einer 
ScHLAFLi'schen  Doppelsechs  zu. 

Diese  Raumcurven^  g^^  g^^  9,'  g^\  entstehen  einmal,  wenn 
die  Ebene  e  sich  um  die  Geraden  h^  h^  A,  A,  resp.  dreht ,  und 
zweitens  durch  diejenigen  Ebenen  e,  welche  je  drei  der  Geraden 
^1 A,  A,  Af  in  drei  Puncten  einer  Geraden  schneiden;  diese,  dem 
Zorn  Netie  der  ersten  vier  oonjngirten  Netze  angehOrig ,  wollen 
wir  c,'  c,'  c,'  c^'  nennen.  Jede  dieser  Raumcurven  enthält 
5  Puncto  unserer  Configuration,  so  z.  B.  c^^  und;^'  die  5  Punote 
'^ij  ^'n  {9t9s)j  (ffs?*)»  {9^  9t)*  Ausserdem  geht  auch  durch 
die  5  Puncto  A  A^  A^  A^  A^  sowohl  als  durch  A  A\  A\  A\  A\ 
je  eine  Curve  jedes  der  beiden  Netze ;  wir  wollen  sie  c',  g*  und 
c\  g'^  nennen.  Somit  stellen  sich  die  45  Puncte  unserer  Configu^ 
ration  cUs  die  Eckpuncte  zweier  vollständigen  Sechsseite  dar^  deren 
Seiten  Raumcurven  der  beiden  Netze  sind. 

Bis  auf  das  letzte  Resultat  sind  diese  Satze  in  der  0.  c. 
Abhandlung  und  in  einer  Note  der  Comptes  rendus  vom  89.  Sept. 
4884  von  Herrn  Lb  Paige  angegeben  worden.  Er  zeigt  dort  fer- 
ner, wie  die  5  Schnittpuncte  von  irgend  zwei  Raumcurven 
3.  Ordnung  conjugirter  Netze ,  wie  c'  und  ^,  auf  einer  gegebe- 
nen Fläche  3.  Ordnung  5  Puncte  unserer  Confignration  und  da- 
mit diese  selbst  liefern ,  und  hat  endlich  in  den  Berichten  der 
Belgischen  Akademie  vom  Aug.  4884  bewiesen,  dass  man  auch 
die  Geraden  A^  A,  A,  A,  oder  g  und  g'  so  finden  kann,  dass  durch 
die  Erzeugung  die  gegebene  Fläche  resultirt.  Es  sttltzt  sich 
dieser  Beweis  auf  eine  specielle  Form ,  welche  man  der  Glei- 
chung der  Fläche  geben  kann,  sodass  er  einen  ziemlichen  Appa- 
rat analytischer  Httlfsmittel  voraussetzt,  vor  Allem  aber  lässt  er 
nns  über  die  besondere  Beziehung  der  Geraden  g  und  g'  zu  un- 
mittelbar gegebenen  Elementen  der  Fläche  im  Unklaren,  sodass 
er  zur  constructiven  Bestimmung  dieser  Geraden,  falls  man  die 
Configuration  als  gefunden  voraussetzt,  nicht  benutzt  werden 
kann. 

Diese  Ergänzung  wird  nun  durch  den  folgenden  Satz  ge- 
liefert. Bezeichnen  wir  nämlich  mit  Herrn  Retb  die  Schnittlinie 
zweier  Schmiegungsebenen  einer  Raumcurve  3.  Grades  als  Axe 
derselben,  so  lautet  der  Satz : 

Die  Gerade  g  resp.  g'  ist  die  Axe  einer  Raumcurve  5.  Grades 
y*  resp.  /',  welche  die  reciproke  Polare  von  j '  resp.  g*  in  Bezug 
(xuf  die  oben  erwiüinte  Fläche  2.  Grades  F*  ist. 
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Diesen  Satz  als  bewiesen  vorausgesetzt,  ist  es  nunmehr 
leicht,  nachdem  die  aus  der  Ebene  a  und  den  beiden  Tetrae- 
dern bestehende  Configuration  für  eine  gegebene  Fläche  P  ge- 
funden ist,  die  Geraden  h^  h^  A,  h^  so  zu  bestimmen,  dass  P 
durch  die  Lb  PAiGE^sche  Erzeugung  resultirt.  Denn  durch  die 
Configuration  sind  nun  auch  die  Raumcurven  g^  und  9'^,  also 
auch  y^  und  y^  gegeben.  Nehmen  wir  also  je  eine  Axe  dieser 
Raumcurven  als  die  Gerade  g'  resp.  g  an  und  bestimmen  hier- 
nach h^  h^  A3  A^,  so  muss  nach  unserm  Satze  die  so  resoitirende 
Fläche  3.  Ordnung  durch  g^  und  g'^  gehen,  muss  also  mit  der 
gegebenen  P  identisch  sein.  Natürlich  hätten  wir  gi*  und  g'^ 
auch  dem  conjugirten  Netze  entnehmen  können. 

Den  Beweis  unseres  Satzes  können  wir  folgendermassen 
skizziren.  Die  durch  die  5  Ebenen  a  a^  a,  a,  a^  als  Schmie- 
gungsebenen  und  g  als  Axe  eindeutig  bestimmte  Raamcurve 
3.  Grades  wollen  wir  mit  y'  bezeichnen.  Durch  die  Axen  der- 
.  selben  sind  die  drei  Ebenen  a,  jor,  a^  collinear  auf  einander  be- 
zogen. Wir  wollen  diese  als  in  drei  ooUinearen  räumlichen 
Systemen  enthalten  betrachten ,  in  welchen  noch  die  drei  Ge- 
raden A,  A3  A4  einander  so  entsprechen,  dass  je  drei  ent- 
sprechende Puncte  derselben  in  gerader  Linie  liegen.  Dann 
beweist  man  leicht,  dass  je  drei  entsprechende  Puncte  der  drei 
Systeme  in  einer  Geraden  Hegen.  Denn  sind  ß^  ß^  ß^  irgend 
drei  entsprechende  Ebenen  durch  A,  A,  A^  resp.,  so  liegen  auf 
diesen  drei  Ebenen  erstens  je  drei  entsprechende  Puncte  der 
Geraden  A,  A,  A^  und  zweitens  je  drei  entsprechende  Puncte  der 
Geraden  (ß^  a^)  {ß^  a^)  (ß^  a^)  in  je  einer  Geraden;  da  nun 
durch  die  Zuordnung  gerade  dieser  Puncte  die  collineare  Be- 
ziehung  der  drei  Ebenen  bestimmt  ist ,  so  liegen  je  drei  ent- 
sprechende Puncte  derselben  auf  einer  Axe  der  durch  dieselben 
erzeugten  Raumcunre  3.  Grades. 

Es  bestimmen  folglich  unsere  drei  coUinearen  Systeme  zu 
je  zweien  denselben  tetraedralen  Complex.  Das  Tetraeder  des- 
selben ist  nun  ersichtlich  der  Raumcurve  /^  umschrieben.  Aber 
es  ist  auch  der  Raumcurve  c^'  eingeschrieben,  weil  diese  durch 
die  drei  unseren  collinearen  Systemen  angehorigen  eollinearen 
Ebenenbüschel  (g^)  (g^)  {g^)  erzeugt  wird.  Da  zweitens  auch 
das  von  den  Ebenen  a  a,  a,  a^  gebildete  Tetraeder  sowohl  der 
y*  umschrieben ,  als  der  c^^  eingeschrieben  ist,  so  giebt  es  nach 
einem  Satze   meines  Freundes  Hurwitz  (Math.  Ann.   Bd.  20, 


Zur  Theorie  der  Flächeiv  dritter  Ordnung.  131 

p.  135)  einfach  unendlich  viel  solche  Tetraeder,  deren  Kanten 
also  sowohl  Axen  von  /'  als  Secanten  von  c/  sind.  Diese  Kanten 
bilden  nun  eine  geradlinige  Fache  6.  Grades,  welche  c^*  zur 
dreifachen  Curve  hat. 

Nennt  man  ebenso  die  durch  a  a\  a\  a\  a\  als  Schmie- 
guDgsebenen  und  durch  g'  als  Axe  eindeutig  bestimmte  Raum- 
curve  3.  Grades  /',  so  beweist  man  in  derselben  Weise,  dass 
es  unendlich  viel  Geraden  giebt ,  die  gleichzeitig  Axen  von  /'' 
und  Secanten  von  c^'  sind.  Diese  bilden  wiederum  eine  c^'  als 
dreifache  Curve  habende  geradlinige  Fläche  6.  Grades,  welche 
demnach  mit  der  ersten  Fläche  9  gerade  Linien  gemeinsam  hat. 
Dies  sind  nun  erstens  die  3  Geraden  g^  g^  g^  und  zweitens  die 
6  gemeinsamen  Axen  von  y^  und  /'',  welche  die  eine  Hälfte 
einer  ScHLÄFu'schen  Doppelsechs  bilden.  Diese  6  Geraden  sind 
also  auch  Secanten  von  c/  und  genau  aus  denselben  Gründen 
auch  von  c,',  c,'  und  c^^  sie  bilden  folglich  die  eine  Hälfte  der 
ScHLAFLi'schen  Doppelsechs  unserer  P.  Die  reciproken  Polaren 
von  /'  und  y'^  in  Bezug  auf  F*  mtlssen  daher  die  andere  Hälfte 
derselben  zu  Secauten  haben  und  durch  A  A\  A\  A\  A\  resp. 
A  A^  A^  A^  A^  gehen ,  sind  folglich  die  Curven  g'^  und  9',  wie 
unser  Satz  behauptet. 

So  gewinnt  durch  unsern  Satz  nicht  nur  die  coustructive 
Bestimmung  der  zu  einer  gegebenen  Fläche  3.  Ordnung  ge- 
hörigen Lb  PAiGE^schen  Erzeugungen  dieser  den  gewünschten 
Abschluss,  sondern  es  erhalten  nun  auch  die  fünfte  und  sechste 
Seite  des  unsere  Configuration  bestimmenden  vollständigen 
Sechsseits  ihre  Entstehung  aus  der  Erzeugung  selbst. 


9* 


Corrado  Segre,  Sur  un  cos  pariiculier  de  la  surface  de 
Kummer.   Lettre  ä  M.  K.  Rohn.    (Vorgelegt  von  Prof.  Klein.) 

Dans  votre  note  lieber  einige  specielle  Fälle  der  Kummer- 
sehen  Fläche  (Berichte  der  k.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissensch, 
Mai  1884)  vous  avez  6tudi6  ces  cas  particuliers  de  la  surface 
de  Kummer  qui  sont  8,  3,  4  fois  t^tra^droYdes ,  mais  il  semble 
que  vous  n'ayez  pas  vu  qu*  il  y  a  en  outre  une  surface  qui  est 
six  fois  tötra^droYde. 

Voici  de  quelle  mani^re  j*y  suis  parvenu.  J'indique  avec 
vous  par  12  3  4  5  6  les  six  complexes  Unfaires  fondamen- 
taux  d'une  surface  de  Kummer.  Dans  la  s^rie  des  complexes 
quadratiques  dont  eile  est  la  surface  singuli^re  ces  six  com- 
plexes forment  une  Involution,  par  exemple  Pinvolution  [12) 
(34)  (56),  lorsque  la  surface  est  t^tra^droYde  relativement  au 
t6tra^dre  fondamental  (12)  (34)  (56)  (c'est-ä-dire  au  t6traödre 
dont  les  couples  d'ar^tes  oppos6es  sont  les  directrices  des  con- 
gruences  12,  34,  56).  Or  six  616ments  1  2  3  4  5  6  peuvent  for- 
mer plusieurs  involutions  seulement  dans  les  cas  ayant  les 
types  suivants :  1°(12)  (45)  (36),  (12)  (35)  (46):  on  a  alors  une 
surface  doublement  l6tra6droYde  par  rapport  aux  deux  t6lra- 
6dres  ayant  ces  m^mes  symboles.  —  2°  (12)  (45)  (36),  (16)  (34) 
(25),  (14)  (23)  (56)  (les  six  6I6ments  forment  alors  deux  cycles 
(135)  (246)  d*une  m^me  homographie  cyclique):  deux  de  ces  in- 
volutions ayant  par  cons^quence  la  troisiöme  on  en  döduit  fort 
simplement  le  th^or^me  de  M.  St£phanos  que  les  trois  tetra^dres 
repr6sent6s  par  ces  symboles  forment  un  systöme  desmigue^]; 
la  surface  correspondante  est  lelra6droYde  par  rapport  ä  ces 


4)  C.  SitpHANOs.     Sur  les  systemes  desmiques  des  Utraedres  (Bulletin 
des  Sciences  math.  2«  sörie,  t.  III,  1879,  1«  partie). 
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trois  telra^dres.  —  3°  les  trois  involutions  pr^c^dentes  avec  la 
(U)  (25]  (36):  (les  six  ^l^ments  forment  le  cycle  projectif  [4  2 
3  4  5  6]]:  la  surface  est  quatre  fois  l^traddroYde.  —  4^  enfin 
les  six  involutions : 

A„"{^%)  (45)  (36)         V  (^«)  (»*)  (25)         A^"{H)  (23)  (56) 
Ar,  ..  (18)  (35)  (46)         A^,  . .  (15)  (34)  (26)         A^  •  •  (18)  ;24)  (56) ; 

les  trois  couples  42,  34,  56  sont  alors  deux-ä-deux  harmoni- 
ques,  c'est<-ä*dire  ils  forment  le  covariant  sextique  T  d'une 
forme  quartique,  ou  bien,  en  les  reprdsentant  sur  la  Sphäre, 
roctaedre^). 

Or  vous  avez  bien  consid^r^  les  trois  premiers  cas ,  mais 
DOD  pas  ce  quatridme:  il  conduit  aux  cons^quences  suivantes. 

II  y  a  une  surface  de  Kummer  qui  est  tetraMroXde  six  fois 
(le  nombre  maximum  de  fois)  par  rapporl  ä  six  UtraHres  qui 
forment  3  couples  A^^A^^^  Ap^Aq^f  Ap^Ag^.  de  tetratdres  ayant 
deux  arites  opposies  communes ,  et  4  temes  desmiques  de  tidra- 
idres  {trois  tÜraMres  ayant  commun  un  indice  forment  une  lerne) . 
Les  3  couples  d^ar^tes  oppos4es  communes  aux  3  couples  sont  les 
arites  dun  nauveau  tetraMre  fondamental  T  [1i)  [34)  (S6)  (qui 
determine  parfaitement  les  six  tetraddres  A,  comme  etant  ceux 
qui  ont  commun  avec  lui  un  couple  d^ar&tes  opposies). 

Cette  sarface  de  Rummbr,  sans  invariants  absolus,  n^est  pas 
un  cas  particulier  de  celle  qui  est  4  fois  t^tra^droYde.  La  dis* 
Position  de  ses  points  et  plans  singuliers  est  bien  remarquable. 
On  peut  diviser  les  4  6  points  singuliers  en  4  groupes  de  quatre 
points,  sommets  de  t^traMres  I,  11,  III,  IV  desmiques  avec  T: 
j'indiquerai  en  cons^quence  les  points  singuliers  par  les  couples 
de  symboles  II ,  .  .  .  I4,  .  .  .  . ,  IVi ,  .  . .  IV4;  et  analoguement 
pour  les  plans  singuliers.  Alors  je  trouve  le  tableau  suivant, 
qui  donne  les  six  points  ou  plans  singuliers  appartenant  ä  chaque 
plan  ou  point  singulier  et  qui  lui  correspondent  par  rapport  aux 
SIX  complexes  fondamentaux  4 ,  .  .  .  6 : 


1 

4 


II3   \U   III4  1112  1V2  IV3  1 

U4   113   1113  Uli    IVl   1V4  „    2 

in    112  1112   ni4   IV4   IVl  "    3 

112  IIl  im  I1I3   1V3  1V2  4 


13  14  IV4  1V2   1112  1Ü3 

14  13  IV3  IVl  Uli  1114 

11  12  IV2  IV4  1II4  1111 

12  11   IVl  1V3  III3   1112 


2)  Ces  six  involutions  correspondent  aux  six  rotations  d^un  demi-tour 
qui  superposent  l'octa^dre  ä  soi-ro^me  sans  laisser  fixe  aucun  de  ses 
sommets. 


134 


COBBADO  SCGBE, 

a 

3  ' 
4 

IV3  iy4  U  12  112  113 
IV4   IV3  13  II    IIl   lU 
IVl   1V2   12  I4    II4   IIl 
IV2   IVl  11    I3   n3  112 

■vi 

4 

/ins   III4  U4    112  12  13 
III4   III3   113    IIl   U   U 
IUI    III2   112   \U   14  II 
1112  im   IIl    113   13  42 

I 


De  lä  on  peut  aussi  iirer  la  mani^re  suivant  laquelle  les 
^I^ments  singuliers  de  la  surface  se  correspondent  par  rappon 
aux  quadriques  fondamentales.  On  sait  que  les  10  quadriques 
fondamentales  se  divisent  par  rapport  au  t^tra^dre  T  en  deux 
groupes  de  4  et  de  6.  Or  la  notation,  que  j'ai  choisie,  est  teile 
qu'un  point  et  un  plan  singuliers,  lorsqu'ils  sont  polaires  par 
rapport  ä  une  quadrique  du  premier  groupe  ont  commun  Je 
premier  symbole,  et  en  particulier  lorsqu'  ils  sont  polaires  par 
rapport  k  la  quadrique  (135)  (846)  ils  sont  repr^sent^s  par  les 
deux  m^mes  symboles;  tandis  que  s'ils  sont  polaires  par  rap- 
port ä  Fune  des  trois  quadriques  (124)  (356),  (125)  (346),  (134; 
(256)  appartenant  au  groupe  de  6,  ils  ont  commun  le  secood 
Symbole. 

Je  trouve  en  outre  cet  autre  tableau  qui  donne  les  quatre 
points  ou  plans  singuliers  appartenant  aux  faces  ou  aux  som- 
mets  des  six  t^traedres  fondamentaux  ^,  par  rapport  auxquels 
la  surface  est  t^tra^droYde : 

fl3  14  II3     II4  (  I2  I4  III2   Ill4  (  l2  l3  1V2  IV) 

U  12  IIl     112  I  II  I3   im    III3  .       j  II  I4  rVl  W'l 

ril3  1114  IV3  IV4  -^pr  \U2  II4   IV2  IV4  -^ps  ^Hj  113  II12  Uli 

Uli  1112  IVl   IV2  Im  II3  IVl   IV3  (lll  II4  Uli  IIU 

fl3  14  IIl     112  (  12     I4  Uli   1113  (  13     18  IVl  1V4 

U  I2  II3     Il4  .       j  II    13  III2  I1I4  .       I  U     14   IV2  IVl 

ni3  1114  IVl   IV2  -^qs   Uli  114  IVl   IV3  ^«yr  Ül2  Il3  IIU  IIU 

im  III2  IV3  1V4  [in  113  iy2  1V4  [n  lu  im  1113 

Chaque  plan  singulier  contient  six  points,  sommets  des  six 
t^traMres  ^  et  sommets  du  quadrilat^re  complet  d'intersection 
du  plan  avec  T,  quadrilat^re  dont  le  triangle  diagonal  coupe  la 
conique  du  plan  (par  rapport  ä  laquelle  il  est  conjugu^)  suivant 
les  six  points  singuliers  de  celui-ci. 

Je  vous  ai  monträ  ces  deux  tableaux,  parce  qu'ils  donnent 
toutes  les  propri^t^s  de  la  configuration  dont  il  s'agit;  maisje 
ne  m^arr^terai  pas  ä  les  relever.  Remarquez  seulement  que 
chacun  des  quatre  t^tra^dres  I,  II,  III,  IV,  dans  lesquels  j'ai 
decompos6  le  systäme  des  points  singuliers,  forme  une  teroe 
desmique  avec  le  tetraödre  analogue  de  plans  singuliers  repre- 
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sent^  par  le  m^me  Symbole  et  avec  T.  De  plus  ces  quatre 
t^tra^dres  de  poinls  sioguliers  (ou  ceux  de  plans  singuliers) 
sont  demisques  entre  eux  deux-ä-deux:  ainsi  I  et  II  forment 
une  tenie  demisque  avec  un  t^tra^dre  ayant  deux  sommets 
communs  avec  ^p^  (sur  une  ar^te  de  7^  et  les  deux  autres 
communs  avec  A^^  (sur  Tarnte  oppos6e  de  T);  etc. 

Quant  ä  T^quation  de  la  surface,  on  peut  lui  donuer  la 
fonne  trös-simple 

x/  -4-  ar^*  +  a?3*  +  a?/  +  4  x^x^x^x^  ä  0  , 

en  prenant  T  pour  tetra^dre  des  coordonnöes.  Cette  ^quation, 
d'oü  Ton  peut  tirer  toutes  les  propri^t^s  de  la  surface,  montre 
qu'elle  se  transforme  ea  elle-möme  par  un  groupe  de  1 6  •  24 
homographies  diflförentes  (et  par  autant  de  correlations) .  —  Si 
OD  consid^re  le  faisceau  de  surfaces  du  4®  ordre 

il  contieDt  seulement  quatre  surfaces  ayant  des  points  singuliers 
(en  exceptant  T) :  celles  qui  correspondent  ä  A  =  ±  4  ou  bien  ä 
A=s  iV— 1 ;  et  elles  sont  toutes  des  surfaces  de  Kümmbr  de 
mon  e'sp^ce.  Les  deux  premi^res  (ou  bien  les  deux  autres)  ont 
m^mes  complexes  foudamentaux ;  les  configurations  de  leurs 
points  et  plans  singuliers  sont  telles  que  les  quatre  t^tra^dres 
I,  II,  III,  IV  de  points  singuliers  de  Pune  forment  par  leurs  faces 
les  quatre  tötraödres  homologues  de  plans  singuliers  de  Tautre, 
et  r^ciproquement. 

Turin,  le  9.  Aoüt  18?1. 


Dr.  Ambronn,  Zur  Mechanik  des  Windens. 

Yorwort. 

Nach  dem  Erscheinen  der  ScHWBicDBPrER^schen  Abhandlung 
»Üeber  das  Winden  der  Pflanzen« i),  in  welcher  eine  exact«  Er- 
klärung für  das  Zustandekommen  der  Schraubenwindungen 
versucht  wurde ,  ist  dieser  Gegenstand  von  mehreren  anderen 
Botanikern  ebenfalls  behandelt  worden.  Zunächst  hat  Sachs  in 
einer  kleinen  Notiz 3}  hervorgehoben,  dass  Schraubenwindungen 
auch  ohne  Mitwirkung  einer  Stütze  sich  bilden  können.  Auf 
diesen  Einwurf  hat  Sghwendbner  '}  bereits  genügend  geantwortet 
und  ich  brauche  mich  deshalb  im  Folgenden  damit  nicht  näher 
zu  beschäftigen*  Sodann  hat  Wortmanic  ^)  bei  der  Besprechung 
der  ScHWBNDBiCER'schen  Arbeit  in  der  Botan.  Zeitung  einige  Ein- 
würfe erhoben;  da  dieselben  sich  im  Wesentlichen  in  einer 
später  erschienenen  Abhandlung  von  Kohl  wiederfinden,  so 
werde  ich  bei  der  Besprechung  der  letzteren  Schrift  einige  Be- 
merkungen darüber  einfügen. 

Ausser  in  jener  Notiz  hat  Sachs  in  seinen  »Vorlesungen  über 
Pflanzenphysiologie  a<^)  sich  npch  mit  der  Frage  nach  der  Mechanik 
des  Windens  beschäftigt,  ohne  jedoch  eine  exacte  Theorie  auf- 
zustellen; er  begnügt  sich  vielmehr  nur  mit  einigen  aphoristi- 
schen Bemerkungen  über  Reizbarkeit  und  der  etwas  bedenk- 
lichen Yermuthung,  dass  er  den  Weg  angegeben  habe,  auf 
welchem  die  wahren  Ursachen  des  Windens  zu  finden  sein 
werden. 


4)  Monatsberichte  der  k.  Akad.  d.  Wiss.    Berlin,  December  4884. 

2)  Arbeiten  d.  Würzb.  Bot.  Inst.   Bd.  IL 

3)  Phingsheiii's  Jahrb.  f.  wiss.  Bot.    Bd.  XIII. 
4]  Botan.  Zeit.  4882.  S.  573  ff. 

5)  Leipzig  4  882. 
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Ich  kann  deshalb  im  Folgenden  mit  wenigen  Worten  über 
die  SACHs'schen  Einwürfe  hinweggehen.  Eine  eingehendere  Be- 
sprechung fordern  nur  die  beiden  zuletzt  erschienenen  Arbeiten 
von  Baranbtzkt  ^)  und  Kohl  ^] .  Während  Baranetzkt  keine  be- 
stimmte Theorie  aufstellt,  sondern  nur  die  Beziehungen  zwischen 
Nutation  und  Geotropismus  mehr  hervorhebt,  als  dies  von 
ScHWBNDBNBR  geschehen  ist,  sucht  Kohl  sich  wiederum  auf  den 
Standpunkt  Mohl's  zu  stellen  und  durch  Annahme  einer  Reiz- 
barkeit der  windenden  Internodien  die  Bildung  der  Schrauben«- 
Windungen  zu  erklären.  Da'  in  der  BARANsrzKT'schen  Arbeit 
zahlreiche  Versuche  beschrieben  sind,  die  scheinbar  unseren 
jetzigen  Anschauungen  über  das  Zusammenwirken  von  Nuta- 
tions-  und  geotropischen  Krümmungen  widersprechen ,  so  bin 
ichgenöthigt,  bei  der  Besprechung  derselben  etwas  weitläufig 
zusein,  zumal  jene  Versuche  oft  unvermittelt  neben  einander 
gestellt  und,  wie'mir  scheint,  überhaupt  nicht  nach  einem  ein- 
heitlichen leitenden  Gesichtspunkte  zusammengeschrieben  sind. 
Es  ist  schwer,  sich  in  dieser  Menge  von  Beobachtungen  zurecht 
za  finden ,  und  man  muss  sich  oft  fragen :  was  will  eigentlich 
der  Verfasser  durch  diesen  Versuch  beweisen? 

Auch  bei  Besprechung  der  Kohl' sehen  Arbeit  bin  ich  ge- 
zwungen ausführlicher  zu  werden,  als  mir  eigentlich  wttnschens- 
werth  schien;  der  Grund  dafür  liegt  theils  darin,  dass  Kohl 
durch  Beibringung  von  vielem  Zahlenmaterial  seine  Annahme 
der  Reizbarkeit  zu  beweisen  sucht,  theils  weil  er  die  wichtigste 
Stütze  der  ScHWENBSNBR'schen  Theorie,  die  sog.  Greifbewegung, 
durch  mehrere  Versuche  widerlegen  zu  können  glaubt. 

Wenn  es  unter  diesen  Umständen  erklärlich  ist ,  dass  der 
JLritische  Theil  der  vorliegenden  Abhandlung  umfangreicher  sich 
gestaltet,  als  die  im  zweiten  Theil  folgenden  eigenen  Unter- 
suchungen, so  ist  dies  auch  schon  deshalb  zu  entschuldigen, 
weil  meine  Beobachtungen  nur  eine  Ergänzung  der  Schwbndk- 
Wschen  Theorie  bilden  sollen. 

Leipzig,  October  1884. 


1]  Die  kreisförmige  Nutation  u.  das  Winden  d.  Stengel.  Mem.  d. 
Pelersb.  Ac.    VII.  Ser. 

i]  Beitrag  zur  Kenntniss  des  Windens  d.  Pflanzen.  PniifGSHEiM's 
Jahrb.  f.  wiss.  Bot.   Bd.  XV. 
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I.  Thell. 

Sachs  hat  in  seinen  Vorlesungen  die  ScHWBNDBNSR'sche  Ab* 
handlang  als  »auf  mangelhaften  Beobachtungen  beruhend«  be- 
zeichnet;  ohne  jedoch  den  Beweis  für  diese  Behauptung  zu  er- 
bringen, ja  ohne  auoh  nur  bestimmte  Einwürfe  zu  erheben.  Er 
halt  die  Mechanik  für  zur  Zeit  noch  unaufgeklärt  und  nimmt 
eine  Art  von  Reizbarkeit  an,  die  jedoch  nicht  näher  charakteri- 
sirt  ist;  er  sagt  blos:  »Vor  Allem  handelt  es  sich  darum,  was 
man  mit  dem  Worte  Reizbarkeit  meint,  ich  verstehe,  wie  schon 
gesagt,  darunter  jede  Art  von  Reaction ,  welche  ausschliesslich 
der  lebende  Organismus  als  solcher  und  in  Folge  seiner  Lebens^ 
thätigkeit  äusseren  Einflüssen  gegenüber  zu  erkennen  giebt. 
Wenn  man  nun  findet,  dass  eine  umgekehrte  Schlingpflanze 
sich  von  selber  wieder  von  der  Stütze  abwickelt,  wenn  der  um 
eine  Stütze  gewundene  Gipfel  künstlich  abgewickelt  von  selbst 
gerade  wird  und  nutirt,  wenn  die  blosse  Aufrechtstellung  des 
Sprosses  ihn  veranlasst  Schraubenwindungen  zu  machen,  als 
ob  er  eine  Stütze  hätte,  so  finde  ich  darin  die  wesentlichen 
Merkmale  von  Reizerscheinungen  in  dem.  angegebenen  Sinne^ 
womit  natürlich  über  die  wahre  Mechanik  des  Windens  noch 
keine  Erklärung  gegeben  ist.«  Der  Schluss  dieses  Satzes  ist 
unzweifelhaft  richtig.  Die  drei  angeführten  Erscheinungen, 
welche  jene  eigenthümliche  Art  von  Reizbarkeit  beweisen 
sollen,  müssen  etwas  näher  betrachtet  werden.  Dass  bei  einer 
Schlingpflanze,  welche  umgekehrt  wird,  die  obersten  Windun* 
gen  sich  abwickeln  ist  richtig,  lässt  sich  aber  durch  die  relative 
Aenderung  der  Nutationsrichtung ,  sowie  durch  die  ebenfalls 
geänderte  Einwirkung  der  Schwerkraft  ganz  ungezwungen 
erklären,  wie  ich  im  zweiten  Theile  zeigen  werde.  Der  zweite 
Punkt ,  dass  beim  künstlichen  Abwickeln  der  oberen  Windun- 
gen der  Stengel  gerade  wird,  ist  ganz  selbstverständlich,  denn 
der  Geotropismus  bewirkt  in  den  noch  wachsthumsf^higen  Par- 
tien eine  Streckung,  bei  der  die  vorhandenen  Krümmungen 
allmählich  ausgeglichen  werden.  Es  ist  mir  unerklärlich,  wie 
man  auf  Grund  dieser  Erscheinungen  zur  Annahme  einer  Reiz- 
barkeit gelangen  kann.  Die  Bildung  von  freien  Schrauben- 
windungen an  einem  aufrecht  gestellten  Sprosse,  die  als  dritter 
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Grund  fflr  die  Reizbarkeit  angeführt  wird ,  tritt  in  der  That  an 
gesunden,  normal  entwickelten  Sprossen  nicftit  ein;  wie  schon 
ScHWBNPENBR  in  Seiner  Entgegnung  auf  die  erste  Notiz  von 
SiGHs  genügend  dargelegt  hat.  Die  diesbezüglichen  Angaben 
von  Sachs  (Vorlesungen  S.  822)  beruhen  wahrscheinlich  auf 
»mangelhaften  Beobachtungen«. 

Auch  dazu  liegt  durchaus  kein  Grund  vor,  dass  man  den 
Einfluss  der  Schwerkraft  auf  die  schlingenden  Sprosse  von  dem 
gewöhnlichen  negativen  Geotropismus  orthotroper  Sprosse  un- 
terscheiden muss,  wie  Sachs  das  (vergl.  S.  870)  anzunehmen 
scheint.  Allerdings  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  die  Schwerkraft 
eine  bestimmte  Wirkung  auf  die  Nutation  der  Sprosse  ausübt. 

Baranbtzkt  hat  eine  eigenthümliche  Beziehung  zwischen 
Nutation  und  Schwerkraft  nachgewiesen,  die  sich  darin  kund 
giebt,  dass  die  kreisförmige  Nutation  aufhört,  wenn  die  PQanze 
der  Wirkung  der  Schwerkraft  durch  langsame  Rotation  um  eine 
horizontale  Achse  entzogen  wird.  Aber  dieses  Resultat  berech- 
tigt doch  nicht  zu  der  Annahme,  welche  Sachs  macht.  Die  Ver- 
suche Bararbtzky's  kann  ich  nach  meinen  Beobachtungen  nur 
bestätigen ,  und  es  erklärt  sich  daraus  ganz  ungezwungen  das 
Abwickeln  der  obersten  Windungen  an  Pflanzen,  welche  jener 
Rotation  unterworfen  werden,  denn  bei  dieser  Versuchsstellung 
fallen  die  beiden  Factoren  weg,  welche  die  Bildung  bleibender 
Krümmungen  ermöglichen,  nämlich  die  Greifbewegung,  die 
beim  Aufhören  der  Nutation  nicht  mehr  stattfinden  kann,  und 
die  Wirkung  der  Schwerkraft.  Es  ist  demnach  gar  nicht  anders 
möglich,  als  dass  die  noch  wachsthumsfähigen  bezw.  nutations- 
fiihigen  Internodien  sich  nahezu  gerade  strecken  und  nur  einige 
unregelnfässige  schwache  Krümmungen  zeigen. 

Deber  die  weiteren  Bemerkungen  Sachs'  betreffs  des  Win- 
dens kann  ich  hinweggehen,  da,  wie  schon  hervorgehoben,  keine 
Theorie  von  ihm  aufgestellt  worden  ist,  sondern  nur  einzelne 
Beobachtungen,  die  zum  Theii  gar  nicht  dahin  gehören  —  wie  die 
Besprechung  der  Schraubenwindungen  an  weiblichen  Blüthen- 
ständen  von  Vallisneria  spiralis  —  zusammengestellt  sind.  Nur 
auf  zwei  Punkte  muss  ich  noch  Einiges  erwidern.  Sachs  giebt 
an,  dass  die  Windungen  mit  zunehmendem  Alter  steiler  würden 
(S.  825).  Dies  ist  nur  insofern  richtig,  als  es  die  noch  nicht 
fertig  gebildeten  Schraubenwindungen  betrifift,  d.h.  diejenigen, 
welche  bei  Rotation  um  horizontale  Achse  wieder  abgewickelt 
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werden  würden,  und  deren  Anzahl  je  nach  der  Dicke  der  Stütze 
und  den  Wachslhumsverhältnissen  der  einzelnen  Pflanzen  natür- 
lich eine  verschiedene  ist.  In  späteren  Stadien  findet  weder 
ein  Aufrichten,  noch  überhaupt  eine  Veränderung  des  Abstandes 
zweier  Windungen  von  einander  statt.  Femer  sagt  Sachs 
(S.  826)  »dass  die  zahlreichen  verschiedenen  Torsionen,  welche 
man  an  vielen  windenden  Sprossen  wahrnimmt,  mit  dem  eigent- 
lichen Problem  des  Windens  nichts  zu  thun  haben«.  Das  ist 
entschieden  unrichtig ,  denn  wie  schon  ScHviNDBirEft  theilweise 
nachgewiesen  hat  und  wie  ich  im  IL  Theil  ausführlicher  zeigen 
werde,  sind  sowohl  scheinbare  als  wirkliche  antidrome  Torsio- 
nen unbedingt  nothwendig  für  das  Zustandekommen  von  Schrau- 
ben Windungen  um  eine  Stütze.  Allerdings  giebt  Sachs  zu,  dass 
mit  dem  Winden  —  »weil  es  nach  den  Gesetzen  der  Mechanik 
nicht  anders  möglich  sei«  —  eine  Torsion  nothwendig  verbunden 
sein  müsse.  Welche  Art  der  Torsion  er  aber  damit  meint,  geht 
aus  seinen  Worten  nicht  hervor.  Er  sagt:  »Da  diese  unvermeid- 
liche Torsion  gewöhnlich  gar  nicht  zu  sehen  ist,  thut  man  gut, 
sich  von  ihrer  nothwendigen  Existenz  überhaupt  zu  überzengeo.fi 
Diese  »üeberzeugung«  wird  nun  auf  folgende  Weise  ge- 
wonnen: »Man  denke  sich  einen  langen  Kautschukschlauch  in 
Form  einer  Schneckenlinie  auf  den  Tisch  gelegt;  man  halte  das 
äussere  Ende  des  Schlauches  mit  der  einen  Hand  fest,  mit  der 
anderen  fasse  man  das  innere  Ende  und  hebe  den  Arm  so  lange, 
bis  der  ganze  Schlauch  vertical  steht;  hat  man  vorher  eine 
schwarze  oder  weisse  gerade  Linie  auf  den  Schlauch  gezeichnet 
und  diesen  so  auf  den  Tisch  gelegt,  dass  sie  überall  z.  B.  auf 
der  convexen  Seite  der  Schneckenwindungen  hinläuft,  so  be- 
merkt man  nun ,  nachdem  der  Schlauch  in  der  angegebenen 
Weise  gerade  gestreckt  worden  ist,  dass  unsere  Linie  den 
Schlauch  in  Form  einer  Schraubenlinie  umläuft  und  zwar  so, 
dass  auf  jede  Windung  der  ursprünglichen  Schneckenlinie  nun- 
mehr ein  Umlauf  dieser  Torsionslinie  kommt,  der  aber  der  ur- 
sprünglichen Schneckenwindung  entgegengesetzt  ist.«  Die  Tor- 
sion, welche  bei  diesem  Experiment  auftritt,  ist  eine  wirkliche 
antidrom  verlaufende.  Die  wirklichen  antidromen  Torsionen, 
welche  beim  Winden  auftreten,  kommen  auf  ganz  andere  Weise 
zu  Stande ,  als  bei  jenem  Schlauche ;  sie  werden  durch  den 
Widerstand,  welche  die  Stütze  den  Nutationsbewegungen  ent- 
gegensetzt, erzeugt  und  sind  immer  deutlich  zusehen,  wenn 
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sie  auch  manchmal ,  z.  B.  an  sehr  dünnen  Stützen ,  durch  die 
homodromen  Torsionen  nachtraglich  wieder  verdeckt  werden. 
Da  übrigens  nach  Sacbs  Windungen  auch  ohne  Mitwirkung  einer 
Stutze  zu  Stande  kommen  sollen ,  so  kann  natürlich  an  solchen 
eine  derartige  wirkliche  antidrome  Torsion  überhaupt  nicht  auf- 
treten; h()chstens  könnten  durch  das  Eigengewicht  der  Spross- 
gipfel in  dem  Sinne,  wie  es  de  Vribs^]  angiebt,  geringfügige 
Torsionen  entstehen ,  auf  die  sich  aber  die  SicHs^sche  Bemer- 
kung jedenfalls  nicht  bezieht. 

Um  die  wirkliche  antidrome  Torsion ,  wie  sie  bei  normal 
windenden  Sprossen  auftreten  muss,  deutlich  zu  machen,  ist 
also  der  Versuch  mit  dem  Kautschukschlauch  nicht  geeignet, 
aber  noch  weniger  dazu,  um  die  scheinbare  Torsion  zu  erklären, 
die  sich  zeigt,  wenn  ein  cylindrischer  Stab  schraubenlinig  in  der 
Weise  gekrümmt  wird,  dass  die  einzelnen  Querschnittsscheiben 
gegen  einander  um  einen  constanten  Winkel  und  um  eine  zur 
Ungsrichtung  des  Stabes  senkrechte  Achse  gekrümmt  werden. 
Diese  scheinbare  antidrome  Torsion  ist  selbstverständlich  etwas 
ganz  Anderes  als  diejenige,  welche  man  an  einem  künstlich  ge- 
drehten Kautschukschlauche  wahrnimmt. 

Wenn  Sachs,  wie  schon  erwähnt  wurde  und  wie  aus  meh- 
reren seiner  Bemerkungen  hervorgeht,  die  Mitwirkung  der 
Sttitze  filr  überflüssig  bei  der  Bildung  von  Windungen  hält ,  so 
wäre  es  wohl  denkbar  und  »nach  den  Gesetzen  der  Mechanik« 
durchaus  zulässig,  dass  Schraubenwindungen  ohne  antidrome 
Torsion  entstünden. 

§2. 

Ich  wende  mich  nun  zur  Besprechung  der  BARANSTZKY^schen 
Arbeit.  Dieselbe  zerfällt  in  zwei  Theile:  der  erste  handelt  über 
die  kreisförmige  Nutation  und  der  zweite  über  das  Winden 
selbst.  Wie  schon  erwähnt  wurde,  hat  Barahetzky  nachgewie- 
sen, dass  die  kreisförmige  Nutation  sistirt  wird,  sobald  man  die 
Pflanze  langsam  um  eine  horizontale  Achse  rotiren  lässt.  Die 
Versuche,  die  ich  in  dieser  Hinsicht  anstellte,  ergaben  stets 
dasselbe  Resultat.  In  der  ersten  Stunde  etwa,  nachdem  die 
Pflanze  auf  den  Rotationsapparat  gebracht  worden  war,  ging  die 
Notation  noch  ziemlich  regelmässig  vor  sich ,  später  aber  hörte 


1)  Arbeiten  des  Bot.  Instituts  zu  Würzburg,  Bd.  I,  S.  333,  334. 
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sie  auf;  die  Bewegungen,  welche  die  Sprossspitze  ausfahrte, 
waren  sehr  unbedeutend  und  un  regelmässig,  mehr  pendelartig 
als  revolutiv.  In  welcher  Weise  die  Schwerkraft  bei  der  Nuta- 
tion  betheiligt  ist,  muss  vorerst  ganz  unerklärt  bleiben.  FOr  die 
Mechanik  des  Windens  ist  diese  Thalsache  insofern  von  Bedeu- 
tung, als  das  Resultat  der  Rotationsversuche  nicht  mehr  zu  der 
SehlussfolgeruDg  berechtigt,  dass  der  Geotropismus  nothwendig 
ftlr  das  Zustandekommen  der  Schrauben  Windungen  ist.  Denn 
wir  wissen  jetzt ,  dass  zugleich  mit  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft auch  die  Nutation  aufhört,  und  dass  beide  Factoren  bei  den 
Rotationsversuchen  nicht  auseinander  gehalten  werden  können. 
Demnach  müssen  die  Angaben  ScHwEifDBNKR's  (S.  4088,  89j  in 
der  Weise  berichtigt  werden ,  dass  der  Satz  »Von  den  beiden 
Wirkungen  der  Schwerkraft  fällt  also  das  Eigengewicht  ausser 
Betracht,  der  Geotropismus  allein  ist  Bedingung  des  Windens« 
nicht  auf  Grund  beweiskräftiger  Versuche  aufgestellt  worden 
ist.  Damit  soll  aber  durchaus  nicht  etwa  gesagt  sein ,  dass  der 
Geotropismus  überhaupt  kein  integrirender  Factor  des  Windens 
ist;  wir  werden  später  sehen,  welche  wichtige  Bolle  geotro- 
pische  Krümmungen  beim  Vorgange  des  Windens  spielen. 

Dass  die  Stengel  der  Schlingpflanzen  sogar  ausserordentlich 
empfindlich  für  die  Einwirkung  der  Schwerkraft  sind  und  ne- 
gativen Geotropismus  zeigen,  geht  unzweifelhaft  daraus  hervor, 
dass  nach  abwärts  gekehrte  lebhaft  wachsende  Sprossenden  von 
Calystegia  dahurica  oft  schon  nach  Y2  —  V4  Stunde  sich  wieder 
geotropisch  aufrichten. 

Aus  der  von  ihm  gefundenen  Thatsache,  dass  die  Nutation 
aufhört,  wenn  der  Geotropismus  eliminirt  ist,  schliesst  nun 
Baranbtzkt,  dass  die  normale  Nutation  überhaupt  nur  dann 
stattfinden  könne,  wenn  der  Sprossgipfel,  um  welchen  das  stär- 
kere Wachsthumsbestreben  herumwandert,  aufrecht  stehe,  dass 
dagegen  bei  horizontaler  Lage  die  Nutation  wesentlich  modifi- 
cirt  werde.  Er  hat  viele  Versuche  in  dieser  Richtung  angestellt 
und  glaubt  daraus  nachweisen  zu  können,  dass  eine  andere 
Art  der  Nutation  in  diesem  Falle  stattfindet,  die  er  zur  Unter- 
scheidung von  der  kreisförmigen  symmetrischen  der  aufrechten 
Sprosse  als  asymmetrische  bezeichnet.  Diese  asymmetrische 
Nutation  geht  in  folgender  Weise  vor  sich.  Legt  man  einen 
nutationsfähigen  Sprossgipfel  horizontal  und  zwar  so,  dass  die 
vorhandene  Krümmung  homodrom,  d.  h.  mit  der  Nutationsrich- 
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Uing  gleich  verlaufend  ist,  so  muss  in  der  nächsten  Nutations- 
phase  das  stärkere  Ausdehmuigsbestreben  auf  die  nach  unten 
gekehrte  Seite  wandern.  Inzwischen  ist  aber  in  dieser  unteren 
Seite  eine  geotropisohe  Krümmung  entweder  schon  eingetreten 
oder  doch  wenigstens  inducirt  worden.  Die  Folge  davon  wird 
sein ,  dass  im  Verlaufe  dieser  Phase  nicht  eine  Verticaistellung 
der  Krttmmungsebene,  sondern  nur  eine  Schiefstellung  der- 
selben stattfinden  kann ,  wie  dies  in  einer  von  mir  in  den  Ber. 
der  Deutsch.  Bot.  Ges.  gemachten  vorläufigen  Mittheilung  ^)  kurz 
angedeutet  worden  ist.  In  der  nächsten  Nutationsphase  wird 
nun  allmählich  die  Verticaistellung  erreicht ,  und  es  tritt  auch 
öfters  eine  geringe  Krümmung  nach  der  anderen  Seite  ein, 
hauptsächlich  in  dem  oberen  Theile  des  Sprosses,  welcher  durch 
die  vorhergehende  Bewegung  in  eine  nahezu  verticale  Stellung 
gebracht  worden  war.  Bei  nochmaligem  Weitergehen  der  Nuta- 
tioD  um  90<^  tritt  ein  allmähliches  Aufrollen  der  Krümmung  ein, 
denn  jetzt  gelangt  das  stärkere  Ausdehnungsbestreben  auf  die 
beim  Anfange  des  Versuches  nach  oben  gekehrte  Seite.  Da  in 
dem  Sprosse  eine  negative  geotropische  Krümmung  vorhanden 
ist,  so  wird  das  Nutationswachsthum  auf  der  concaven  Seite 
dadurch  sich  zu  erkennen  geben,  dass  derselbe  alimählich  gerade 
gestreckt  wird.  Ist  dieser  letztere  Zustand  erreicht,  so  wird 
nunmehr  wieder  eine  homodrome  Krümmung  entstehen,  sobald 
das  stärkere  Ausdehnungsbestreben  nochmals  um  90®  weiter 
fortgeschritten  ist.  Die  Spitze  hat  demnach  nicht  einen  Kreis 
beschrieben,  sondern*  eine  ellipsenähnliche  Curve. 

Wenn  die  Sprossenden  nicht  zu  lang  sind,  so  kann  man 
diese  Art  der  Nutation  sehr  schön  beobachten,  da  das  Eigen- 
gewicht der  Spitze  in  solchem  Fall  nicht  störend  auf  den  Ver- 
lauf der  Bewegung  einwirkt.  Dass  bei  der  asymmetrischen  Nu- 
tation die  mit  der  Lage  der  Sprossgipfel  nothwendigerweise 
verbundenen  geotropischen  Krümmungen  eine  wichtige  Rolle 
spielen  ,  ist  von  vornherein  klar,  und  Baranbtzky  hat  dies  auch 
ganz  richtig  erkannt;  er  nimmt  jedoch  neben  diesen  negativ- 
geotropischen  Krümmungen  noch  eine  andere  Einwirkung  der 
Schwerkraft  an,  die  darin  bestehen  soll,  dass  nicht  blos  die  un- 
tere Seite  stärker  wächst,  sondern  auch,  und  zwar  in  noch 
höherem  Grade,  die  bei  der  homodromen  Krümmung  auf  der 


4]  Bd.  II,  Hefts.   4884. 
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Convexitat  liegende  Längszone.  Diese  Annahme,  die  ihm  zar 
Aufstellung  einer  besonderen  Art  von  Krümmung,  der  «transver- 
salen Krtlmmung«,  veranlasst  hat,  ist,  wie  ich  zeigen  werde, 
gänzlich  ungerechtfertigt ;  sie  rührt  jedenfalls  daher,  dass  sich 
Baranstzky  den  Verlauf  der  normalen  Nutationsbewegungen  an 
einem  bereits  bogenförmig  gekrümmten  Organe  nicht  genügend 
klar  gemacht  hat. 

.  .  Ich  gehe  nunmehr  dazu  über,  die  einzelnen  Sätze  und 
Versuche  Baranetzky's  näher  zu  besprechen.  Auf  S.  K  sagtB.: 
»Diese  Nutation  [die  kreisförmige]  ^)  kann  aber  jetzt  a  priori  in 
zweieriei  Weise  gedacht  werden:  entweder  nutirt  dieser  freie 
Theil  in  horizontaler  Ebene  weiter  fort,  seine  Stütze  direct  um- 
windend ,  oder  die  freie  Spitze  bewegt  sich  jetzt  um  den  hori- 
zontalen, der  Stütze  unbeweglich  anliegenden  Stengeltheil  in 
der  Weise  im  Kreise  herum ,  wie  sie  früher  um  den  aufrechten 
Stengel  nutirte,  wodurch  die  Bewegungsebene  eine  verticale 
Stellung  erhalten  würde.«  £s  ist  von  der  kreisförmigen  Nuta- 
tion die  Rede,  deshalb  ist  der  erste  Fall  a  priori  tlberhaupt  nicht 
denkbar,  denn  wenn  die  Spitze  fortwährend  die  Stütze  weiter 
umschlingen,  also  sich  immer  nur  nach  derselben  Richtung 
krümmen  würde ,  so  könnte  doch  dies  unmöglich  als  kreisför- 
mige Nutation  bezeichnet  werden.  Diese  Auffassung  B.'s,  so- 
fern ich  die  citirte  Steile  richtig  verstehe,  erinnert  an  den  Dai- 
wiif^schen  Vergleich  der  nutirenden  Sprosse  mit  einem  ge- 
schwungenen Seile,  das  sich  um  einen  in  die  Schwingungsebene 
eingeführten  Stab  herumschlingen  würde.  Dass  diese  Möglich- 
keit von  keinem  Botaniker  —  selbst  nicht  von  Darwin,  der  da- 
mit blos  einen  Vergleich  geben  wollte  —  angenommen  wurde, 
ist  wohl  zweifellos.  Der  zweite  Fall  ist  allerdings  a  priori  denk- 
bar, aber  nur  unter  der  Annahme,  dass  bei  der  horizontalen 
Lage  des  Sprosses  keine  geotropischen  Krümmungen  eintreten. 
Es  unterliegt  jedoch  ebenfalls  keinem  Zweifel ,  dass  eine  solche 
Annahme  nicht  gemacht  werden  darf« 

S.  2.  »Im  Weiteren  werden  wir  sehen,  dass  das  Winden 
nur  zum  kleineren  Theile  durch  die  mechanischen  Verhältnisse, 
hauptsächlich  aber  durch  gewisse  organische  Eigenschaften  der 
windungsfahigen  Stengelspitze  bestimmt  wird.«  Allerdings  wird 

4)  Alle  Zustttze  in  den  folgenden  Citaten,  welche  in  []  eingeschlossen 
sind,  rühren  von  mir  her,  alle  übrigen  in  ()  von  den  betreffenden  Ver- 
fassern. 
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das  Winden  durch  die  organischen  Eigenschaften  der  Stengel- 
spilze bestimmt ,  und  zwar  nicht  blos  hauptsächlich  ^  sondern 
ganz  ausschliesslich  durch  diese.  Eine  exacte  mechanische  Er- 
klärung hat  nur  nachzuweisen,  in  wekher  Weise  durch  das  Zu- 
sammenwirken dieser  verschiedenen  organischen  Eigenschaften 
mit  den  äusseren  Verhältnissen  —  z.  B.  mit  dem  Widerstände, 
den  die  Stütze  leistet ,  mit  der  Lage  der  Stengel  zum  Horizont 
u.  s.  w.  —  die  Schraubenwindungen  zu  Stande  kommen  können. 

S.  9  sagt  B.,  dass  Sghwendbner  die  Bewegungen  und  Krüm- 
mungen einer  windenden  Stengelspitze  nicht  genügend  illustrirt 
hätte.  ScHWKNDBNER  Sagt  aber  selbst  in  seiner  Abhandlung 
[S.409OJ :  »Eine  vollständig  klare  Einsicht  in  diese  complicirten 
mechanischen  Vorgänge  lässt  sich  indessen  nur  gewinnen,  wenn 
man  die  successiven  Stadien  der  fraglichen  Krümmungs-  und 
Torsionsbewegungen  von  Zeit  zu  Zeit,  etwa  alle  Viertelstunden, 
durch  geeignete  Nachbildungen  fixirt«,  und  weiter  unten: 
^Blosse  Beschreibung  und  Skizzen  erweisen  sich  für  diesen  Zweck 
aU  ungenügend. ti  Merkwürdigerweise  sagt  B.  noch  auf  derselben 
Seite,  dass  auch  Schwbhdbneh  die  Nothwendigkeit  erkannt  hätte, 
die  stattfindenden  Bewegungen  der  Stengelspitze  Schritt  für 
Schritt  zu  verfolgen.  Hält  man  diese  beiden  Äusserungen  B.'s 
zusammen,  so  bleibt  es  unerfindlich,  wie  B.  zu  dem  obigen  Vor- 
wurf berechtigt  ist. 

S.  4  2  heisst  es :  »Es  ist  in  der  That  die  gewöhnliche  und 
scheinbar  kaum  berücksichtigte  Erscheinung ,  dass  die  einmal 
entstandene  [Nutations-]  Krümmung  sich  nur  schwer  wieder 
ausgleicht,  der  einmal  gekrümmte  Stengeltheii  wird  nicht 
wieder  gerade«,  und  auf  derselben  Seite:  »wenn  der  unmittel- 
bar gekrümmte  Stengeltheil  zu  wachsen  aufhört,  so  erstarrt  so 
zusagen  seine  Krümmung«;  auf  S.  46  wird  aber  dieses  Zurück- 
bleiben der  Krümmung,  wie  es  auch  ganz  richtig  ist,  dem  Ein- 
flüsse des  Gewichtes  der  langen  Sprossenden  zugeschrieben  : 
<»Dies  ist  ohne  Zweifel  der  Wirkung  des  immer  zunehmenden 
Gewichtes  der  rasch  anwachsenden  horizontalen  Spitze  zu- 
zuschreiben.« Also  kann  doch  dabei  von  einem  räthselhaften 
»Erstarren«  nicht  die  Rede  sein. 

Die  auf  S.  i\ — 24  gemachten  Angaben  über  den  Einfluss 
des  Heliotropismus  auf  das  Winden  der  Pflanzen  haben  keine 
Bedeutung  für  die  Mechanik  dieses  Vorganges,  weshalb  ich  die- 
selben hier  übergehe. 

Makh.-phy8.  Classe  1884.  \  o 
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Auf  S.  30  heisst  es:  sDas  Geradestrecken  der  WindungeD 
[beim  Botiren  um  eine  horizontale  Achse]  kommt  hier  offenbar 
in  Folge  der  Ausgleichung  der  Nutationskrttmmungen  zu  Stande, 
wie  wir  eine  solche  Erscheinung  schon  oben  an  den  frei  nuli- 
renden  Stengelspitzen  kennen  gelernt  haben.  Der  andere  Um- 
stand, welcher  bei  den  betreffenden  Bedingungen  wahrschein- 
lich das  Freiwerden  der  Spitze  erleichtert,  ist  die  Ausgleichung 
der  in  derselben  schon  vorhandenen  antidromen  Torsion.  Wie 
schon  ScHWENDBNER  erkannte,  erhalten  die  Stengel  bei  ihrem 
Winden  immer  eine  antidrome  Torsion ,  welche  hier  durch  rein 
mechanische  Ursachen  bedingt  wird  und  darum  immer  die  Nei- 
gung hat ,  bei  Aufhören  dieser  Ursachen  sich  wieder  auszuglei- 
chen. Später  werden  wir  sehen,  dass  diese  Torsionen  wesent- 
lich in  Folge  der  Nutationsbewegungen  der  windenden  Stengel- 
spitze entstehen.«  Hiergegen  ist  Verschiedenes  einzuwenden. 
Zunächst  kann  eine  homodrome  Torsion  zwar  die  vorhandene 
antidrome  ausgleichen ,  aber  sie  kann  nicht  ein  Abwickeln  der 
Windungen  bedingen;  denn  durch  homodrome  Torsionen  wür- 
den die  Windungen  noch  enger  und  müssten  deshalb  noch  fester 
an  die  Stütze  angedrückt  werden.  Wohl  aber  könnte  in  Folge 
dessen  ein  Abrutschen  oder  Abgleiten  der  Windungen  erfolgen, 
wenn  die  Spannungen  dazu  genügend  gross  sind. 

Das  in  der  That  stattfindende  Abwickeln  erklärt  sich  jedoch 
hinreichend  durch  das  Aufhören  der  Nutationsbewegungen. 

Ferner  ist  nicht  ersichtlich,  weshalb  eine  vorhandene  anti- 
drome Torsion  die  »Neigung«  hat,  sich  wieder  auszugleichen. 
Dieses  Ausgleichen  wird  durch  die  nunmehr  eintretende  homo- 
drome Torsion ,  die  eine  Erscheinung  für  sich  ist,  bedingt,  und 
da  die  Bedingungen  für  die  antidrome  Torsion  fehlen ,  so  kann 
die  Ausgleichung  bei  der  starken  homodromen  Torsion ,  wie  sie 
sich  wirklich  an  windenden  Sprosse;i  findet ,  sehr  bald  herbei- 
geführt werden.  Drittens  sind  die  antidromen  Torsionen  nicht 
wesentlich  Folge  der  Nutationsbewegungen,  sondern  sie  werden 
durch  den  Widerstand ,  welchen  die  Stütze  jenen  Bewegungen 
entgegensetzt,  hervorgerufen. 

Auf  derselben  Seite  heisst  es  weiter:  »Dass  die  Verlang- 
samung (oder  Stillstand)  der  kreisförmigen  Nutation  und  die 
damit  verbundene  Streckung  der  Krümmungen  eine  theiiweise 
Ausgleichung  der  antidromen  Torsion  wirklich  ermöglicht;  ist 
aus  der  oben  angegebenen  Thatsache  zu  schliessen,  wo  an  den 
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sich  streckenden  Windungen  eine  (scheinbar  durch  Ausgleichung 
der  antidromen  entstehende]  homodrome  Torsion  noch  vor  dem 
vollständigen  Befreien  der  Spitze  zu  constatiren  ist,  wahrend 
ScHWEiiBEifER  gezeigt  hat,  dass  mit  dem  Steilerwerden  der  Win- 
dungen die  antidrome  Torsion  einer  Spirale  [Schraubenlinie] 
sieb  im  Gegentheil  vergrössem  muss.«  Dieser  Satz  ist  mir  un- 
verständlich. Wenn  Baranetzky  hier  die  wirklichen  antidromen 
Torsionen ,  wie  sie  an  den  gewundenen  Stengeln  vorkommen, 
mit  den  scheinbaren,  die  beim  Steilerwerden  der  Windungen 
allerdings  stärker  werden,  vergleichen  will,  so  ist  das  eben 
nicht  zulässig;  wenn  er  aber  im  letzten  Absätze  die  wirklichen 
Torsionen  meint,  so  ist  das  nicht  richtig,  denn  diese  werden 
desto  schwächer,  je  steiler  die  Windungen ,  bezw.  je  dünner 
die  Sttltzen  werden.  Dies  sagt  tlbrigens  Sghwbndenbr  ganz  aus- 
drücklich in  dem  Absätze  über  die  Torsionen. 

Was  B.  schliesslich  unter  einer  scheinbar  durch  Aus- 
gleichung der  antidromen  entstehenden  homodromen  Torsion 
verstanden  haben  will,  ist  mir  gänzlich  unerfindlich.  Es  finden 
sich  übrigens  derartige  Stellen,  wo  offenbar  die  verschiedenen 
Torsionsarten  nicht  genügend  auseinander  gehalten  werden, 
noch  mehrere  in  der  BARANBTZKY^schen  Arbeit,  und  es  ist  merk- 
würdig, dass  gerade  die  an  sich  so  einfachen  geometrischen  Be- 
ziehungen Anlass  zu  Verwechslungen  geben.  Wir  sahen  die- 
selbe Verwirrung  auch  schon  in  den  oben  citirten  SACHs'schen 
Bemerkungen  und  werden  weiter  unten  einem  ähnlichen  Falle 
in  der  KoHL'schen  Arbeit  begegnen. 

Auf  S.  33  ff.  beschreibt  B.  einen  Krümmungsmodus,  der 
auf  den  ersten  Blick  nicht  mit  den  gewöhnlichen  Bewegungen 
hei  der  asymmetrischen  Nutation  übereinzustimmen  scheint. 
Es  wurde  oben  schon  erwähnt,  dass  bei  der  letzteren  die  homo- 
drome Krümmung  immer  stärker  sein  muss,  als  die  entgegenge- 
setzte. B.  beschreibt  nun  mehrere  Versuche,  aus  denen  hervor- 
gehen soll,  dass  die  homodrome  Krümmung  deshalb  immer  mehr 
verstärkt  wird;  weil  bei  horizontaler  Lage  der  Krümmungsebene 
die  (von  oben  gesehen  bei  linksnutirenden  Pflanzen)  rechte 
Flanke  stets  ein  grösseres  Ausdehnungsbestreben  besitzen  soll. 
Er  kommt  auf  Grund  dieser  Annahme  schliesslich  zur  Aufstel- 
lang  des  Satzes:  »Bei  horizontaler  Lage  einer  nutationsfähigen 
Stengelspitze  werden  unter  Einwirkung  der  Gravitation  Ver- 
bältnisse geschaffen,  in  deren  Folge  das  bevorzugte  Wachsthum 
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nothwendig  in  eine  Seitenkante  versetzt  wird.«  Das  heisst  mit 
anderen  Worten :  Bei  horizontaler  Lage  einer  nutationsfähigen 
Spitze  wirkt  die  Schwerkraft  in  der  Weise ,  dass  erstens  das 
regelmässige  Herumwandern  der  Nutation  sistirt  wird  und  das 
stärkere  Ausdehnungsbestreben  sich  nur  auf  der  bei  der  homo- 
dromen  Krümmung  convexen  Seite  geltend  macht,  und  dass 
zweitens  nicht  wie  gewöhnlich  bei  horizontal  liegenden  negativ 
geotropischen  Sprossen  die  nach  unten  gekehrte  Seite  stärker 
wächst,  sondern  die  um  90^  von  derselben  entfernte  Längs- 
zone.  Diese  Annahme  ist  nun  entschieden  ungerechtfertigt, 
denn  das  regelmässige  Herumwandem  des  stärkeren  Ausdeh- 
nungsbestrebens findet,  wie  übrigens  aus  den  Versuchen  B.'s 
selbst  hervorgeht,  in  ganz  normaler  Weise  statt,  und  die 
Sprossen  zeigen  auch  den  gewöhnlichen  negativen  Geotropis- 
mus; von  einem  Transversalgeotropismus,  wie  ihnB.  annimmt, 
ist  keine  Spur  vorhanden.  Es  rührt  diese  Anschauung  B.'s  nur 
daher,  dass  er  sich  die  aus  den  Nutationskrümmungen  und  den 
schon  vorhandenen  oder  doch  wenigstens  während  der  Nutation 
eintretenden  geotropischen  Krümmungen  resultirenden  Be- 
wegungen nicht  genügend  klar  gemacht  hat. 

Ein  auf  S.  39  beschriebener  Versuch ,  der  darin  besteht, 
dass  eine  aufrecht  stehende  symmetrisch  nutirende  Spitze  nach 
unten  gekehrt  wird,  soll  ebenfalls  beweisen,  dass  »die  Richtung, 
in  welcher  das  beschleunigte  Wachsthum  um  den  nutirenden 
Stengel  herumschreitet,  von  der  Natur  der  Pflanze  nicht  ab- 
hängig«, sondern  —  so  ist  zu  ergänzen  —  durch  die  Einwirkung 
der  Schwerkraft  bedingt  wird.  B.  behauptet  nämlich,  dass  bei 
einem  solchen  Versuche  die  Nutation  erst  noch  eine  Zeit  lang  in 
der  normalen  Weise  fortdauere,  dann  aber  in  der  umgekehrten 
Richtung  stattfinde,  dass  also  eine  linksnutirende  Pflanze  kurze 
Zeit  nach  dem  Umkehren  rechts  nutire;  er  behauptet  femer, 
dass  man  auf  diese  Weise  durch  öfteres  Umkehren  bewirken 
könne,  dass  die  Spitze  sich  fortwährend  hin  und  zurück  im 
Kreise  bewege.  Diese  Behauptungen  B.'s  entbehren  jeder  Be- 
gründung; denn  in  der  That  findet  eine  solche  Umkehrung  der 
Nutationsrichtung ,  wie  man  sich  leicht  durch  das  Experiment 
überzeugen  kann,  niemals  statt;  die  Pflanze  nutirt  eine  Zeit- 
lang in  ganz  normaler  Weise  fort,  und  dann  kommt  die  geotro- 
pische  Aufwärtskrümmung  der  Intemodien  hinzu,  welche  aller- 
dings die  Bewegungen  modificirt ,  aber  durchaus  nicht  zu  der 
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Behauptung,  die  Nutationsrichtung  habe  sich  geändert,  Anlass 
geben  kann.  Nachdem  die  Aufwärtskrttmmung  beendet  ist, 
treten  die  Nutationsbewegungen  wieder  deutlich  hervor. 

Wenn  die  B.'schen  Beobachtungen  richtig  wären,  somtlsste 
natürlich  ein  zweimaliges  Umkehren  der  Nutation  stattfinden, 
denn  erst  soll  die  Pflanze  nach  dem  Umkehren  in  entgegenge- 
setzter Richtung  nutiren  und  dann,  nachdem  sie  durch  den  Geo- 
tropismus aufwärts  gekrümmt  ist,  soll  sie  wieder  normale  Nu- 
tation zeigen. 

Aufs.  40  und  ki  ist  ein  Versuch  wiedergegeben,  der  mit 
einem  innerhalb  der  nutationsfähigen  Region  festgehaltenen 
Sprossgipfel  angestellt  wurde.  Die  Bewegungen  werden  genau 
beschrieben  und  durch  Skizzen  illustrirt ,  bieten  aber  wesent- 
lich Neues  nicht  dar,  denn  die  Pflanze  nutirt  ganz  normal ;  es 
wird  nur  dadurch  eine  Veränderung  bedingt ,  dass  die  beiden 
zum  Versuch  benutzten  Intemodien  ungleich  schnell  nutiren, 
was  übrigens  B.  selbst  auch  angiebt.  Durch  diese  letztere 
Eigenthümlichkeit,  die  man  fast  an  jeder  Schlingpflanze  beobach- 
ten kann,  wird  bewirkt,  dass  bogenförmig  gekrümmte  Partien 
oft  längere  Zeit  in  horizontaler  oder  fast  horizontaler  Lage  blei- 
ben. Infolge  dessen  kommen  zu  den  Nutationskrümmungen  noch 
geotropische  hinzu  und  es  treten  die  schon  Öfters  erwähnten 
resultirenden  Bewegungen  ein.  Femer  ist  zu  beachten,  dass 
während  der  ziemlich  langen  Dauer  des  Versuchs  jedenfalls 
auch  ansehnliche  homodrome  Torsionen  eintraten ,  obwohl  dies 
nicht  ausdrücklich  gesagt  ist.  Durch  derartige  Torsionen ,  die 
an  frei  nutirenden  Sprossenden  stets  auftreten,  müssen  die  Nu- 
tationsbewegungen ebenfalls  etwas  modificirt  werden,  denn  die 
Zonen  stärksten  Wachsthums  sind  hierdurch  zu  Schraubenlinien 
geworden.  Beachtet  man  dies  Alles,  so  zeigen  die  Bewegungen, 
wie  sie  B.  beschreibt,  durchaus  nichts  Besonderes.  Die  Schluss- 
folgerung ,  die  aus  diesem  Versuche  gezogen  wird ,  dass  »die 
Nutation  in  der  frei  gebliebenen  Stengelspitze  desto  mehr  ver- 
langsamt wird,  je  näher  die  verhinderte  festgehaltene  Stelle 
liegt«,  ist  demnach  nicht  gerechtfertigt. 

Der  Abschnitt  ^Bildung  einer  freien  Spirale«  S.  42  ff.  bedarf 
einer  ausführlicheren  Besprechung.  B.  will  darin  nachweisen, 
dass  Bildung  von  Schraubenwindungen  auch  ohne  Stütze  nur 
durch  Nutation  und  Geotropismus  stattfinden  kann.  Der  erste 
Versuch ,  den  er  beschreibt ,  ist  jedenfalls  nicht  beweiskräftig ; 
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denn  er  sagt  selbst  auf  S.  44 ,  dass  die  Windungen  im  Yerlaafe 
von  4  9  Stunden  sich  nicht  mehr  verändert  haben  und  dass  vor- 
her schon  die  Nutationsbewegungen  sehr  verlangsamt  waren. 
Wir  haben  es  hier  wahrscheinlich  mit  einem  jener  Falle  zu 
thun,  wo  eine  pathologische  Erscheinung  vorliegt  und  durch 
excentrische  Torsionen  (es  ist  bei  der  Beschreibung  leider 
nichts  ttber  die  Torsionen  angegeben)  dauernde  Windungen  er- 
zeugt werden.  Ich  verweise  dabei  auf  die  schon  oben  er- 
wähnte Erwiderung  ScHWBüDENEa's  gegen  Sachs  (Pringsheim's 
Jahrb.  Bd.  XIII}. 

Was  theoretisch  über  die  mechanischen  Verhältnisse  gesagt 
wird,  welche  bei  Bildung  einer  freien  Spirale  in  Betracht  kom- 
men sollen,  ist  etwas  unklar  gehalten. 

Es  heisst  auf  S.  43:  »Denken  wir  uns  eine  Spitze,  welche 
in  ihrem  unteren  Theile  in  verticaler,  weiter  in  horizontaler 
Ebene  gekrümmt  ist.  So  lange  die  horizontale  Krümmung  sich 
in  dieser  Lage  befindet,  wird  sie  nur  immer  stärker.«  —  Das 
letztere  ist  zwar  nicht  richtig,  soll  aber  vorerst  zugegeben  wer- 
den. —  »Geht  aber  das  beschleunigte  Wachsthum  auf  die  untere 
Seite  des  Stengels  über,  so  wird  die  Krttmmungsebene  in  ver- 
ticale  Lage  gebracht  und  die  Bildung  einer  freien  Spirale  wird 
somit  aufhören  müssen.  Das  kann  aber  durch  verschiedene  Um- 
stände verhindert  werden.  So  lange  der  untere  Theil  der 
Krümmung  sich  noch  in  senkrechter  Ebene  befindet ,  so  muss 
seine  Nutation  dem  Aufwärtskrümmen  entgegenwirken:  bei 
dieser  Nutation  wird  derselbe  um  seine  Achse  umgedreht  [?], 
somit  in  dem  Maasse,  als  die  Krümmung  des  äusseren  Theils  der 
Spitze  sich  zu  heben  versucht,  sie  immer  wieder  gesenkt  und 
in  horizontaler  Ebene  behalten  wird.a  B.  will  also  damit  sagen, 
—  sofern  ich  den  Absatz  richtig  verstehe  —  dass  bei  der  regel- 
mässigen symmetrischen  Nutation  des  unteren  Theiles  die  ge- 
wissermassen  starr  bleibende  oder  sich  höchstens  noch  verstär- 
kende Krümmung  des  oberen  Theils  so  im  Kreise  herumgeführt 
wird,  dass  sie  stets  in  horizontaler  Ebene  bleibt.  Dies  wäre  in 
der  That  der  Fall ,  wenn  der  untere  Stengeltheil  wirklich  um 
seine  Achse  gedreht  würde,  wie  B.  anzunehmen  scheint.  Eine 
solche  Drehung  ist  aber  gar  nicht  vorhanden ,  denn  die  Krüm- 
mungen des  unteren  Theils  sind  reine  Nutationskrümmungen, 
bei  denen  keine  Querschnittsscheibe  gegen  die  andere  ver- 
schoben wird.    Demnach  müsste  die  horizontale  Krümmung  des 


Zur  Mechanik  obs  Windens.  151 

oberen  Theils,  wenn  sie  wirklich  als  bleibend  oder  sich  nur 
noch  verstärkend  angenommen  werden  dürfte,  successive  nach 
unten,  nach  rechts,  nach  oben  und  schliesslich  wieder  nach  links 
geöffnet  sein.  Was  B.  mit  den  Worten  »So  lange  —  entgegen- 
wirken c  sagen  will,  ist  mir  gänzlich  unklar  geblieben,  es  han- 
delt sich  doch  hier  zunächst  ausschliesslich  um  Nutationskrüm- 
fflungen  und  diese  können  sich  doch  niemals  entgegenwirken ; 
denn  das  ist  ja  eben  das  Charakteristische  der  Nutation ,  dass 
immer  nur  an  einer  Längszone  das  stärkere  Ausdehnungsbe- 
streben vorhanden  ist. 

Die  Annahme,  dass  die  Krümmung  des  oberen  Theils  längere 
Zeit  hindurch  bleibt  oder  sich  noch  verstärkt,  ist  jedenfalls  nicht 
richtig;  denn  dieser  obere  Theil  nutirt  ebenso  regelmässig  wie 
der  untere,  nur  werden  seine  Bewegungen  durch  die  Einwir- 
kong  des  (veotropismus  etwas  modificirt.  Selbst  wenn  es  richtig 
wäre,  dass  eine  immer  in  horizontaler  Ebene  bleibende  Krttm- 
mung  sich  fortwährend  verstärken  mttsste,  so  könnte  dies  doch 
in  dem  eben  beschriebenen  Falle  gar  nicht  eintreten,  denn,  wie 
wir  gesehen  haben ,  kann  unter  jener  Annahme  die  Krümmung 
gar  nicht  in  der  Horizontalebene  bleiben. 

Nimmt  man  dagegen  an ,  dass  der  obere  Theil  regelmässig 
Dtttirt,  wie  es  auch  der  Wirklichkeit  entspricht,  und  macht  man 
zugleich  die  weitere  Annahme,  dass  die  Umlaufszeit  der  Nuta- 
tion beim  oberen  Theile  dieselbe  ist  wie  beim  unteren,  so  muss 
allerdings,  wenn  keine  störenden  Einwirkungen  dazu  kommen, 
die  Krümmung  des  oberen  Theiles  immer  in  der  Horizontalebene 
bleiben.    Ist  z.  B.  der  untere  Theil  in  der  Verticalebene  nach 
Norden ,  der  obere  Theil  in  der  Horizontalebene  nach  Westen 
gekrümmt,  so  muss  nach  einem  Vi  Umlauf  der  Nutation  der  un- 
tere Theil  nach  Westen  und  der  obere  nach  Süden  gekrümmt 
sein.    Nach  einem  nochmaligen  W^eitergehen  der  Nutation  um 
%^  in  beiden  Theilen  muss  der  untere  nach  Süden,  der  obere 
nach  Osten  gekrümmt  sein.    Auf  diese  Weise  geht  es  weiter, 
bis  die  alte  Lage  wieder  erreicht  ist,  vorausgesetzt,  dass  in  beiden 
Theilen  in  demselben  Zeiträume  die  Nutation  auch  um  denselben 
Winkel  fortschreitet.  Dieses  Herumwandern  des  stärkeren  Aus- 
dehnungsbestrebens geht  jedoch  im  unteren  Theile  um  eine  ver** 
ticale,  im  oberen  um  eine  horizontale  Achse  vor  sich.   Demnach 
müsste  also,  wenn  man  alle  anderen  Einwirkungen  ausschliessen 
könnte,  die  Form  der  einmal  entstandenen  Curve  unter  den  obigen 
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BediDguDgen  beibehalten  werden ,  aber  jeder  Punkt  derselben 
würde  wahrend  eines  Nutationsumlaufs  einen  vollen  Kreis  be- 
schreiben. Diesen  eben  beschriebenen  Bewegungsvorgang  hat 
aber  offenbar  B.  nicht  gemeint,  denn  sonst  würde  der  Satz  iSo 
lange  die  horizontale  Krümmung  in  der  Lage  bleibt ,  wird  sie 
nur  immer  stärker«,  gar  keinen  Sinn  haben. 

Ich  brauche  wohl  kaum  hinzuzufügen ,  dass  die  ebeü  rein 
theoretisch  geschilderte  Bewegung  in  dieser  Regelmässigkeit 
sich  an  der  Pflanze  nicht  beobachten  lässt,  einmal  deshalb,  weil 
der  Geotropismus  einwirken  muss  und  Veränderungen  der 
Krümmungen  hervorruft  und  zweitens,  weil  die  Bedingung,  dass 
die  Nutation  in  allen  Theilen  gleiche  Umlaufszeit  habe,  wohl 
niemals  in  der  Natur  verwirklicht  ist. 

Der  zweite  Versuch,  welcher  auf  S.  45 — 47  beschrieben 
ist,  zeigt  nur,  dass  unter  günstigen  Umständen  eine  Bildung  von 
Schraubenwindungen  unter  Einwirkung  von  Nutation  und  Geo- 
tropismus stattfinden  kann,  derartige  Krümmungen,  die  aber 
selten  mehr  als  eine  Windung  darstellen ,  hat  man  häufig  Ge- 
legenheit zu  beobachten;  dieselben  sind  aber  niemals  bleibend, 
sondern  werden  stets  wieder  in  kurzer  Zeit  verändert.  Die  ersten 
Stadien  des  beschriebenen  Versuches  I  —  IV  in  Fig.  8 ,  S.  45 
sind  solche  aus  Nutation  und  Geotropismus  resultirende  Be- 
wegungen. 

Bei  den  Stadien  V  und  VI  haben  jedenfalls  excentrische  homo- 
drome  Torsionen  mitgewirkt,  die  mit  einer  Verzögerung  des 
Wachsthums  verbunden  sind.  Dafür  spricht  erstens,  dass  auf  dem 
oberen  Theile  auf  längerer  Strecke  dieselbe  Längslinie  auf  der 
Gonvexität  liegt,  zweitens  dass  im  Verlauf  von  4  ^2  Stunden  ein 
sonst  noch  ganz  nutations-  und  wachsthumsf^higer  Theil  fast 
gar  keine  Bewegungen  mehr  ausgeführt  hat.  Auch  ein  Satz  auf 
S.  47  lässt  erkennen,  dass  bei  anderen  nicht  näher  beschriebe- 
nen Versuchen  ebenfalls  ein  solcher  Zustand  eingetreten  war, 
der  möglicher  Weise  durch  die  Art  der  Befestigung  hervorge- 
rufen wurde ;  jener  Satz  lautet :  »In  einigen  anderen  Versuchen 
war  der  geringe  Werth  der  antidromen  Torsion  noch  auffallen- 
der, ja  in  einer  Spirale  deren  Windungen  ausserordentlich 
niedrig  waren  (die  Neigung  der  Windungen  ca.  iO^)  ging  die 
Marke  durch  beinahe  zwei  Wendungen  überall  auf  der  convexen 
Seite  derselben,  es  war  also  dabei  fast  keine  Torsion  zu  bemer- 
ken.« Hieraus  geht  nur  das  mit  Sicherheit  hervor,  dass  die  Bii- 
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duDg  jener  niedrigen  Windungen  ganz  ebenso  wie  die  der  Ran- 
ken erfolgt  ist,  nämlich  durch  excentrische  homodrome  Torsion ; 
dies  wird  noch  bestätigt  durch  den  folgenden  Satz,  welcher 
laotet:  »Es  ist  wichtig,  diesen  letzteren  Umstand  zu  constatiren, 
deon  die  Mechanik  der  Spiralenbildung  wird  bei  dieser  Be- 
dingung ausserordentlich  einfach  und  leichtverständlich;  ent- 
steht in  der  That  eine  spiralförmige  Krümmung  bei  der  Be- 
dingung ,  dass  keine  Torsion  des  Stengels  zu  bemerken  ist ,  so 
wachsen  offenbar  nur  immer  dieselben  Stengelseiten  —  eine 
wirkliche  kreisförmige  Nutation  des  Stengels  kommt  dabei  nicht 
zam  Spiele.  Eine  ausgezogene  Spirale  [Schraubenlinie]  entsteht 
hier  also  wesentlich  dadurch,  dass  sich  eine  horizontale  Stengel- 
spitze fortwährend  nur  auf  ihrer  Aussenseite  und  ihrer  Unter- 
seite verlängert.«  Auf  diese  Weise  wird  allerdings  die  Mechanik 
der  Bildung  von  Windungen  nausserordentlich  einfach  und  leicht 
verständlich ,  aber  es  ist  doch  zweifellos ,  dass  mit  dergleichen 
Betrachtungen  für  eine  exacte  Erklärung  der  Mechanik  des  Win- 
dens  um  eine  Stütze  auch  nicht  das  Geringste  gewonnen  wird ; 
denn  wenn  gerade  der  wesentlichste  Factor,  die  Nutation,  ganz 
ausser  Acht  gelassen  wird ,  so  ist  eine  richtige  Auffassung  der 
vorliegenden  Frage  von  vornherein  upmOglich. 

Was  B.  weiterhin  über  die  bei  dem  eben  besprochenen  Yer- 
soche  aufgetretenen  Torsionen  sagt,  ist  zum  Theil  unrichtig. 
Richtig  ist  jedenfalls,  dass  das  Eigengewicht  der  Spitze  keinen 
merkbaren  Einfluss  auf  die  Tordirung  des  Stengels  ausübt.  Ich 
kann  die  Angaben  B.'s  in  dieser  Hinsicht  nur  bestätigen.  Trotz- 
dem sind  antidrome  Torsionen  vorhanden. 

Allerdings  können  nun  scheinbare  antidrome  Torsionen 
durch  Nutationskrümmungen  veranlasst  werden,  aber  nur  dann, 
wenn  die  bei  der  Krümmung  entstehende  Gurve  nicht  eine 
ebene ,  sondern  eine  Schraubenlinie  oder  doch  wenigstens  eine 
der  letzteren  ähnliche  ist,  denn  hierbei  ist  der  Bedingung  ge- 
nügt; dass  die  Krümmungen  in  verschiedenen  Ebenen  um  zur 
Längsrichtung  des  Stengels  senkrecht  gestellte  Achsen  statt- 
finden, ohne  dass  eine  Verschiebung  der  einzelnen  Quer^chnitts- 
scheiben  gegen  einander  eintritt.  Solche  scheinbare  Torsionen 
können  jedoch  nicht  entstehen ,  wenn  die  Krümmungen  durch 
excentrische  homodrome  Torsion  gebildet  werden,  wie  dies 
in  dem  unteren  Theile  des  in  Fig.  8,  VI  skizzirten  Stengels  der 
Fall  war. 
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Wirkliche  antidrome  Torsionen  können  aber  in  Folge  der 
blossen  Nutation  auch  nicht  entstehen^  wie  dies  B.  annimmt: 
was  er  in  dem  Capitel :  Antidrome  Torsion  in  Folge  der  symme- 
trischen Nutation  bespricht,  sind  zwar  wirkliche  antidrome  Tor- 
sionen, aber  sie  rtthren  nicht  von  den  NutationskrUmmungen 
allein  her,  sondern  sie  werden  dadurch  erzeugt ,  dass  der  nor- 
male Fortgang  jener  Krümmungen  ganz  ebenso  wie  bei  der  sog. 
Greifbewegung  gehindert  wird.  Dass  von  dieser  Art  der  Tor- 
sion bei  frei  nutirenden  Sprossen  keine  Rede  sein  kann,  ist 
selbstverständlich ;  aber  auch  jene  scheinbaren  antidromen  Tor- 
sionen sind  nicht  identisch  mit  den  von  B.  bei  seinem  Versuche 
beobachteten ;  denn  in  den  Stadien ,  wo  gerade  die  stärksten 
Torsionen  auftreten  (S.  46),  liegen  gar  keine  Krttmaiungeo  in 
verschiedenen  Ebenen  vor,  —  man  vergl.  Fig.  8,  II  und  Hl, 
S.  45  —  sondern  wir  haben  es  nur  mit  einer  ebenen  Curve  zu 
thun  und  die  später  stattfindende  Aufwärtskrttmmung  der  Spitze, 
die  durch  eine  punktirte  Linie  dargestellt  wird ,  steht  mit  der 
im  Text  angegebenen  Torsion  zunächst  in  gar  keiner  Beziehung. 
Wir  müssen  deshalb  nach  einer  anderen  Ursache  dieser  Torsion 
suchen ,  und  diese  finden  wir  in  der  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft auf  ein  bogenförmig  gekrümmtes  Intemodium,  dessen 
Krümmungsebene  horizontal  liegt,  und  ebenso  bei  denjenigen 
Bewegungen,  welche  die  normale  Nutation  an  einem  bereits 
durch  andere  Einflüsse  bogenförmig  gekrümmten  Stengel  her- 
vorruft. Die  Torsion,  die  dabei  entsteht,  ist  ebenfalls  eine 
scheinbare,  und  ich  habe  schon  in  einer  vorläufigen  Mittheilung 
in  den  Ber.  der  Bot.  Ges.  angegeben,  in  welcher  Weise  dieselbe 
zu  Stande  kommt.  Ich  werde  im  IL  Theil  darauf  ausführlich 
zurückkommen. 

Was  die  Bemerkungen  B.'s  auf  S.  49  von  dem  Absatz  »Was 
die  oben  besagtea  u.  s.  w.  bis  S.  54  incL  den  gesperrten  Satz 
betrifll,  welche  sich  auf  verschiedene  mechanische  Verhältnisse 
bei  der  Bildung  der  Schraubenlinien  und  deren  Neigung  be- 
ziehen sollen,  so  bin  ich  leider  ausser  Stande,  hierüber  ein  Ur- 
theil  abgeben  zu  können,  da  die  ganzen  theoretischen  Deductio- 
nen  so  unklar  gehalten  sind  und  ausserdem  so  ganz  verschiedene 
Dinge  zusammengestellt  wurden,  dass  es  unmöglich  ist,  heraus- 
zufinden, was  der  Autor  eigentlich  beweisen  will.  Zur  Recht- 
fertigung des  eben  Gesagten  will  ich  nur  zwei  Punkte  hervor- 
heben. 
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Was  hat  das  Experiment ,  an  einen  schraubenlinig  ge- 
krümmten Draht  einen  Kautschukschlauch  zu  befestigen  und  in 
den  letzteren  Wasser  unter  hohem  Druck  zu  pumpen ,  mit  der 
Mechanik  des  Windens  zu  thun?  Allerdings  werden  dabei  die 
Windungen  enger  und  die  Neigung  eine  geringere,  aber  die 
Verhältnisse,  die  hierzu  Veranlassung  geben ,  treten  bei  normal 
wiadenden  Pflanzen  ja  niemals  auf.  Was  soll  ferner  auf  S.  54 
heissen:  »die  Spiralenbiidung  wird  durch  Krümmung  auf  der 
äusseren  und  unteren  Seite  des  Stengels  bedingt«?  Von  einer 
Krümmung  auf  der  unteren  Seite  des  Stengels  kann  bei  einer 
Sdirauben Windung  überhaupt  nicht  die  Rede  sein,  denn  Ober- 
und  Unterseite  eines  schraubenlinig  gekrümmten  Stengels  sind 
vollkommen  gleich  lang ,  sie  sind  parallel  laufende  Schrauben- 
linien auf  ein  und  demselben  Cylinder.  Fände  eine  derartige 
Krümmung  statt ,  so  müsste  doch  die  Unterseite  länger  sein  als 
die  Oberseite,  was  nach  dem  eben  Gesagten  nicht  möglich  ist. 

Die  am  Schlüsse  des  ersten  Theils  von  B.  aufgestellten 
Sätze  bedürfen  demnach  mehrfach  der  Berichtigung.  Im  ersten 
Satz  ist  der  letzte  Theil :  » die  spätere  Lage  dieser  Krümmung 
wird  wesentlich  durch  das  Gewicht  der  Spitze  bedingt«  unbe- 
gründet. 

Der  dritte  Satz  lautet :  »Hat  der  Stengeltheil,  wo  die  Krüm- 
mung liegt,  zu  nutiren  aufgehört,  so  kann  die  Krümmung  selbst 
in  der  Regel  nicht  wieder  ausgeglichen  werden,  und  der  obere 
Stengeltheil  bleibt  für  die  Dauer  in  horizontaler  Lage.«  Das  ist 
richtig  unter  der  Voraussetzung ,  dass  die  Krümmung  nicht  als 
eineNutationskrümmung,  sondern  als  Folge  des  Geotropismus 
oder  des  Gewichts  der  Spitze  entstanden  ist,  denn  so  nur  kann 
die  Krümmung  eine  bleibende  sein. 

Der  vierte  Satz  ist  richtig,  nur  wäre  es  exacter,  statt  Kegel- 
flSche  allgemeiner  Rotationsfläche  zu  sagen,  denn  die  erzeugende 
Linie  ist  keine  Gerade,  sondern  eine  Gurve.  Die  Sätze  5,  6 
uod  7  sind  im  Wesentlichen  richtig.  Die  beiden  folgenden,  in 
denen  von  der  Einwirkung  der  Schwerkraft  auf  eine  in  horizon- 
taler Lage  befindliche  Stengelspitze  die  Rede  ist,  sind  nur  unter 
der  Bedingung  richtig,  dass  keine  andere  Einwirkung  der 
Schwerkraft  angenommen  wird,  als  der  negative  Geotropismus. 

Die  Sätze  40  und  44  sind  unrichtig.  Das  was  B.  als  »trans- 
versale Krümmung«  bezeichnet,  ist  keine  Erscheinung  sui  gene- 
ris,  sondern  es  ist  die  aus  geotropischen  und  Nutationskrüm- 
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Diungen  resultirende  Bewegung.  Die  beiden  folgenden  sind 
richtig,  nur  ist  der  Absatz  in  43:  »Ein  Theil  dieser  Torsion 
u.  s.  w.  überflüssig.  Die  Sätze  44  und  45  haben  keine  Beziehung 
zur  Frage  nach  der  Mechanik  des  Windens. 


0 


Ich  wende  mich  nunmehr  zu  dem  2.  Theil  der  B.^schen 
Arbeit,  der  über  das  Winden  selbst  handelt.  Eine  Theorie  des 
Windens  ist  darin  nicht  gegeben,  sondern  es  sind  mehrere  Ver- 
suche beschrieben ,  die  den  Vorgang  des  Windens  klar  machen 
sollen.  Dabei  sind  jedoch  die  einzelnen  Factoren  nicht  genügend 
auseinander  gehalten,  so  wird  z.  B.  vielfach  auf  die  Hakenhil- 
dung  und  die  dadurch  bedingte  Greifbewegung  aufmerksam 
gemacht,  und  trotzdem  heisst  es  an  anderer  Stelle  (S.  65)  »dass 
die  hakenförmige  Krümmung  doch  keineswegs  als  eine  notb- 
wendige  Bedingung  des  Windens  anzusehen  seia.  Wenn  diese 
letztere  Behauptung  richtig  wäre,  so  hätten  die  meisten  vorher 
beschriebenen  Versuche  gar  keinen  Werth,  denn  die  auf  S.  54. 
55  und  Fig.  9  gegebene  theoretische  Darstellung  von  dem  Zu- 
standekommen der  Schraubenwindungen  basirt  wesentlich  auf 
jener  Greifbewegung ,  durch  welche  die  NutationsbewegungeD 
derart  modificirt  werden ,  dass  ein  Wegwenden  der  Spitze  von 
der  Stütze  unmöglich  gemacht  wird ;  demgemäss  heisst  es  am 
Schlüsse  unter  3)  ganz  richtig:  »Bei  einer  steil  aufgerichteten 
windenden  Spitze  wird  das  Entfernen  von  der  Stütze  durch  das 
hakenförmig  gekrümmte  Ende  der  Spitze  mechanisch  verbin- 
dert.« Dagegen  ist  es  auf  Grund  seines  Schemas  auf  S.  54 
durchaus  nicht  gerechtfertigt,  wenn  er  sagt:  »Aus  diesem 
Schema  ist  nun  ersichtlich,  dass  die  gewöhnliche  asymmetriscbe 
Nutation  der  Spitze  (mit  den  uns  bekannten  Eigenschaften  der 
transversalen  Krümmung)  das  regelmässige  Umwinden  der 
Stütze  herbeiführen  muss ,  ohne  dass  man  die  Mitwirkung  an- 
derer Factoren  anzunehmen  braucht.«  Die  asymmetrische  Nu- 
tation und  die  damit  in  Beziehung  stehende  transversale  Krüm- 
mung sind  nun  aber,  wie  schon  erwähnt,  nichts  Anderes  als  die 
aus  geotropischen  und  Nutationskrümmungen  resultirenden 
Bewegungen.  Wir  haben  es  also  hier  schon  mit  zwei  Facto- 
ren zu  thun,  es  kommt  aber  nothwendigerweise  noch  ein 
dritter  dazu^  das  ist  der  Widerstand,  den  die  Stütze  leistet; 
denn  ohne  Stütze  würden  eben  die  Schrauben  Windungen  nicht 
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zu  Stande  kommen.  Das  letztere  ist  so  selbstverständlich,  dass 
es  gewöhnlich  ausser  Acht  gelassen  wird. 

Der  erste  Versuch,  der  auf  S.  56,  67  beschrieben  wird, 
ist  mir  zum  grössten  Theile  unverständlich  geblieben.  B.  be- 
hauptet, dass  bei  Dioscorea  Batatas  das  Umwinden  der  Stütze 
wesentlich  in  Folge  der  symmetrischen  Nutation  erfolge,  und 
fährt  dann  fort:  »Eine  solche  Nutation  lässt  die  KrUmmungs- 
ebene  der  Spitze  im  Kreise  um  die  Stütze  herumwandern,  wäh- 
rend der  Stengel  dabei  so  zu  sagen  nachgeschleppt  wird  [?]. 
Das  wird  bei  diesen  Pflanzen  dadurch  ermöglicht,  dass  ihre 
Stengel  ausserordentlich  rasch  in  die  Länge  wachsen  und  bei 
dünnen  Stützen  ist  die  Verlängerung  meistens  ausreichend,  da- 
mit der  Stengel  seiner  um  die  Stütze  nutirenden  Spitze  nach- 
folgen kann.«  Wie  das  verstanden  werden  soll,  weiss  ich  nicht. 
Soviel  ist  jedenfalls  sicher,  dass  durch  fortgesetzte  symmetrische 
Nutation  ohne  Einwirkung  anderer  Factoren  nicht  die  geringste 
bleibende  Krümmung  und  also  auch  keine  Schraubenwindungen 
erzielt  werden  können,  mag  dabei  der  Stengel  langsam  oder 
schnell  in  die  Höhe  wachsen. 

Was  die  beigegebene  Skizze  darlegen  soll ,  ist  mir  eben^ 
falls  unerfindlich ;  denn  wie  B.  im  Texte  selbst  angiebt ,  liegt 
zwischen  I  und  II  ein  Zeitraum  von  3  Stunden;  eine  »ausser- 
ordentlich schnellet  wachsende  Pflanze  macht  in  dieser  Zeit  fast 
zwei  volle  Nutati onsumläufe  und  führt  natürlich  in  Folge  dessen 
sehr  mannigfaltige  Bewegungen  aus.  Dass  nun  zwei  ganz  be- 
liebig herausgegriflene  Stadien,  die  3  Stunden  auseinander 
liegen ,  über  diese  Bewegungen  Klarheit  verschaflen  sollen ,  ist 
von  vornherein  undenkbar.  Der  Satz :  »Die  Mechanik  des  Win- 
(iens  ist  also  bei  diesen  Pflanzen  sehr  einfach  und  entspricht 
wirklich  der  Vorstellung ,  welche  schon  Palm  und  Gh.  Darwin 
sich  von  diesem  Vorgang  gebildet  haben«  ist  insofern  richtig,  als 
Palh  und  Darwin  überhaupt  keine  klare  Vorstellung  von  der 
Mechanik  des  Windens  gehabt  haben,  wie  wohl  Jeder  zugeben 
wird,  der  die  betreffende  Literatur  kennt. 

Der  zweite  Versuch  soll  ebenfalls  das  vorher  gegebene 
Schema  bestätigen.  Hier  aber  wirkt  nach  B.  nicht  aHein  die 
symmetrische,  sondern  auch  die  asymmetrische  Nutation  mit, 
um  Schraubenwindungen  zu  erzeugen.  Da  die  asymmetrische 
Notation  aber  nichts  Anderes  ist ,  als  die  durch  den  negativen 
(^tropismus  modificiile  symmetrische  Nutation ,  so  kann  man 
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einfach  sagen,  dass  Nutation  und  Geotropismus  zusammenwir- 
ken ,  und  dass  ausserdem  noch  der  Widerstand  der  Stutze  dazu 
kommt.  Hiermit  sind  die  drei  fUr  das  Zustandekommen  von 
Windungen  nothwendigen  Bedingungen  gegeben ,  und  der  be- 
treffende Versuch  beweist  deshalb  nur,  dass  die  Pflanze  unter 
diesen  Umständen  windet,  was  von  vornherein  selbstverständ- 
lich war. 

Das  eben  Gesagte  gilt  eigentlich  auch  von  dem  dritten  Ver- 
such, welcher  auf  S.  59  flF.  beschrieben  ist,  denn  auch  hierbei 
waren  alle  Bedingungen  für  das  Wanden  erfüllt.  Dennoch  muss 
ich  denselben  etwas  genauer  besprechen,  da  die  Bewegungen 
in  den  einzelnen  skizzirten  Phasen  von  B.  zum  Theil  falsch  er- 
klärt worden  sind.  Der  erste  Satz  lautet:  »In  I  [vergl.  die  bei- 
stehende Fig.]  liegt  die  Krümmung  a — b  in  beinahe  verticaler 
Ebene  und  nutirt  offenbar  symmetrisch,  weil  die  KrUmmungs- 
ebene,  ohne  ihre  Lage  zum  Horizont  zu  ändern,  sich  nach  links 
bewegt.  In  II  [nach  ^4  Stunde)  findet  man  diese  Ebene  udi 
etwa  40 — 45®  nach  links  verschoben.  Infolge  der  dadurch  ent- 
standenen Spannung  ist  nicht  nur  der  Theil  h — c,  sondern  auch 
der  Theil  a  weit  von  der  Stütze  zurückgegangen ,  und  somit  ist 
die  Neigung  des  Stengels  in  a  —  b  zur  Achse  der  Stütze  bedeu- 
tend grösser  geworden.a  Dagegen  ist  zunächst  zu  sagen,  dass 
die  normalen  Bewegungen  der  symmetrischen  Nutation  hier 
nicht  möglich  sind,  weil  die  Stütze  dieselben  zum  Theil  ver- 
hindert, was  ja  B.  auch  selbst  zugiebt,  denn  woher  sollte  denn 
sonst  die  erwähnte  Spannung  kommen.  Dass  weiterhin  durch 
diese  Spannung  nicht  nur  der  Theil  b  —  c,  sondern  auch  der 
Theil  a  weit  von  der  Stütze  zurückgehen  soll,  ist  nicht  möglich, 
denn  durch  die  entstandene  Greifbewegung  muss  gerade  die 
Strecke  a — 6,  —  wenn  sonst  keine  störenden  Einflüsse  auf- 
treten —  angepresst  werden. 

Wie  nun  gar  durch  diese  Spannung  die  Neigung  der  Partie 
a— 6  verändert  werden  soll,  ist  mir  ganz  unverständlich.  Dass 
die  beschriebenen  Bewegungen  wirklich  von  der  Pflanze  aus- 
geführt worden  sind ,  ist  sehr  leicht  möglich ,  aber  dieselben 
sind  nicht  Folge  jener  Spannung  allein,  sondern  wesentlich  ver- 
anlasst durch  die  Nutation;  denn  die  Strecke  von  a — c  war 
doch  noch  nutationsfähig  und  wird  während  ^4  Stunden  ebenso 
ihre  Bewegungen  ausgeführt  haben  wie  die  Strecke  c — d. 
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In  Betreff  des  letzten  Satzes  über  die  dabei  auftretende 
Torsion  verweise  ich  auf  S.  54. 

Auf  S.  60  heisst  es  dann  weiter:  »Nun  ist  aber  im  Theile 
6— c  (II)  das  Wachsthum  der  oberen  (nach  IV  gekehrten)  Stengel- 
seite eingetreten,  wodurch  die  Krflmmung  c  —  d  allmählich  in 
beinahe  horizontale  Lage  gebracht  wurde,  wie  in  III  und  III 
punktirt  (von  der  Ost-  und  der  Südseite)  zu  sehen  ist.  Sobald 
derTheil  c  —  d,  welcher  bis  jetzt  fest  an  die  Stütze  gestemmt 
war,  von  derselben  abgeführt  wurde ,  so  legte  sich  der  Theil  a 
augenblicklich  wieder  an  die  Stüze  an,  und  auch  b  —  c  näherte 
sich  an  dieselbe  —  zum  Beweise ,  dass  die  frühere  Lage  dieser 
Theile  wirklich  nur  durch  die  Spannung  des  Stengels  bestimmt 
wurde.« 

Durch  diesen  Vorgang  kann  durchaus  nicht  bewiesen  wer- 
den, dass  die  Spannung  des  Stengels  die  früher  geschilderten 
Bewegungen  ausschliesslich  veranlasste,  denn  während  des 
ganzen  Zeitraumes,  der  doch  mindestens  eine  Stunde  betrug, 
mussten  die  mannigfaltigsten  Veränderungen  durch  Nutations- 
und  geotropische  Krümmungen  tiervorgerufen  werden,  da  ja  die 
betreffenden  Partien  sicherlich  noch  nutations-  und  wachs- 
thumsfähig  waren. 

Weshalb  das  stärkere  Wachsthum  auf  der  Westseite  auf- 
tritt und  nicht,  wieB.  erwartete,  auf  der  Ostseite,  das  lässt  sich 
mit  Sicherheit  weder  aus  der  Beschreibung,  noch  aus  der  Skizze 
schliessen ;  ich  vermuthe  jedoch,  dass  in  der  Phase  II  das  W^achs- 
thum  auf  der  Nordseite  war,  die  Krümmung  aber  deshalb  nicht 
stattfinden  konnte,  weil  die  Spitze  durch  die  Stütze  festgehalten 
wurde,  und  dass  nunmehr  in  ganz  normaler  Weise  das  stärkere 
Wachsthum  auf  die  Westseite  hinüber  ging. 

Die  Erklärung,  welche  B.  giebt,  ist  jedenfalls  nicht  richtig; 
er  hat  entweder  die  vorhandenen  Torsionen  übersehen  oder  er 
hat  das  Fortschreiten  der  Nutation  nach  dem  Auftreten  der 
stärksten  Krümmung  beurtheilt ,  was  natürlich  in  allen  Fällen, 
wo  die  Stütze  jene  Krümmungen  verhindert,  nicht  zu  einem 
sicheren  Schlüsse  berechtigt. 

Bei  Beschreibung  der  nun  folgenden  Phasen  IV  und  V  heisst 
es  zur  Erklärung  der  dabei  auftretenden  Krümmungen :  »Hier 
ist  nun  zu  beachten,  dass  bei  einer  spiralförmig  [schrauben- 
formig  gekrümmten]  Spitze  eine  der  Achse  derselben  parallele 
Stengelkante  in  verschiedenen  Theilen  einer  Windung  verschie- 
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dene  relative  Lage  in  Bezog  auf  die  SUiUe  einnehmen  wird.  So 
z.  B.  auf  der  Verlängerung  von  a — b  (in  V]  liegt  die  Unterseite 
von  6— c  und  die  Auasenseite  von  c—d  (von  jeder  Torsion  natOr- 
lich  abgesehen) .  War  dann  in  der  letzten  Zeit  das  Wachsthum 
der  Unterseite  von  b — c  zu  Consta tiren,  so  konnte  der  Theil  c—d 
dabei  nur  die  Stütze  enger  umwachsen;  das  Wachsthum  von 
a — b  auf  seiner  Innenseite  konnte  aber  schon  infolge  der  Eigen- 
schaften der  transversalen  Krümmung  nicht  zu  Stande  kommen, 
würde  übrigens  durch  die  fixe  Lage  dieses  Theiles  verhindert 
werden.  Ist  deswegen  in  der  darauffolgenden  Zeit  das  Wachse 
thum  einen  Schritt  weiter  um  den  Stengel  fortgeschritten,  so 
wuchs  jetzt  der  Theil  c — d  auf  seiner  Unterseite  und  hat  sich 
seinerseits  steil  aufgerichtet.  Diesem  Aufrichten  von  c — d  seilte 
das  Wachsthum  der  Innenseite  von  b — c  entsprechen,  welches 
aber  und  zwar  aus  den  oben  angegebenen  Gründen ,  sich  nicht 
zu  erkennen  gab.« 

Der  erste  Satz  ist  nicht  allgemein  richtig ,  denn  es  kann 
sehr  wohl  vorkommen,  dass  immer  eine  bestimmte  Seite  die 
Aussenseite  bleibt,  nämlich  wenn  keine  Torsionen  auftreten  und 
die  Krümmungen  um  eine  zur  Achse  der  Stütze  parallelen  Achse 
erfolgen.  In  Wirklichkeit  treten  aber  fast  immer  Torsionen  und 
zwar  antidrome  auf,  und  ausserdem  wird  auch  die  Krümmungs- 
achse häufig  anders  liegen,  als  parallel  zur  Stützenachse.  Die 
Quantität  jener  Torsionen  lässt  sich  deshalb,  wie  schon  Sghweh- 
DBNER  ausdrücklich  betont,  nie  mit  Sicherheit  angeben,  und  es 
ist  deshalb  auch  nicht  gerechtfertigt,  wenn  B.  obige  Annahmen 
macht,  ohne  dabei  zu  bemerken,  ob  jene  Lagerung  in  Bezug  auf 
die  Stütze  wirklich  vorhanden  war.  Der  Zusatz  »von  jeder  Tor- 
sion natürlich  abgesehen«  beweist  jedenfalls,  dass  eine  exacte 
Beobachtung  hier  nicht  vorliegen  kann;  denn  beim  normalen 
Winden  um  eine  7  mm  dicke  Stütze  treten  ganz  sicher  Torsionen 
auf,  und  selbst  wenn  dieselben  in  dem  gegebenen  Falle  als 
nicht  vorhanden  vorausgesetzt  wurden,  so  bleiben  doch  noch 
jene  Annahmen  über  den  Verlauf  einer  Längslinie  des  Stengels 
ohne  jede  Begründung.  Dass  eine  solche  Lage  der  einzelnen 
Seiten  zur  Stütze,  wie  sie  B.  beschreibt,  in  Wirklichkeit  unter 
gewissen  Umständen  eintreten  kann ,  soll  damit  durchaus  nicht 
geläugnet  werden ;  nur  die  allgemeine  Gültigkeit  jener  Behaup- 
tung sollte  widerlegt  werden. 

Dass  das  Wachsthum  von  a — b  auf  seiner  Innenseite  infolge 
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der  »transversalen  Krümmung«  nicht  'stattfinden  kann,  ist  un- 
richtig, denn  eine  solche  »transversale  Krümmung«  eiistirt  in 
der  That  nicht.  Die  Annahme  eines  solchen  besonderen  Krüm- 
mungsmodus  ist  übrigens  hier  ganz  überflüssig,  denn  der  eigent- 
liche Grund  für  die  Verhinderung  der  Krümmung  in  der  Partie 
a— 6  liegt  darin,  dass  jene  Partie  infolge  der  Greifbewegung 
sich  nicht  von  der  Stütze  entfernen  kann ,  was  auch  B.  mit  den 
Worten:  »würde  durch  die  fixe  Lage  dieses  Theils  verhindert 
werden«  ganz  richtig  andeutet.  Infolge  der  Wirkung  der  Greif- 
bewegung ist  auch  in  Phase  VI  der  Punkt  b  an  die  Stütze  ge- 
drückt ,  dagegen  c  und  weiterhin  auch  a  von  derselben  etwas 
entfernt  worden.  Nachdem  der  Contact  bei  d  aufgehoben  war, 
konnte  sich  demnach  a  wieder  nähern. 

Die  Angabe,  dass  im  Verlauf  von  i  Stunden  eine  antidrome 
Torsion  (von  b  aufwärts)  von  circa  90^  entstanden  ist,  giebt  über 
die  eigentliche  Bedeutung  der  Torsion  keinen  Aufschluss ;  denn 
es  heisst  dies  nichts  Anderes,  als  dass  am  Ende  des  Versuchs 
eine  aus  verschiedenen  Factoren  resultirende  Gesammttorsion 
von  90<>  vorhanden  war.  Dabei  ist  noch  nicht  einmal  sicher  an- 
zugeben, ob  dies  eine  scheinbare  oder  eine  wirkliche  Tor- 
sion war. 

Aus  den  drei  im  Vorstehenden  besprochenen  Versuchen 
geht  eigentlich  gar  nichts  hervor^  was  die  Mechanik  des  Win- 
dens  klarlegen  könnte;  denn  B.  beschreibt  nur  die  verschiede- 
nen Krümmungen,  die  beim  Winden  auftreten,  und  benutzt  zur 
Erklärung  derselben  bald  die  symmetrische,  bald  die  asymme- 
trische Nutation,  bald  die  Hakenbildung ,  bald  die  »transversale 
Krümmung«.  Auf  diese  Weise  mit  den  einzelnen  Factoren  um- 
zuspringen heisst  die  Sache  nicht  erklären,  sondern  sie  nur 
verwirrter  machen.  Soviel  ist  natürlich  sicher,  dass  die  Bildung 
normaler  Windungen  bei  der  gegebenen  Versuchsstellung  statt- 
finden musste,  denn  die  Pflanzen  waren  wachsthumsfähig  und 
es  wimle  ihnen  eine  aufrechte  Stütze  von  nicht  zu  grossem 
Durchmesser  dargeboten;  welche  Factoren  aber  als  nothwendig 
und  welche  als  überflüssig  zu  betrachten  seien ,  das  konnte 
durch  jene  Versuche  nicht  entschieden  werden. 

Auf  S.  61  stellt  B.  den  Satz  auf:  »Wenn  ein  Stengeltheil 
in  eine  solche  Lage  an  der  Stütze  gekommen  ist ,  wo  seine  Be- 
wegungen factisch  unmöglich  werden,  so  geht  auch  seine  Nuta- 
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tionsfähigkeit  damit  wirklich  verloren.«  Er  folgert  dies  aus  Ver- 
suchen j  bei  denen  er  nach  Bildung  der  Windungen  die  Stütze 
entfernte.  Bei  diesen  Versuchen  soll  blos  die  letzte  Y2 — ^  Bin- 
dung ihre  regelmässige  Nutation  fortsetzen,  »der  mehr  rückwärts 
liegende  Theil  dagegen ,  der  infolge  seiner  Lage  an  der  Sttttze 
keine  Bewegungen  mehr  ausführen  konnte «,  soll  unbeweglich 
bleiben.  Diese  Angaben  kann  ich  nicht  bestätigen.  Allerdings 
kommt  es  natürlich  auf  die  Dicke  der  Stütze  an,  wieviel  Win- 
dungen nach  Entfernung  derselben  ihre  Nutationskrümmungen 
noch  ausführen ,  aber  immerhin  ist  soviel  sicher,  dass  bei  leb- 
haft wachsenden  Pflanzen  die  noch  wachsenden  Internodien, 
wenn  sie  auch  schon  eine  volle  Windung  und  darüber  bildeten, 
nach  Entfernen  der  Stütze  ihre  normalen  Nutationsbewegungen 
sowohl,  als  auch  geotropische  Aufwärtskrümmungen  zeigen. 
Dasselbe  findet  statt ,  wenn  man  die  Pflanze  umkehrt  oder  sie 
um  eine  horizontale  Achse  rotiren  lässt.  Sowohl  beim  Wegneh- 
men der  Stütze ,  als  auch  beim  Umkehren  der  Pflanze  bleiben 
eine  Zeit  lang  die  schraubenlinigen  Krümmungen  zum  Theil  er- 
halten ;  dieselben  sind  theils  geotropischer  Natur,  theils  rühren 
sie  von  der  mechanischen  Krümmung  infolge  der  Greifbewegung 
her;  der  Stengel  bleibt  aber  keineswegs  unbeweglich ,  sondern 
neben  dem  allmählichen  Flacherw^rden  jener  Krümmungen  in- 
folge des  Geotropismus  treten  regelmässige  Nutationsbewegungen 
auf.  Da  die  letzteren  aber  an  einem  schraubenljnig  gekrümmten 
Organ  stattfinden ,  so  müssen  dieselben  sich  als  schraubenlinige 
Krtlmmungen  darstellen.  Allerdings  werden  sehr  bald  durch 
die  hinzukommende  homodrome  Torsion,  die  an  frei  natirenden 
Intemodien  stets  auftritt,  weitere  Veränderungen  hervorge- 
rufen,  ebenso  durch  die  stattfindenden  geotropischen  Krüm- 
mungen. 

Auf  den  S.  62  und  63  beschriebenen  Versuch,  das  Winden 
um  einen  gespannten  Faden  betreffend ,  komme  ich  später  aus- 
führlicher zu  sprechen ;  hier  sei  nur  soviel  gesagt,  dass  die  An- 
nahme einer  geschwächten  Nulationsfähigkeit ,  dre  »  unzweifel- 
haft durch  die  plötzliche  (wenn  auch  nur  theilweise)  Verhin- 
derung der  Bewegungen  veinirsacht  werde,  welche  der  untere 
Theil  einer  langen  Spitze  erfahren  muss,  nachdem  ihr  freies 
Ende  durch  eine  rasche  Bewegung  sich  um  die  Stütze  geschlun- 
gen hat«,  ganz  ungerechtfertigt  ist.  Uebrigens  geht  dies  aus  der 
beigegebenen  Skizze  selbst  hervor,  denn  die  betreffende  Partie, 
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deren  Nutationsfähigkeit  geschwächt  sein  soll,  zeigt  in  jeder 
Phase  eine  andere  Lage. 

Bei  der  allgemeinen  Besprechung  der  vorbeschriebenen 
Versuche  sagt  schliesslich  B. :  »In  den  gewöhnlichen  Fällen  ist 
somit  das  Winden  nichts  Anderes,  als  die  fortgesetzte  asymme- 
trische Nutation  der  freien  Spitze ,  welche  letztere  aber  in  der 
Regel  mehrere  Nutationskreise  beschreiben  muss,  bevor  es  ihr 
gelingt,  eine  neue  Windung  um  die  Stütze  zu  bilden.«  Dass  mit 
diesem  Satze  durchaus  nichs  Bestimmtes  über  die  Mechanik  des 
Windens  ausgesagt  ist,  leuchtet  sofort  ein ;  denn  es  ist  zweifel- 
los, dass  ausser  dieser  sog.  asymmetrischen  Nutation  die  Stütze 
unbedingt  nothwendig  für  das  Zustandekommen  der  Windungen 
ist.  B.  giebt  dies  übrigens  an  mehreren  anderen  Stellen  selbst 
2u,  denn  die  Wirkung  der  Hakenbildung  und  die  dadurch  her- 
beigeführte Greifbewegung  hat  er  bei  seinen  Versuchen  oft  ge- 
Bug  beobachtet. 

Der  Satz :  »Die  Vorstellung  von  der  Mechanik  des  Windens, 
lu  welcher  der  kritische  Sinn  Sghwendenbr's  diesen  Forscher 
geführt  hat ,  kommt  auch  in  gewisser  Beziehung  nahe  an  den 
wirklichen  Sachverhalt,  ohne  ihm  aber  zu  entsprechen,  denn 
SciwEXDENBR  kannte  die  Eigenschaften  der  transversalen  Krüm- 
mung nicht,  und  glaubte  darum  die  vorwiegende  Krümmungs- 
föhigkeit  der  Spitze  in  der  Richtung  des  Windens  durch  die 
mechanischen  Spannungen  einer  windenden  Spitze  erklären  zu 
müssen«  ist  insofern  richtig,  als  ScHWBifDBNER  allerdings  die  geo- 
iropische  Aufwärtskrümmung  eines  bogenförmigen  Organes  und 
die  damit  verbundenen  Erscheinungen  nicht  berücksichtigt  hat; 
aber  ebenso  ist  es  richtig,  dass  bei  nicht  allzu  dünnen  Stützen 
die  Bewegungen  der  Spitze  durch  den  Widerstand  der  Stütze, 
welchen  diese  bei  der  Greifbewegung  leistet,  in  gleichem  Sinne 
geändert  werden  wie  durch  den  Geotropismus,  nur  dass  im 
ersteren  Falle  eine  wirkliche  Torsion,  im  letzteren  aber  nur  eine 
^heinbare  antidrome  Torsion  zu  Stande  kommt. 

B.  behauptet  sodann,  dass  nach  Schwendenbr  eine  Stütze 
Dicht  mehr  umschlungen  werden  könnte,  wenn  der  halbe  Um- 
fang der  Stütze  grösser  wäre  als  die  nutationsfähige  Spitze. 
Pies  idt  nicht  ganz  richtig,  denn  eine  wirksame  Greifbewegung 
lann  selbst  dann  noch  eintreten ,  wenn  der  dabei  in  Betracht 
kommende  Bogen  etwas  kleiner  als  der  Halbkreis  ist.  ebenso 
wie  man  einen  Cylinder,  den  man  mit  der  Hand  nicht  ganz  bis 

41* 
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zur  Hälfte  umspannen  kann ,  doch  noch  festzuhalten  im  Stande 
ist.  Allerdings  wird,  wenn  dieser  Fall  eintritt,  das  Winden  er- 
schwert sein ,  und  es  müssen ,  wenn  überhaupt  normale  Win- 
dungen erzeugt  werden  sollen ,  die  Slusseren  Bedingungen  sieb 
günstiger  gestalten.  Vor  Allem  muss  ein  ganz  regelmässiges  und 
lebhaftes  Wachsthum  vorhanden  sein,  sodann  wird  die  Ober- 
fläche der  Stütze  die  nothwendige  Reibung  bieten  müssen,  und 
schliesslich  dürfen  keine  mechanischen  Eingriffe  von  aussen 
stattfinden.  Bei  einer  sorgfältigen  CuUur  im  Gewächshause  kann 
man  dies  Alles  wohl  erreichen,  in  der  freien  Natur  jedoch  dürf- 
ten die  Bedingungen  wohl  kaum  erfüllt  werden. 

Bei  lebhaft  wachsenden  kräftigen  Exemplaren  von  Galyste- 
gia,  die  im  Kalthause  gezogen  wurden ,  besassen  die  nutations- 
fähigen  Sprossenden  eine  Länge  von  mindestens  15cm,  das 
würde  also  unter  günstigen  Umständen  das  Winden  um  eine 
8 — 10  cm  dicke  Stütze  noch  ermöglichen.  Bei  anderen  winden- 
den Pflanzen  ist  diese  Strecke  noch  grösser,  z.  B.  beim  Hopfen 
und  vor  Allem  bei  tropischen  Schlingpflanzen ,  wo  sie  oft  eine 
Länge  von  %0 — 30  cm  erreicht,  wie  man  sich  in  Gewächshäusern 
leicht  überzeugen  kann. 

B.  giebt  an,  dass  ein  Stengel  von  Dioscorea  Batatas,  dessen' 
nutationsfähiges  Sprossende  10 — IS  cm  lang  gewesen  sein  soll, 
—  was  meinen  Beobachtungen  nach  entschieden  zu  niedrig  ge- 
griffen ist  —  noch  eine  Stütze  von  34  cm  Umfang,  also  ca.  10cm 
Durchmesser  umwunden  habe.  Das  Winden  scheint  dabei  aber 
sehr  unregelmässig  gewesen  zu  sein ,  denn  B.  sagt  selbst:  Bsie 
[die  Spitze]  machte  ihre  Bewegungen  neben  der  Stütze,  und  doch 
wurden  beinahe  zwei  Windungen  gebildet ,  die  aber  so  locker 
waren,  dass  sie  sich  nicht  halten  konnten  und  fielen  herunter«. 
Ein  Hopfenstengel,  dem  im  Freien  eine  Stütze  von  37cm  Um- 
fang geboten  wurde,  zeigte  ein  ähnliches  Verhalten.  Bei  diesem 
letzteren  Versuche  hat  B.  beobachtet,  dass  die  Spitze  fast  immer 
an  die  Stütze  angedrückt  war  und  nur  geringe  Bewegungen  aus- 
führte; dasselbe  giebt  auch  Schweicdensr  ftlr  einen  ähnlichen 
Fall  an.  Die  Thatsache  ist  auch  vollkommen  richtig,  aber  man 
kann  daraus  doch  gewiss  nicht  schliessen,  dass  die  hakenförmige 
Krümmung  keine  mechanische  Bedeutung  habe,  wie  dies  B, 
thut,  wenn  er  sagt:  9 Aus  dieser  Thatsache  ist  auch  zu  sehen, 
dass  die  oben  angegebene  mechanische  Bedeutung  der  haken-* 
förmigen  Krümmung  der  Spitze,  welche  Krümmung  in  gewöhn- 
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lieben  Fallen  ^dasu  beiträgt,  das  Winden  ausserordentlich  sicher 
zu  machen ,  doch  keineswegs  als  eine  nothwendige  Bedingung 
des  Windens  anasusehen  ist.«  Gerade  der  Umstand,  dass  die 
Spitze  fast  fortwährend  angedrückt  bleibt,  beweist  ja,  dass  auch 
fast  fortwährend  jene  Greifbewegung  stattfindet,  denn  sonst 
würde  eben  kein  Andrücken  der  Spitze  erfolgen  können. 

Dass  bei  dem  Winden  uro  dicke  Stütsen  verhältnismässig 
nur  geringe  Bewegungen  von  der  nutirenden  Spitze  ausgeführt 
werden,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  infolge  der  stetigen  Ein- 
Wirkung  des  Geotropismus  auf  die  homodrom  gekrümmte  Spitze 
die  Wirkung  der  durch  Nutation  hervorgebrachten  Greifbewe- 
guDg  noch  verstärkt  wird.  Da  bei  jedem  Nutdtioqsumgaag,  der 
sich  hierbei  nur  durch  Auf-  und  Abwärtsbewegung  der  Spitze 
za  erkennen  giebt,  eine  starke,  wirkliche  antidrome  Torsion 
erzielt  wird,  und  da  ferner  durch  die  negativ  geotropische  Krüm- 
mung fortwährend  scheinbare  antidrome  Torsionen  bewirkt 
werden,  so  wandert  auch  immer  wieder  die  jeweilige  Unter- 
seite nach  aussen ,  und  so  befindet  sich  das  stärkere  Ausdeh- 
Dungsbestreben,  das  zwar  alle  Seiten  successive  gleichmässig 
besitzen,  doch  immer  nur  abwechselnd  auf  der  Unter-,  Aussen- 
und  Oberseite.  Ich  komme  auf  diesen  Punkt  im  II.  Theii  noch 
ausführlicher  zu  sprechen. 

In  dem  Schlusscapitel  seiner  Arbeit  »Antidrome  Torsion  der 
gewundenen  Stengel«  sagt  B.,  dass  bei  Convolvulus  arvensis 
auch  homodrome  Torsionen  zu  beobachten  seien.  Da  er  aber 
Dicht  angiebt ,  in  welcher  Weise  er  die  Torsion  bestimmte,  so 
kann  man  nicht  mit  Sicherheit  sagen ,  ob  hier  wirkliche  homo- 
drome Torsionen  vorlagen.  Ausgeschlossen  ist  übrigens  das  letz- 
tere durchaus  nicht ,  denn  bei  sehr  dünnen  Stützen ,  wo  die 
Greifbewegung  an  der  obersten  Partie  verhältnissmässig  selten 
auftritt,  können  wohl  auch  die  aus  inneren  Ursachen  herrühren- 
den homodromen  Torsionen  zu  Stande  kommen,  da  Spitzen, 
welche  längere  Zeit  frei  nutiren ,  regelmässig  solche  Drehungen 
zeigen. 

Auf  S.  69  sagt  B.  unbegreiflicher  Weise:  »Ueber  die  Ur- 
sachen der  wirklichen  Torsion  der  gewundenen  Stengel  hat  sich 
ScHWEirnENER  nicht  ausgesprochen ;  die  schon  oben  besprochene; 
von  dem  genannten  Forscher  angeführte  Spannung  eines  zur 
Achse  der  Stiltze  sobief  gestellten  Krtlmmungsbogens  ist  eigent- 
lich derselbe  Vorgang,  welcher  jedesmal  bei  dem  Steilerwerden 
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zur  Hälfte  umspannen  kann ,  doch  noch  festzuhal^  ^ 
ist.  Allerdings  wird,  wenn  dieser  Fall  eintritt^  ^    ^ 

1  Schwert  sein,  und  es  müssen,  wenn  überbrj^    | 

düngen  erzeugt  werden  sollen ,  die  }SiUSser^.j  ^     ^ 

i  günstiger  gestalten.  Vor  Allem  muss  ein  p^  ^  f  ^     ^ 

lebhaftes  Wachsthum  vorhanden  sein,  .^^  { ^  ^     i 

fläche  der  Stütze  die  nothwendige  Ro} J  ^'  •  t  ^ 

schliesslich  dürfen  keine  mechanif //  «^  *  .  ^ 

stattfinden.  Bei  einer  sorgfältigen  ^r^^>  S  .       « 

man  dies  Alles  wohl  erreichen,  »//^'  ;■      *  ' 

ten  die  Bedingungen  wohl  ka^z-f  -  j      *  • 

Bei  lebhaft  wachsenden /f/  f  i  ? 

gia,  die  im  Kalthause  gezor/^  !  ^  i      , 

ßlhigen  Sprossenden  ein  //,  l^      '  ^    ^^^^^' 

würde  also  unter  günr,  / ;  :  :  .    * 

8— 40cm  dicke  Stütz,-//-  ^     '''    T  Zu 

j      ju»  •  *  j-    ;''^*  achsthum  der  früheren 

den  Pflanzen  ist  die';/,  j     o  •*  ....« 

und  vor  Allem  bev//  ^"^  ^^^  ^P'^^®  ^  ^^  ^ 

Lance  von  20—^  '  "^^^^  ^"''  ^^'8®  haben,  bis  die 

leicht  überzeur'-'  ^^  ^f"  der  Krümmung  geworden 

g     .  ,     •  on«  kann  hier  gar  keine  Rede  sein,  es 

. '  '^  J^,  itkliche  antidrome  Torsion  zu  Stande.  Weiter 

nuiaiionsif»  ^^  ^^^^  ^.^  Nutation  sich  in  antidrome  Torsion 

•ff  n  ••        '*^^  *^^  °'^**'  möglich,  nur  die  Spannung,  die  durch 
n"  \     .Jf^"^  ^^^  ^®^  Widerstand  der  Stütze  entsteht,  kann  sich 

^r   fofs^^^  umsetzen,  niemals  aber  die  Nutation  selbst, 
fd*  ^ ^  DerBTiiffi  Stellen  könnte  ich  noch  mehrere  anführen,  doch 
rf*t  ^^^^^  ^"^  ^^^  Gesagten  zur  Genüge  hervor,  dass  B.  eine 

l/tfre  Vorstellung  von  der  Ursache  der  antidromen  Torsion  und 

jroo  deren  Beziehung  zum  Winden  nicht  gehabt  haben  kann. 


Hiermit  will  ich  die  Besprechung  der  BARANETZKt'schen 
Arbeit  schliessen ;  auf  die  zuletzt  aufgestellten  Thesen  (S.  72, 
73)  brauche  ich  nicht  näher  einzugehen ,  da  sich  das  Nöthige 
hierüber  aus  dem  Vorstehenden  von  selbst  ergiebt. 

Was  in  der  Abhandlung  von  Werth  ist,  das  sind  die 
Beobachtungen  über  den  Einfluss  der  Schwerkraft  auf  die  Nuta- 
lion;  eine  exacte  Erklärung  des  Windens  aber  ist,  wie  schon 
früher  gesagt,  in  der  Arbeit  nicht  gegeben  worden.  Bald 
schliesst  sich  B.  der  DARwiN'schen  Erklärung  an,  bald  schreibt 
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er  dem  hakenförmig  gekrttmmten  Ende  und  der  daraus  resulti- 
renden  Greifbewegung  einen  wichtigen  Einfluss  zu,  den  er  an 
anderer  Stelle  wieder  leugnet ,  bald  soll  die  symmetrische  Nu- 
tation,  bald  die  asymmetrische  die  Schraubenwindungen  er- 
zeugen; unter  diesen  verschiedenen  Gesichtspunkten  werden 
eine  Anzahl  Versuche  beschrieben,  aus  denen  im  Wesentlichen 
nichts  weiter  mit  Sicherheit  hervorgeht,  als  dass  windende 
Pflanzen ,  wenn  ihnen  eine  geeignete  Stütze  geboten  wird ,  die- 
selbe in  Schraubenwindungen  umschlingen. 


§3. 

Ich  komme  nun  zur  Besprechung  der  KoHL^schen  Arbeir. 
Der  Verfasser  hält  im  Gegensatz  zu  Schwendenbr  die  Greifbe- 
wegung für  bedeutungslos  und  nimmt  zur  Erklärung  der  bleiben- 
den Krtimmungen  eine  Reizbarkeit  der  Stengel  an. 

Dass  die  Nutation  allein  nicht  zum  Winden  führen  könne, 
giebt  er  zu,  und  deshalb  führt  er  einen  zweiten  Factor,  die  Reiz- 
barkeit der  Stengel  ein;  dass  als  dritter  Factor  noch  der  Geotro- 
pismus hinzukommen  müsse,  nimmt  er  ebenfalls  an,  doch 
scheint  er  sich  über  die  Wirkung  desselben  nicht  recht  klar  ge- 
worden zu  sein. 

Kohl  erkennt  demnach  im  Gegensatz  zu  Sachs  die  Stütze 
als  nothwendig  an ,  denn  die  Aufstellung  der  Reizbarkeit  kann 
nur  l>edeuten,  dass  ein  reizausübender  Körper  als  nothwendige 
Bedingung  fOr  das  Winden  vorhanden  sein  muss;  dieser  Körper 
kann  aber  nur  die  Stütze  sein,  wenn  regelmässiges  Winden 
stattfinden  soll.  Zweifellos  ist  allerdings,  dass  die  Stütze  bei  der 
Mechanik  des  Windens  ein  wichtiger  Factor  ist,  aber  die  Wir- 
kung derselben  kann  eine  zweifache  sein :  sie  kann  einmal  durch 
Berührung  einen  Reiz  ausüben  und  dadurch  eine  Wachsthums- 
verzögerung  in  der  gereizten  Partie  hervorrufen,  sie  kann  ander- 
seits aber  auch  durch  den  Widerstand,  welchen  sie  den  Be- 
wegungen der  Pflanze  entgegensetzt,  auf  diese  Bewegungen  be- 
stimmend einwirken.  Leugnet  man  die  erstere  Wirkung,  so 
muss  man  unbedingt  die  letztere  zugeben,  und  umgekehrt.  Es 
ist  nun  jedenfalls  ganz  sicher,  dass  der  letztere  Einfluss  der 
Stütze  sich  immer  bemerklich  machen  wird,  und  es  wäre  des- 
halb ein  dritter  Fall  möglich,  dass  nämlich  beide  Factoren  zu- 


168  Dr.  Ambronn, 

^sammenwirkten,  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Reizbarkeit  der  Stengel  wirklieh  erwiesen  sei. 

Kohl  nimmt  natttriicb  an ,  dass  er  diesen  Beweis  erbracht 
habe,  und  dadurch  ist  für  ihn  die  Hauptschwierigkeit  beseitigt, 
die  Erklärung  der  bleibenden  Krümmungen  gegeben. 

Die  wichtigsten  Gründe,  welche  K.  veranlasst  haben,  eine 
Reizbarkeit  anzunehmen  und  die  Greifbewegung  als  bedeutungs- 
los hinzustellen,  sind  in  den  auf  S.  48  ff.  beschriebenen  Ver- 
suchen enthalten. 

Im  ersten  Versuch  hat  K.  einen  Calystegiastengel  um  einen 
lose  herabhängenden  Faden ,  der  mit  seinem  unteren  Ende  lose 
über  einen  horizontalen  Glasstab  gelegt  war,  winden  lassen. 

Bei  dieser  Versuchstellung  muss  natürlich,  zumal  wenn  der 
Faden  am  unteren  Ende  eine  starke  Biegung  macht ,  eine  Art 
von  Winden  eintreten ,  die  jedoch  mit  dem  eigentlichen  norma- 
len Winden  nicht  das  Geringste  zu  thun  hat.  Der  Faden  wird 
nämlich,  wie  dies  auch  K.  selbst  zugiebt,  nicht  etwa  vom  Stengel 
umwunden,  sondern  infolge  der  fortgesetzten  ungestörten  Nuta- 
tion  um  den  Stengel  geschlungen,  so  dass  er  bei  jedem  Nutations- 
Umlauf  —  vorausgesetzt ,  dass  er  nicht  abgleitet  ^  was  öfter  ge- 
schieht ,  wenn  der  Faden  nicht  gebogen  ist  —  eine  Schrauben- 
windung  um  den  Stengel  macht.  K.  sagt  über  den  Verlauf  des 
Versuches  Folgendes :  »Nun  hätte,  da  der  Faden  die  Nut^tion 
durchaus  nicht  hindernd  beeinflussen  konnte ,  der  Stengel  sich 
allmählich  durch  den  continuirlioh  wirkenden  Geotropismus 
vollkommen  gerade  strecken  müssen,  . . .  allein  mit  Leichtigkeit 
konnte  man  erkennen,  dass  der  Stengel  spiralig  gekrümmt 
war  und  blieb,  dass  alle  den  Faden  berührenden  Stellen  con- 
cav  geworden  waren.« 

Ich  habe  diesen  Versuch  mehrmals  und  mit  verschiedenen 
Modißcationen  wiederholt,  habe  aber  niemals  die  Abbildung  be- 
stätigt finden  können,  welche  K.  in  Fig.  4  giebt,  allerdings 
traten  stets  nach  einer  längeren  Zeit  schraubenlinige  Krüm- 
mungen des  Stengels  auf,  aber  niemals  gingen  dieselben  bis  zu 
dem  unteren  Ende  des  Fadens,  das  dem  Stengel  nur  ganz  lose 
anliegt.  Die  Erklärung  für  dieses  Verhalten  ist  eine  sehr  ein- 
fache. Durch  das  verhältnissmassig  schnelle  Herumwinden  des 
Fadens  um  den  Stengel,  wobei  natürlich  in  den  ersten  40  —  ^2 
Stunden  der  letztere  vollständig  gerade  bleibt,  bezw.  blos  Nu- 
tationskrümmungen,   aber  keine  Schraubenwindungen  zeigt. 
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wird  der  Faden  bald  durch  die  Reibung  von  dem  Stengcil  so 
fesi  gehalten ,  dass  man  beim  Versuch  einer  Entfernung  des- 
selben,  durch  Ziehen  in  der  Richtung  der  Stengelachse,  fast 
immer  entweder  den  Faden  oder  den  Stengel  zerreisst,  nicht 
-aber  den  ersteren  abzuziehen  vermag.  Da  das  nach  dem  Herum- 
winden  des  Fadens  noch  lebhaft  fortdauernde  intercalare  Wachs- 
thum  unter  solchen  Umständen  bedeutenden  Widerstand  finden 
muss,  so  sucht  natürlich  der  sich  streckende  Stengel  den  um 
ihn  henungewundenen  Faden  gerade  zu  strecken ,  denn  nur  so 
ist  die  Möglichkeit  gegeben,  dass  der  Stengel  noch  in  die  Länge 
wächst. 

Die  natürliche  Folge  muss  also  die  sein,  dass  nach  Been- 
digung des  intercalaren  Wachsthums  der  Stengel  schrauben- 
linig  gekrümmt,  der  Faden  aber  gerade  gestreckt  ist.  Dies  kann 
aber  dort,  wo  der  Faden  lose  anliegt,  also  am  unteren  Ende, 
memals  der  Fall  sein.  Man  kann  sich  diesen  Vorgang  am  besten 
-dadurch  klar  machen^  dass  man  um  einen  dünnen,  leicht  dehn- 
baren Kautschukcylinder  einen  Faden  in  mehreren  Sphrauben- 
windungen  herumlegt  und  nunmehr  unter  Festhalten  der  beiden 
Enden  des  Fadens  den  Kautschukcylinder  in  der  Richtung  seiner 
.Aebse  zieht.  Dadurch  wird  der  Faden  nahezu  gerade  gestreckt 
und  der  Kautschukcylinder  legt  sich  in  Schraubenwiiidungen 
um  jenen  herum.  Die  mechanische  Ausdehnung  des  Kautschuk- 
cylinders  entspricht  dabei  dem  intercalaren  Wachstbum  des 
Stengels.  Auch  auf  andere  Art  lässt  sich  beweisen ,  dass  bei 
jenem  Versuch  keine  Beizkrümmungen  vorliegen.  Ich  habe  an 
jungen  Internodien,  deren  intercalares  Wadisthum  noch  nicht 
beendet  war^  einen  Zwirnsfaden  in  der  Weise  angebracht,  dass 
er  an  dem  einen  Ende  an  irgend  einer  Stelle,  möglichst  in  der 
Nähe  des  Knotens ,  befestigt  war,  von  da  aus  zwei  volle  Win- 
dungen um  das  Internodium  machte  und  am  anderen  Ende 
durch  einen  ebenlalls  am  Intemodium  befestigten  Ring  aus 
Papier  hindurchlief,  aber  so,  dass  er  in  diesem  Ring  ohne  Hin- 
derniss  hin-  und  hergezogen  werden  konnte.  Wenn  die  Ansicht 
K/s  richtig  wäre,  dass  ein  dem  Intemodium  anliegender  Faden 
eine  Reizkrümmung  bedingen  müsste.  So  hätten  bei  dieser  Ver- 
sttchsstellung  zwei  Windungen  des  Stengels  entstehen  müssen, 
und  zwar  bald  rechts-  bald  linksläufig  an  derselben  Pflanze, 
denn  idli  hatte  an  einigen  Spitzen  den  Faden  rechts  herum ,  an 
anderen  links  herum  gewunden.    Es  zeigte  sich  jedodi  in  allen 
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diesen  Fallen  keine  Spur  einer  schraubenlinigen  Krttmmang^ 
wohl  aber  waren  nach  Beendigung  des  intercalaren  Wachsthums 
die  Faden  ein  ziemliches  Stück  durch  die  Papierringe  hindurch 
gezogen.  Es  fehlte  bei  dieser  Art  der  Versuchssteilung  eben 
jeder  Widerstand  gegenüber  dem  intercalaren  Wachsthum,  folg- 
lich blieben  die  Stengel  gerade.  Die  »einfache  Berührung  eines 
Seidenfadens«,  welche  nach  K.  ein  Kürzerbleiben  der  berührten 
Stengelpartien  verursachen  soll,  war  also  hier  vorhanden,  aber 
eine  solche  WachsthumsverzOgerung  der  berührten  Partien  trat 
nicht  ein.  Noch  schlagender  ISsst  sich  dies  beweisen  durch 
einen  Versuch,  der  im  Wesentlichen  mit  dem  von  K.  angestell- 
ten tibereinstimmt,  bei  welchem  aber  an  Stelle  des  Seiden-  oder 
Zwirnsfadens  ein  sehr  leicht  dehnbarer  Kautschukoy  lind  er,  dessen 
Querschnittsflache  ungeftlhr  Y4  qmm  betrug,  benutzt  wurde. 
Hierbei  konnte  das  intercalare  Wachsthum  ungestört  vor  sich 
gehen,  infolge  dessen  blieb  der  Stengel  vollkommen  gerade, 
und  der  Kautschukfaden  schraubenlinig  um  denselben  ge- 
wunden. 

Waren  die  Intemodien  wirklich  reizbar,  so  müsste  es  (}ocb 
jedenfalls  ganz  gleichgültig  sein,  ob  dieser  Reiz  von  einem  Sei- 
denfaden oder  von  einem  dünnen  Gummistreifen  ausgeübt  wird. 

Dass  der  Gummifaden  beim  Wachsthum  des  Stengels  wirk- 
lich gespannt  wird,  ist  eigentlich  a  priori  selbstverständlich, 
man  kann  sich  aber  auch  leicht  durch  das  Experiment  davon 
überzeugen,  wenn  man  denselben,  nachdem  das  intercalare 
Wachsthum  des  Stengels  eine  Zeit  lang  gedauert  hat,  an  ii^end 
einer  Stelle  durchschneidet;  die  beiden  Schnittflachen  weichen 
dann  sofort  auseinander.  K.  weist  noch  auf  einen  in  der  freien 
Natur  häufig  vorkommenden  Fall  hin ,  nämlich  auf  das  Umwin- 
den eines  lose  herabhangenden  Grasblattes  durch  den  Stengel 
einer  Ackerwinde.  Dass  dies  natürlich  ebenso  wenig  für  eine 
Reizbarkeit  der  Stengel  spricht,  wie  das  Experiment  mit  dem 
Seidenfaden,  ist  sofort  einleuchtend« 

Der  zweite  Versuch ,  welcher  die  Reizbarkeit  der  Stengel 
beweisen  sollte,  bestand  darin ,  dass  ein  Intemodium  mit  einer 
feinen  Platinspirale  oder  einem  feinen  Seidenfaden  umwickelt 
wurde.  Dadurch  musste  nach  K/s  Ansicht  ein  gleichzeitig  auf 
sammtliche  Langslinien  wirkender  Reiz  erzeugt  werden,  und 
demgemass  das  betreffende  Internodium  in  seiner  Längenaus- 
dehnung gegen  die  tibrigen  zurückbleiben.    K.  giebt  an,  dass 
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bei  diesem  Versuche  wirklich  eine  derartige  Längendifferenz 
eingetreten  sei.  Ich  habe  das  Experiment  zu  wiederholen  ver- 
socht,  es  ist  mir  aber  —  das  gestehe  ich  offen  —  nicht  gelungen, 
denn  immer  wurde  das  betreffende  Intemodium  beim  Um- 
wickeln des  Drahtes  oder  Fadens  vielfach  hin-  und  hergebogen 
und  öfters  auch  verletzt,  so  dass  ich  niemals  vorwurüsfreie  Re- 
sultate erhalten  konnte.  Es  ist  ja  möglich,  dass  bei  ganz  vor- 
sichtigem Umwickeln  jene  Längendifferenz  eintritt,  aber  dieselbe 
ist  dann  jedenfalls  nicht  auf  eine  Reizbarkeit  des  Stengels,  son- 
dern auf  eine  theilweise  Verhinderung  des  intercalaren  Wachs- 
thums  zurückzuführen. 

Ist  es  mir  schon  nicht  recht  begreiflich ,  wie  man  auf  diese 
Weise  sichere  Ergebnisse  herbeizuführen  im  Stande  ist,  so  ver- 
stehe ich  erst  recht  nicht,  wie  man  beim  Einklemmen  des 
Stengels  zwischen  Glimmerblattchen  zu  einem  Resultate  ge- 
langen kann,  das  beweiskräftig  wäre ;  K.  hat  diesen  letzteren 
Versuch  nicht  genauer  beschrieben ,  so  dass  ich  ausser  Stande 
bin,  denselben  einer  näheren  Resprechung  zu  unterzi^en. 
Zahlenangaben  fehlen  sowohl  bei  diesem,  als  auch  beim  vorher- 
gehenden Experiment. 

Auch  durch  anhaltendes  leises  Reiben  oder  Streichen  einer 
Convexseite  soll  dieselbe  so  gereizt  werden,  dass  sie  zur  con- 
caven  wird.  Das  letztere  tritt  jedenfalls  im  Verlaufe  eines  Nu- 
tatioDsumlaufes  einmal  ein,  wenn  keine  störenden  Einflüsse 
mitwirken;  dies  ist  aber  Folge  der  Nutation  und  nicht  des  Rei- 
bens oder  Streichens.  Darwiic  hat  bekanntlich  schon  ähnliche 
Versuche  gemacht ,  aber  stets  mit  negativem  Resultat.  Da  ich 
keine  Veranlassung  habe ,  die  Versuche  dieses  Forschers  zu  be- 
zweifeln, so  konnte  ich  die  Wiederholung  des  Reil>ens  und 
Streichens  unterlassen.  Dagegen  versuchte  ich  kleine  Papier- 
streifen so  an  den  Stengel  anzulegen ,  dass  sie  längere  Zeit  die- 
selbe Längslinie  berührten,  ohne  dass  sie  das  Wachsthum  des- 
selben hinderten.  K.  behauptet  durch  Aufsetzen  von  Reitern 
aus  Glas  oder  Platin  Krümmungen  erzielt  zu  haben ,  er  giebt 
jedoch  nicht  an ,  in  welcher  Weise  er  diese  Reiter  befestigt  hat, 
so  dass  sie  immer  auf  derselben  Stelle  bleiben  mussten.  Mir 
ist  dies  letztere  nie  gelungen ,  denn  ein  frei  aufgesetzter  Reiter 
wird  beim  Fortgange  der  Nutation  entweder  herabgeworfen 
oder  er  kommt  auf  eine  andere  Längslinie  zu  sitzen.  Um  dies 
za  verhindern,  nahm  ich  Streifen  von  gutem  Schreibpapier  und 
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befestigte  dieselben  an  den  Blattstielen  in  folgender  Weise. 
Dieselben  hatten  in  der  Mitte  ein  Loch ,  so  dass  sie  tti>er  den 
seiner  Spreite  beraubten  Blattstiel  geschoben  werden  konnten: 
um  ein  möglichst  dichtes  Anlegen  an  den  Stengel  zu  Erzielen, 
wurden  sie  vorher  bogenförmig  gekrümmt,  und  zur  besseren 
Befestigung  wurde  noch  eine  Scheibe  von  HoUundermark  hinter 
den  Streifen  über  den  Blattstiel  gesteckt^  die  das  Zurttcknitschen 
derselben  verhinderte.  Da  das  Papier  inuner  etwas  federt,  so 
übte  der  auf  seiner  ganzen  LSinge  dem  Stengel  anliegende  Strei- 
fen einen  wenn  auch  minimalen  Druck  auf  eine  LttngsEone  des- 
selben aus.  Die  Streifen  wurden  auf  diese  Weise  immer  auf 
den  Gonvexseiton  angebracht,  sie  hatten  gewöhnlich  eine  Länge 
von  20 — 30  mm  und  eine  Breite  von  3  mm.  Die  Berührung  der 
Streifen  mit  dem  Stengel  mussle  bei  dieser  Art  der  Versuchs- 
stellung  mindestens  so  lange  wie  ein  halber  Nutationsumlauf 
dauern;  dabei  wurden  sie  natürlich  auch  eine  Zeit  lang  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  gebogen,  und  da  sich  diese  Biegung 
gewöfalioh  nicht  wieder  vollständig  ausglich ,  so  war  späterhin 
die  Berührung  mit  dem  Stengel  nidit  mehr  eine  so  innige, 
immerhin  aber  lagen  sie  noch  mindestens  auf  einer  Strecke  von 
5  mm  ober-  und  unterhalb  der  Insertionsstelle  des  Blattstieles 
dem  Stengel  dicht  an.  In  dieser  Lage  blieben  sie  dann  während 
mehrerer  Stunden. 

Jedenfalls  mttsste,  wenn  überhaupt  eine  Reizbarkeit  vor- 
handen wäre,  bei  Berührung  eines  Papierstreifens  von  etwa 
4  0  mm  Länge  während  einer  Zeit  von  £i  Stunden  gunz  sicher 
eine  Krümmung  auftreten ,  es  zeigt  sich  aber,  dass  eine  solche 
niemals  eintrat. 

Nach  K.  sollen  schon  Bruchtheile  eines  Milligramms  Reiz 
hervorrufen,  also  war  jedenfalls  diese  Bedingung  erfüllt,  denn 
der  federnde  Papierstreifen  übte  einen  stärkeren  Druck  aus, 
als  ein  Milligramm  es  vermag.  Welche  Umstände  die  Krüm- 
mungen veranlassten,  die  K.  beobachtete,  weiss  ich  nicht,  ich 
kann  ihm  nur  insofern  unbedingt  Recht  geben,  als  er  sagt:  »Wie 
ich  oben  bemerkte,  treten  bei  diesem  Versuche  immer  die  Nu- 
tationskrümmungen  störend  auf,  und  durch  sie  kann  die  Beur- 
thetlung  leicht  gefälscht  werden.« 

K.  sucht  noch  auf  eii^e  andere  Weise  die  durch  den  Reiz 
bedingte  Verzögerung  des  Wachslhums  zu  beweisen,  indem  er  die 
l^änge  der  internodien  an  verschieden  dicken  Stützen  vergleicht. 
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Er  giebt  an,  dass  an  dicken  Stützen  die  Internodien  stets 
kurzer  seien  als  an  dünnen  und  dass  die  frei  natirenden  länger 
als  die  normal  gewundenen  seien.  Dies  könne  als  ein  Beweis 
dafür  gelten,  dass  die  Internodien  windender  Pflanzen  reizbar 
wären,  denn  durch  die  längere  Dauer  des  Reizes  mttsste  auch 
eine  stärkere  Verkürzung  hervorgerufen  werden. 

Die  Verschiedenheiten  in  der  Länge  der  Internodien  sollen 
sich  am  Schönsten  zeigen,  wenn  man  die  Pflanzen  um  conische 
Stutzen  winden  lässt.  Ich  habe  dieses  Experiment  mehrfach 
wiederholt,  aber  keine  der  zahlreichen  Versuchsreihen  ergab 
Resultate,  wie  sie  nach  den  K/schen  Angaben  zu  erwarten  ge- 
wesen wären.  Ich  benutzte  bei  meinen  Versuchen  zweierlei 
Stützen,  die  einen  waren  90  cm  lang  und  der  grösste  Durch- 
messer betrug  30  mm,  der  kleinste  40mm,  die  anderen  hatten 
eine  Länge  von  40  cm,  einen  grOssten  Durchmesser  von  30  mm 
und  einen  kleinsten  von  7  mm.  Als  Versuchspflanzen  wurden 
stets  lebhaft  wachsende  Exemplare  von  Calystegia  dahurica  be- 
nutzt. In  der  folgenden  Tabelle  sind  einige  Messungen  wieder- 
gegeben. 

A.  Stützenlänge:  90cm. 


Inlernod. 

stütze  nach  oben  sich 

Stutze  nach  oben  sich 

verjüngend. 

verdickend. 

I 

66 

58 

II 

70 

91 

III 

SO 

66 

IV 

66 

87 

V 

70 

72 

VI 

81 

81 

VII 

86 

83 

VUI 

68 

78 

IX 

91 

82 

89 

X 

52 

76 

65 

76 

XI 

46 

68 

80 

91 

XII 

981) 

1 
1  • 

1}  Frei  entwickelt. 
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B.  Stützenlänge:  40cm. 


Nach  oben  sich  verjüngend. 

Nach  unten  sich  verdickend. 

I 

62 

75 

62 

67 

11 

82 

62 

65 

92 

in 

74 

85 

68 

75 

IV 

76 

90 

61 

90 

V 

85 

75 

'               70 

83 

VI 

66 

95 

71 

82 

VII 

701) 

962) 

92 

1041; 

Die  Schwankungen,  die  in  der  Länge  der  Internodien  auf- 
treten, scheinen  individueller  Natur  zu  sein.  Aus  den  ange- 
gebenen Messungen,  die  an  Pflanzen  gemacht  wurden,  welche 
allen  störenden  Einflüssen  möglichst  entzogen  waren,  lassen 
sich  erhebliche  Differenzen  wahrnehmen,  ohne  dass  man  die 
Dicke  der  Stütze  damit  in  irgend  eine  Beziehung  bringen  kann. 
Ich  kann  demnach  die  K/schen  Angaben  nicht  bestätigen.  Es 
ist  ja  möglich,  dass  bei  dickeren  Stützen;  wo  die  Greifbewegung 
und  die  damit  verbundene  mechanische  Krümmung  an  der  obe- 
ren Stengelpartie  viel  häufiger  eintritt  als  an  dünneren  Stützen, 
das  Wachsthum  der  Internodien  etwas  verzögert  werde,  aber 
jedenfalls  würde  diese  geringe  Differenz  durch  die  Schwankun- 
gen des  intercalaren  Wachsthums,  die,  wie  aus  obigen  Tabellen 
hervorgeht,  ziemlich  beträchtlich  sind,  wieder  verdeckt  wer- 
den. Frei  nutirende  Pflanzen  haben  in  der  That  im  Allgemeinen 
etwas  längere  Internodien,  als  normal  gewundene — obwohl  auch 
hier  ganz  ähnliche  Schwankungen  vorkommen  — ,  und  dies 
lässt  sich  vielleicht  aus  jenem  eben  erwähnten  Umstände  erklä- 
ren, dass  die  durch  Greifbewegung  hervorgerufenen  mechani- 
schen Krümmungen  hier  wegfallen.  Die  Vergleichung  der  Inter- 
nodienlänge  von  frei  nutirenden  Pflanzen  und  von  solchen,  die 
um  verschieden  dicke  Stützen  unter  sonst  gleichen  Bedingungen 
gewunden  hatten,  kann  demnach  nichts  beweisen  weder  für 
die  Annahme  der  Reizbarkeit,  noch  gegen  dieselbe. 

Als  weiteren  Beweis  für  die  Richtigkeit  seiner  Anschauung 
führt  K.  die  Verschiedenheit  des  Neigungswinkels  an  verschie- 
den dicken  Stützen  an.    Er  sagt  S.  24:  »A  priori  können  wir 


4)  Frei  entwickelt. 

2)  Nachträglich  abgerutscht. 
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erschliessen,  dass  die  Neigung  abhängen  wird  von  zwei  Um- 
ständen^  erstens  von  der  Dicke  der  Sttttze  und  zweitens  von  der 
durch  erstere  modificirten  Grösse  der  berührten  Seite  des  win- 
denden Stengels.«  ....  »Die  geotropische  Aufwärtskrümmung 
wird  bei  dicken  Stützen  den  Stengel  früher  zum  Anliegen  an  die 
Sttttie  bringen  als  bei  dünneren,  es  beginnt  die  Berührung  der 
Stütze  früher  zu  wirken,  die  Längendifferenz  zwischen  Innen-  und 
Aussenseite  wird  im  ersteren  Falle  beträchtlicher  als  im  zweiten.a 
Er  behauptet  demnach,  dass  bei  dicken  Stützen  die  Längen- 
differenz zwischen  concaver  und  convexer  Seite  grösser  sein 
müsse,  als  bei  dünnen  Stützen  und  dass  damit  im  Zusammen- 
hange der  Neigungswinkel  im  ersteren  Falle  geringer  als  im 
letzteren  ausfallen  wird.  Er  führt  als  Beweis  die  Differenzen 
an,  welche  man  bei  Yergleichung  der  Concav-  und  Convexseiten 
eines  Stengels  von  4,5mm  Durchmesser  bei  einer  Stützendicke 
von  S  mm  erhält,  wenn  man  die  Berechnung  für  verschiedene 
Abstände  der  Windungen  ausführt. 

Die  von  K.  dabei  erhaltenen  Zahlen  sind  folgende :  Für  die 
Windungsabstände  von  0;  5;  40;  20;  40;  60;  80mm  durch- 
laufen die  Differenzen  die  Werthe  (abgerundet]  von  9,5;  9;  8; 
6;  i;  3;  2,5mm  [genauer  9,42;  9,44;  8,43;  6,69;  4,27; 
3,03;  2,33]. 

Berechnet  man  auf  Grund  dieser  Werthe  und  derjenigen 
für  die  Convexseiten:  25,43;  25,62;  27,05;  32,42;  47,24; 
65,05;  83,85,  um  wieviel  Procente  die  Concavseiten  gegen  die 
Convexseiten  kürzer  sind,  so  erhält  man  folgende  Zahlen: 
38,37;  35,67;  34,45;  20,82;  9,03;  4,65;  2,78 o/^.  K.  hat 
diese  letztere  Bechnung  nicht  vorgenommen ;  denn  er  sagt  ganz 
allgemein :  »Mit  kleiner  werdenden  Längendifferenzen  zwischen 
Innen-  und  Aussenseite  muss  der  Neigungsvdnkel  wachsen.« 

Auf  Grund  dieses  an  sich  ganz  richtigen  Satzes  und  einiger 
TOD  ihm  ausgeführten  Messungen  glaubt  K.  einen  Beweis  für 
die  Reizbarkeit  erbringen  tu  können.  Ich  habe  für  zwei  der 
aafgestellten  Tabellen  die  Berechnung  der  Längendifferenzen 
xwischen  Aussen-  und  Innenseiten  durchgeführt;  es:  ergaben, 
sich  dabei  folgende  Resultate : 
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Tabelle  I  auf  9.  350. 


Durch- 
messer 

Neigungs- 

Lange der 
Concavs. 

Lange  der 
GoDvexs. 

Differenz 

Verkürzung  der 
Goncav-  gegea 

d.  Stütze 

winke  . 

'in  mm. 

die  Convexseite 

in  mm. 

in  mm. 

in  mm. 

m  ^. 

29 

36° 

442,6 

420,4 

7,8 

6,48 

28 

89*> 

443,2 

420,6 

7,4 

«,« 

22 

48*» 

94,5 

404,6 

7,4 

6,99 

47 

48" 

79,76 

86,44 

6,6 

7.69 

46 

48*» 

75,07 

84,72 

6,6 

8,44 

42,5 

50*»  (-54*») 

64,09 

67,54 

6,45 

9,65 

7 

58*» 

86,54 

42,88 

6,84 

44,78 

6 

59*» 

36,60 

42,22 

5,62 

4  3,34 

Tabelle  auf  S.  351 , 


Durch- 
messer 
d.  Stütze 

Neigungs- 
winkel. 

Lttoge  der 
Concavs. 

Läoge  der 
Convexs. 

Differenz 
in  mm. 

Verkürzung  der 
Concav-  gegen 
die  Convexaeite 

in  mm. 

m  mm. 

in  mm. 

inX. 

70*» 

45,9 

54,6 

5,7 

4  4,05 

65*» 

52,02 

58.48 

6,46 

44,05 

68*» 

83,04 

89,45 

6,44 

7,47 

68*» 

438,4 

444,54 

6,44 

4,25 

60*» 

249,9 

226,45 

6,55 

2,89 

62*» 

254,28 

260,43 

6,45     . 

2,86 

60*» 

282,74 

289,22 

6,48 

2,24 

56*» 

258,44 

265,66 

7,22 

2,72 

54*» 

272,6 

280,46 

7,56 

2,70 

50*» 

268,8 

277,05 

8,25 

2,98 

53*» 

802,77 

840,50 

7,73 

2.49 

50*» 

808,02 

84  4,29 

8,17 

2,66 

47*» 

822,46 

834,45 

8,59 

2,59 

43*» 

326,47 

835,73 

9,26 

2,76 

45*» 

855,48 

894,4 

9,0 

2,47 

Anmerkung.  Die  Art  der  Bereclinang  ist  folgende:  Ich  habe 
in  der  ersten  Tabelle  den  Durchmesser  des  Stengels  zu  4,5  mm,  io 
der  zweiten  —  da  der  Hopfen  dickere  Stengel  hat  —  zu  2  mm  ange- 
nommen. Den  angegebenen  Neigungswinkel  habe  ich  als  an  der  Con« 
cavseite  gemessen  betrachtet.  Auf  Grund  dieser  Annahmen  kann  man 
zunächst  die  Länge  der  Goncavseite  einer  Windung  leicht  berechnen 
(nach  der  Formel:  s  ^  trn  \\  -•-  tang'a)  und  auch  den  Neigungswin- 


kel der  Gonvexseite  finden  nach  der  Formel :  tang  ß  '• 


rtangi 


wo  h  den 


Radius  der  Stütze  vermehrt  um  den  Durchmesser  des  Stengels  bedeutet). 
Ebenso  wie  die  Länge  der  Goncavseite  kann  man  unter  Einführung  von 
h  und  tang  ß  die  der  Gonvexseite  berechnen. 
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Aus  diesen  Tabellen  gebt  bervor,  dass  gerade  an  dünnen 
Stützen  die  Längsunterscbiede  grösser  sind  als  an  dicken^  denn 
bei  einem  Sttttzendurcbmesser  von  6  mm  war  die  Concavseite 
gegen  die  Convexseite  um  43%,  bei  einem  Durchmesser  von 
^9mmnur  um  6%  kürzer;  äbnlicb  ist  das  Yerhaltniss  in  der 
f weiten  Tabelle.  Dies  ist  also  gerade  das  Gegentheil  von  dem^ 
was  K.  mit  seinen  Messungen  beweisen  wollte.  Ich  habe  mich 
bei  der  Berechnung  obiger  Werthe  genau  an  die  K/schen  Tabel- 
len gehalten  und  nur  in  I.  beim  Stützendurchmesser  42^5  mm 
den  Winkel  50<^  zu  Grunde  gelegt.   K.  giebt  50 — 54 o  an. 

Auf  S.  352  giebt  K.  einige  directe  Messungen  von  Aussen- 
nnd  Innenseite  eines  Galystegiastengels  und  auch  diese  Angaben 
beweisen  das  Gegentheil  von  dem ,  was  K.  durch  sie  beweisen 
will.  Folgende  Tabelle  giebt  eine  Uebersioht  hierüber: 


Dicke  der 

Stütze  in 

mm. 

Aussen- 
seite in 
mm. 

Innenseite 
in  mm. 

Differenz 
in  mm. 

Verkürzung 

derinnenseite 

gegen  die 

Aussenseite 

inX. 

Mittel  aus  je 

1  Messungen 

an  derselben 

Stütze. 

3.5 

5 

5 

40 

48 
65 
90 
59,6 
<0Ä,0 

36 

60 

77 

62,5 

93,5 

6 
5 
48 
7 
8,5 

7,7 
8,8 

}  <<X 

In  der  zweiten  Tabelle^  welche  Messungen  an  Menisper- 
mum  canadense  enthält,  stimmt  allerdings  die  procentuale  Be- 
rechnung besser,  wie  aus  Folgendem  hervorgeht: 


Stützendicke. 

Aussenseite. 

Innenseite. 

Differenz. 

X. 

83 

80 

8,5 

13 

97 

93 

4,^ 

88 

84,5 

3A 

4,0 

4S 

70 

67 

4,3 

43 

74,5 

68 

8,5 

4,d 

13,5 

68 

56 

9,7 

«3,5 

♦7 

41 

43,8 

33,5 

45,5 

43 

8,5 

7,9 

Dazu  ist  zu  bemerken,    dass  die  bedeutende  Differenz 
U,8%  wahrscheinlich  auf  einem  Beobachtungsfehler  beruht^ 
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der  ja  bei  der  Methode  des  Messens^  die  K.  anwandte,  sehr 
leicht  mttglicb  ist.  Ich  schliesse  dies  daraus,  dass  bei  Zugrunde- 
legung dieses  Werthes  und  der  StUizendicke  von  S2,5mmdie 
Berechnung  des  Neigungswinkels  ca.  iS^  ergiebt;  ein  so  ge- 
ringer Neigungswinkel  dürfte  wohl  kaum  vorkommen,  denn  der 
Grenzwerth  Hegt  jedenfalls  höher.  Mit  Ausnahme  dieser  letzte- 
ren sprechen  demnach  alle  von  mir  genauer  berechneten  Ta- 
bellen gegen  die  Annahme  der  Reizbarkeit;  denn  es  ist  selbst- 
verständlich;  dass  hierbei  nur  die  procentuale  Berechnung,  wie 
ich  sie  ausgeftlhrt  habe,  in  Betracht  kommen  kann.  Das  letztere 
•scheint  K.  übersehen  zu  haben,  sonst  würde  er  die  erste  Tabelle 
auf  S.  352  gewiss  nicht  als  Beweis  für  seine  Behauptung  be- 
trachtet haben. 

Beziehungen  zwischen  dem  Neigungswinkel  der  Windungen 
und  der  Dicke  der  Stütze  bestehen  ganz  sicher,  sie  beruhen 
aber  nicht  darin,  dass  von  der  dickeren  Stütze  eine  langer  an- 
dauernde Reizwirkung  ausgeübt  wird,  als  von  der  dttnnereD, 
sondern  der  Grund  für  diese  Beziehungen  ist  jedenfalls  in  der 
gebtropischen  Aufwärtskrümmung  der  oberen  Intemodien  zu 
suchen.  Ist  die  Stütze  dick,  so  wird  dieser  Aufwärtskrümmung 
sehr  bald  ein  Widerstand  entgegengesetzt,  ist  dagegen  der 
Durchmesser  gering,  so  kann  die  durch  den  Geotropismus  her- 
beigeführte Bewegung  fast  vollständig  ausgeführt  werden.  Es 
muss  demnach  bei  dünner  Stütze  der  Werth  des  Neigungs- 
winkels gross,  bei  dicker  Stütze  dagegen  geringer  sein ;  doch 
wird  er  in  dem  letzteren  Falle  einen  gewissen  Grenzwerth, 
der  von  den  Wachsthumsverhältnissen  der  einzelnen  Pflanzen 
abhängt,  nicht  überschreiten.  Dieser  Grenzwerth  liegt  nach 
den  jetzigen  Untersuchungen  zwischen  35®  und  40^.  Dass 
bei  dickeren  Stützen  eine  stärkere  Verkürzung  der  CoDcav- 
seite  gegen  die  Gonvexseite  als  bei  dünnen  stattfindet,  ist 
keineswegs  nothwendig,  kann  aber  unter  gewissen  Umständen 
eintreten. 

Aus  dem,  was  im  Vorstehenden  über  die  Versuche  K.'s  gesagt 
wurde,  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  von  einer  Reizbarkeit  in 
dem  Sinne,  wie  sie  K.  auffasst,  bei  den  windenden  Pflanzen 
nicht  die  Rede  sein  kann.  Damit  fällt  natürlich  die  Annahme, 
dass  der  £influss  der  Stütze  beim  Zustandekommen  der  Schrau- 
benwindungen als  eine  Reizwirkung  zu  betrachten  sei,  und  es 
bleibt  demnach  nur  die  andere  Annahme  übrig,  dass  nämlich 
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der  Widersland,  den  die  Stutze  den  Bewegungen  der  Stengel 
entgegensetzt,  einen  integrirenden  Factor  bei  der  Mechanik  des 
Windens  bilde. 

Das  Capitel  über  Torsionen  in  der  K/schen  Abhandlung 
erfordert  ebenfalls  eine  eingehendere  Besprechung. 

Es  ist  von  ScHWBNDBifiiausdrttcklich  hervorgehoben  worden, 
dass  der  Nullpunkt,  von  dem  Bum  beim  Messen  der  Torsionen 
aaszugehen  hat ,  sieh  mit  voller  Sicherheit  niemals  bestimmen 
bsse.  Es  rtthrt  dies  daher,  dass  bei  den  Biegungen,  welche  der 
Stengel  im  Verlauf  der  Windens  durchzumachen  hat,  die  Axen, 
vn  welche  die  Krümmungen  erfolgen,  verschiedene  Winkel  mit 
der  Langsachse  des  Stengels  machen.  Da  jedoch  in  den  meisten 
Fällen  jene  Achsen  unter  einem  spitzen  Winkel  gegen  die  Längs- 
achse geneigt  sind,  der  sich  nur  selten  einem  Rechten  nähert, 
fo  kann  man  mit  Recht  annehmen,  dass  sich  ein  gewundener 
Stengel  nahezu  wie  ein  Papierstreifen  verhält,  den  man  schrau* 
benlinig  um  einen  cylindrischen  Stab  herumwickelt.  Hierbei 
tritt  keine  wirkliche  Torsion  auf  und  es  bleibt  immer  dieselbe 
Seite  nach  aussen  gekehrt.  Wenn  man  demnach  diesen  Zustand 
als  Nullpunkt  wählt,  so  kommt  man  dem  thatsächlichen  Verbal-' 
ten  am  nächsten.  R.  nimmt  an,  dass  die  Krümmungen  um  eine 
lar  Achse  des  Stengels  senkrechte  Achse  erfolgen  und  dies  wäre 
auch  wirklich  der  Fall,  wenn  dieselben  ausschliesslich  durch 
Beizwirkung  und  Geotropismus  zu  Stande  kämen,  was  nach 
dem  Gesagten  nicht  möglich  ist. 

Aber  selbst  wenn  man  zugiebt,  dass  die  Krümmungen 
RDmer  in  jener  Weise  stattfinden,  so  lässt  sich  die  von  K.  wei- 
terhin dargelegte  Anschauung  von  dem  Verlaufe  einer  Längs- 
lone  an  dem  gewundenen  Stengel  nidit  damit  in  Einklang  ■ 
bringen.  Denn  betrachtet  man  die  Figur  9a,  6,  c,  welche  den 
Verlauf  einer  Längszone  an  einem  gewundenen  Stengel  dar- 
steilen soll  a]  bei  scheinbarer  Torsion,  b)  bei  wirklicher  hömo- 
dromer  Torsion,  cj«bei  wirklicher  antidromer  Torsion,  so  geht 
daraus  sofort  hervor,  dass  er  die  diesbezüglichen  Angaben 
ScHwiNDBifEt's  völlig  mi  SS  verstanden  hat.  NXgeli  und  Schwbn- 
Mfnü  haben  im  »Microscop«  fälschlich  angenommen;  dass  an 
eioem  nicht  tordirten  gewundenen  Stengel  immer  dieselbe 
Längszone  nach  einer  Seite  gekehrt  sein  müsse,  ScHWEifusüBR 
hat  nun  aber  in  seiner  Abhandlung  über  das  Winden  der  Pflan- 
xen  diese  Angabe  im  »Microscopa  ausdrücklich  berichtigt  und 
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auseinandergesetzt,  dass  an  einem  nicht  tordirten  Stengel,  des- 
sen Krümmungen  senkrecht  zu  seiner  Längsachse  erfolgen  — 
wie  ja  R.  annimmt  —  eine  Längslinie  nicht  immer  derselben 
Seite  zugekehrt  sein  kann,  sondern  eine  scheinbare  antidrome 
Torsion  erfährt.  Er  hat  dies  an  einem  Modell  deutlich  gemacht,  von 
dem  sich  in  Fig.  4  3  und  1 4  (a.  a.  0.)  eine  Abbildung  findet,  welche 
sofort  den  Verlauf  der  einer  Längsliuie  des  Stabes  entsprechen- 
den schwarzen  Linie  erkennen  lässt.    Er  hat  ausserdem  eine 
genaue  Berechnung  dieser  scheinbaren  Torsion  für  verschiedene 
Neigungswinkel  gegeben.    Von  einer  scheinbaren  Torsion  kann 
demnach  in  Fig.  9  a  —  die  K.'sche  Anschauung  von  der  Art  der 
Krümmungen  als  richtig  vorausgesetzt  —  gar  keine  Rede  sein, 
es  würde  vielmehr  eine  wirkliche  antidrome  Torsion  hier  vor- 
liegen.   Hiernach  sind  auch  die  Fig.  9  b  und  c  zu  beurtheilen. 
Wenn  K.  den  in  Fig.  9  a  dargestellten  Zustand  als  Nullpunkt 
annimmt,  so  ist  dies  eben  bei  seinen  Voraussetzungen  über  die 
Art  der  Krümmung  falsch,  und  folglich  sind  auch  seine  sämmt- 
lichen  Angaben,  die  auf  diese  Weise  gewonnen  wurden^  nicht 
den  Thatsachen  entsprechend. 

Was  K.  über  die  homodrome  Torsion  und  deren  Ursachen 
anführt,  ist  mir  zum  Theil  unverständlich  geblieben,  er  sagt: 
3>Die  homodrome  [Torsion]  entsteht  theils  aus  inneren  Wachs- 
thumsursachen  dadurch,  dass  die  peripherischen  Theile  des 
Stengels  mehr  wachsen  als  die  centralen,  theils  ist  sie  das  Re- 
sultat der  streckenden  Wirkung  des  negativen  Geotropismus 
der  windenden  Stengel;  denn  schon  dadurch,  dass  der  eine 
Spirale  bildende  und  torsionslose  Stengel  durch  den  Geotropis- 
mus bei  durch  die  Nutation  verhinderter  Rückwärtsbewegung 
(diese  Bedingung  ist  nicht  zu  übersehen)  der  Spitze  gestreckt 
wird,  erhält  derselbe  homodrome  Torsionen,  zu  welchen  sich 
die  erstgenannte  hinzugesellt.« 

Dass  die  homodromen  Torsionen  aus  inneren  Wachsthums- 
Ursachen  entstehen,  ist  zweifellos;  dass  aber  diese  in  der  Ver- 
schiedenheit des  Wachsthums  centraler  und  peripherischer  Par- 
tien zu  suchen  sind,  ist  keineswegs  erwiesen.  Doch  wenn  auch 
solche  Wachsthumsdifferenzen  vorhanden  wären  —  was  ja 
durchaus  nicht  geleugnet  werden  soll  —  so  würde  damit  allein 
keine  Erklärung  der  homodromen  Torsion  gegeben  sein,  denn 
es  könnte  in  Folge  dessen  ebenso  gut  eine  antidrome  Torsion 
auftreten. 
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ScHwiFiDENER  hat  ebenfalls  eine  Erklärung  der  homodromen 
Torsion  versucht,  die  mechanisch  wenigstens  exact  begründet 
ist,  aber  er  sagt  selbst,  dass  keine  Aussicht  vorhanden  sei,  die 
Frage  definitiv  zu  beantworten  ;  er  weist  auf  die  naheliegende 
Möglichkeit  eines  Zusammenhanges  zwischen  Nutation  und 
homodromer  Torsion  hin.  Die  Untersuchungen  Baranetzky^s 
haben  indessen  gezeigt,  dass  ein  solcher  "Zusammenhang,  wie 
ihn  ScHWEifDENER  annimmt,  nicht  vorhanden  sein  kann;  denn  es 
treten  starke  homodrome  Torsionen  auch  an  Stengeln  auf,  die 
man  langsam  um  eine  horizontale  Achse  rotiren  lässt,  bei  denen 
also  die. regelmässige  Nutation  sistirt  ist.  Man  kann  also  nach 
dem  jetzigen  Standpunkte  unserer  Kenntnisse  nur  soviel  mit 
Bestimmtheit  sagen,  dass  die  homodrome  Torsion  aus  inneren 
Wachsthumsursachen  entsteht;  Näheres  Über  diese Wachsthums- 
Torgänge  wissen  wir  nicht. 

Dass  der  Geotropismus  bei  der  homodromen  Torsion  zeit- 
^veise  mitwirkt,  ist  möglich  und  theoretisch  ganz  gut  construir- 
bar,  wie  ich  in  der  schon  öfters  erwähnten  kleinen  Mittheilung 
»Ueher  heliotropische  und  geotropische  Torsionen«  gezeigt  habe ; 
was  aber  K.  über  diesen  Punkt  sagt,  ist  mir  vollkommen  un- 
verständlich; was  soll  heissen  »der  Stengel  wird  durch  den 
Geotropismus  bei  durch  die  Nutation  verhinderter  Rückwärtsbe- 
wegung  der  Spitze  gestreckt  und  erhält  dabei  eine  homodrome 
Torsion«?  Die  Nutation  kann  überhaupt  keine  Bewegung  der 
Spitze  verhindern,  wohl  aber  ein  von  aussen  kommender  Wider- 
stand, z.  B.  eine  Stütze;  tritt  aber  eine  solche  Verhinderung 
der  Nntationsbewegungen  durch  eine  Stütze  oder  ein  beliebiges 
anderes  Hinderniss  ein ,  so  muss  stets  eine  der  Nutationsrich- 
tung  gegenläufige  Torsion  entstehen. 

Dass  die  von  mir  dargelegte  Möglichkeit  einer  homodromen 
Torsion  in  Folge  geotropischer  Wachsthumserscheinungen  für 
die  Erklärung  der  starken  homodromen  Torsionen  an  frei  nuti- 
renden  Sprossen  belanglos  ist,  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man 
bedenkt,  dass  auch  bei  verticaler  Lage  der  Krümmungsebene 
homodrome  Torsionen  sich  finden,  die  unmöglich  durch  den 
Geotropismus  hervorgerufen  sein  können. 

Betreffs  der  R.'schen  Ausführungen  über  die  Torsionen  ist 
im  Allgemeinen  dasselbe  zu  sagen,  was  oben  schon  über  die 
diesbezüglichen  Angaben  von  Sachs  und  Baranbtzky  ausge- 
sprochen wurde,  dass  nämlich  die  verschiedenen  Torsionsarten 
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nicht  richtig  auseinander  gehalten  werden  und  dass  somit  eine 
klare  Vorstellung  der  thatsächlichen  Verhältnisse  von  dem  ge- 
nannten Forscher  unmöglich  gewonnen  werden  konnte. 

Ich  wende  mich  nunmehr  noch  zu  dem,  was  R.  gegen  die 
Nothwendigkeit  der  Greifbewegung  ausführt.  Auf  S.  333  heissl 
es:  »Gegen  sie  [die  Greifbewegung]  sprechen  alle  Falle,  we 
Pflanzen  um  sehr  dicke  und  sehr  dünne  Stützen  winden ;  an 
ersteren  ist  das  Ergreifen  überhaupt  unmöglich,  an  letzteren  isi 
es  möglich,  kommt  aber  in  Wirklichkeit  nur  selten  vor.a  Was 
den  ersten  Punkt  betrifft,  so  ist  zunächst  die  Frage  aufzu* 
werfen,  was  K.  unter  lisehr  dicken  Stützen<i  versteht.  Es  ist 
selbstverständlich  und  wird  auch  wohl  von  Niemand  bezweifeli 
werden,  dass  für  jede  windende  Pflanze  ein  Grenzwerth  exi- 
stirt,  den  der  Durchmesser  der  Stütze  nicht  überschreiten  darL 
Es  hängt  dieser  Grenzwerth  von  den  WachsthumsverhäitnisseR 
der  betreffenden  Pflanze  ab.  Im  Allgemeinen  kann  man  wohl 
annehmen,  dass  dieser  Grenzwerth  durch  die  Länge  der  nuti- 
renden  Stengelpartie  gegeben  ist  und  zwar  in  der  Weise,  dasi 
eine  Stütze ,  deren  halber  Umfang  jener  Länge  gleichkommt^ 
noch  umwunden  werden  kann.  Bei  etwas  dickeren  Stützen 
wird  ein  normales  Winden  nur  unter  sehr  günstigen  Um- 
ständen eintreten  können,  wie  ich  oben  schon  bei  Besprechung 
der  BARANBTZKv'schen  Bemerkungen  über  diesen  Punkt  aus- 
einandergesetzt habe.  Da  ich  nicht  weiss,  was  R.  unter  sehr 
dicken  Stützen  versteht,  und  auch  nirgends  in  seiner  Ab- 
handlung etwas  darüber  angegeben  ist,  so  habe  ich  vorerst 
keine  Veranlassung,  mich  ausführlicher  gegen  diese  Behauptung 
zu  wenden. 

Dass  an  sehr  dünnen  Stützen  die  Greifbewegung  nicht  oder 
nur  sehr  selten  einträte,  ist  nicht  richtig.  Allerdings  kommt  ein 
Anlegen  der  äussersten  Spitze  an  die  Stütze  verhältnissmässig 
selten  vor.  Die  jüngsten  noch  kurzen  Internodien  zeigen 
überhaupt  keine  oder  nur  sehr  geringe  Nutationsbewegungen, 
sie  werden  vielmehr  passiv  durch  die  lebhaft  nutirendes 
älteren  Internodien  fortgeführt.  Eine  Greifbewegung,  bei 
der  die  ersteren  den  oberen  Contact  bilden,  kann  deshalb 
nicht  so  häufig  eintreten,  weil  die  dünne  Stütze  nicht  bei 
jedem  Nutationsumlauf  hindernd  im  Wege  steht  und  weU 
ausserdem  die  durch  den  negativen  Geotropismus  modificirten 
Bewegungen  oft  gar  nicht  so  ausgiebig  sind,  um  die  Spitze  bis 
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an  den  als  Stütze  dienenden  dünnen  Faden  hinanzuführen. 
Uebrigens  kommt  das  Anlegen  der  äussersten  Spitze  an  die 
Stütze  durchaus  nicht  so  selten  vor,  wie  man  nach  den  Bemer- 
kuegen  £/s  vermuthen  könnte,  denn  durchschnittlich  findet 
dasselbe  bei  drei  Nutationsumläufen  einmal  statt  und  zwar  des- 
halb, weil  in  dieser  Zeit  ein  früher  horizontal  liegendes  oder 
stark  geneigtes  Sprossende  sich  soweit  geotropisch  aufgerichtet 
hat,  um  nunmehr  seine  Nutationsbewegungen  um  eine  fast  ver- 
tical  stehende  Achse  ausführen  zu  können.  Sobald  dies  einge- 
treten ist,  muss  natürlich  auch,  wenn  nicht  besonders  ungünstige 
Umstände  dazwischen  treten,  die  Spitze  mit  dem  Faden  in  Con- 
tact  kommen.  Aber  um  diesen  Punkt  allein  handelt  es  sich  gar 
nicht  bei  der  Greifbewegung,  wie  Kohl  und  vor  ihm  auch 
WotTMAifN  (vergl.  Referat  in  der  Boten.  Zeitung  S.  573 — 575} 
aazunehmen  scheinen,  denn  das  am  meisten  wirksame  Ergrei- 
fen der  Stütze  findet,  falls  die  letztere  dünn  ist,  weiter  rück- 
wärts statt  in  jenen  Intemodien,  welche  in  Folge  der  lebhaften 
Nutation  und  des  negativen  Geotropismus  schon  eine  halbe  oder 
auch  ganze,  aber  dann  stets  lockere,  Windung  um  den  Faden 
bilden.  Hier  muss  bei  jedem  Nutationsumlauf  mindestens  ein- 
mal eine  Greifbewegung  stattfinden,  dazu  kommt  noch  derEin- 
fluss  des  negativen  Geotropismus,  da  die  hierdurch  veranlassten 
Bewegungen  wesentlich  in  gleichem  Sinne,  wie  die  Nutation 
wirken.  Dabei  ist  noch  zu  beachten,  dass  der  nutationsfähige 
Theil  des  Stengels  inclusive  der  noch  nicht  nutlrenden  Siusser- 
sten  Partie  immerhin  eine  Länge  von  48 — ^20  cm  bei  unserem 
Klima  angepassten  windenden  Pflanzen  erreicht  und  dass  in 
Folge  dessen  das  Sprossende  in  einer  Länge  von  5—4  0  cm  län- 
gere Zeit  sich  bewegen  kann,  ohne  die  Stütze  zu  berühren, 
während  die  zurückliegende  Partie  im  Stande  ist,  die  nothwen- 
digen  Greifbewegungen  auszuführen. 

Das  letztere  ist  natürlich  blos  möglich  bei  dünnen  Stützen, 
bei  dickeren  tritt  es  ja  auch  in  der  That  nicht  ein,  wie  K.  selbst 
zugiebt.  Kommt  der  Durchmesser  der  Stütze  dem  Grenzwerthe 
nahe,  so  muss  natürlich  die  nutationsfähige  Partie  in  ihrer  gan- 
zen Länge  zur  Herstellung  der  Greifbewegung  verwendet  werden, 
und  es  kann  in  diesem  Falle  ein  freies  Nutiren  des  Sprossendes 
nur  dann  stattfinden ,  wenn  durch  Zufälligkeiten  die  Spitze  von 
der  Stütze  abgerutscht  ist. 

Es  kann  demnach  bei  dünnen  Stützen  ein  regelmässiges 
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Winden  auch  dann  eintreten,  wenn  an  der  obersten  Partie  ver- 
hältnissmässig  selten  Greifbewegungen  stattfinden.  Ich  komme 
übrigens  auf  die  Vorgänge  beim  Winden  um  Faden  und  dergl. 
im  zweiten  Theile  noch  ausführlicher  zu  sprechen;  ich  wollte 
hier  nur  kurz  andeuten ,  dass  die  oben  citirten  Einwendungen 
K/s  nicht  berechtigt  sind. 

Auf  S.  333  unten  heisst  es :  »Das  Ergreifen  der  Stütze 
wiederholt  sich  nach  Sgbwendbner  in  ganz  unbestimmten 
Zwischenräumen y  der  Zeitpunkt,  wo  dieses  Ergreifen  stattfindet, 
ist  zufallig a;  und  weiterhin  auf  S.  334  oben: 

»Ein  Grund  für  eine  in  ganz  bestimmten  Perioden  zum  Er- 
greifen der  Stütze  führenden  Spannung  im  nutirenden  Stengel 
ist  durchaus  nicht  vorhanden.  Man  weiss  überhaupt  nicht,  wo- 
her jedesmal  die  grosse,  zum  Ergreifen  nöthige  Spannimg  kom- 
men soll ,  denn  diese  Spannung  müsste  doch  bedeutend  grösser 
sein,  als  die  im  einfach  nutirenden  Stengel.« 

Es  ist  nicht  wahr,  dass  nach  Sch^^-endener  das  Ergreifen  in 
ganz  unbestimmten  Zwischenräumen  stattfindet.  In  der  ganzen 
Abhandlung  Sghwendener's  findet  sich  keine  Bemerkung,  woraus 
dies  geschlossen  werden  könnte.  Es  ist  dies  auch  unmöglich, 
denn  es  würde  ja  der  Theorie  dieses  Forschers  widersprechen. 
Wenn  K.  die  Möglichkeit  einer  so  grossen  Spannung ,  wie  sie 
zur  Greifbewegung  nöthig  ist ,  nicht  zugeben  will,  so  ist  es  mir 
völlig  unverständlich ,  wie  er  späterhin  auf  S.  355  und  356 
sagen  kann ,  dass  die  antidromen  Torsionen  durch  den  Wider- 
stand der  Stütze  bedingt  würden.  Das  letztere  ist  ja  voll- 
kommen richtig,  es  ist  dasselbe ,  was  Schweicdener  auch  sagt; 
aber  wenn  K.  dies  zugiebt,  so  muss  er  doch  auch  das  Vorhan- 
densein einer  starken  Spannung  zugeben.  Denn  bei  den  Greif- 
bewegungen ,  bei  welchen  jene  Torsionen  erzeugt  werden ,  ist 
zugleich  mit  dem  Torsionsmoment  auch  ein  bedeutendes  Bie- 
gungsmoment vorhanden. 

Hiermit  will  ich  die  Besprechung  der  KoHL'schen  Arbeit 
beschliessen.  Ich  glaube  gezeigt  zu  haben ,  dass  einerseits  die 
Annahme  der  Reizbarkeit  eine  unbegründete  ist,  und  zweitens, 
dass  die  Einwendungen  gegen  die  Greifbewegung  in  keiner 
Weise  die  ScHWENDENER'sche  Theorie  erschüttern  können. 


SITZUNG  AM  15.  DEGEMBER  1884. 

W.  Scheibner.  Über  eine  Transformationsformel  für  Doppel- 
integrale. 

Die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  fx=sO  be- 
ruht darauf,  dass  der  Differentialquotient /^o?  nur  zwei  entgegen- 
gesetzte Werthe  annehmen  kann*.  Diess  folgt  z.  B.  aus  der  be- 
kannten Gleichung  ^  jr^  =  ö  ,   mithin  ist  if'xY  durch  eine 

ganze  Function  der  Coefficienten  —  die  Discriminante  —  ge- 
geben. 

Bei  zwei  Functionen  zweiter  Dimension  in  x  und  y  sind  im 
Allgemeinen  vier  Werthsysteme  xy  vorhanden,  für  welche 
/*=  ^  s=  0  ;  in  der  JACOBi'schen  Gleichung  (Grelle  Bd,  XIY  S.  286) 

d(a?y) 

steigt  die  Functionaldeterminante  auf  den  zweiten  Grad  und 
kann  vier  Werthe  annehmen.    Setzt  man  jedoch 

f^pxy-hp.x-hp^y-^p^  =  0 
9  =  qxy  +  q^x  +  ?,y  +  g,  =  0 

so  reduciren  sich  die  vier  Werthsysteme  von  xy  auf  zwei  (zwei 
Schnittpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln  rücken  ins  Unend- 
liche) und  die  Functionaldeterminante 

jj^  =  (Pi9-P94)^-*-(P9f-Pt9)y  +  P4  9i-Pf?i 
wird  linear.    Alsdann  bleibt  die  Gleichung  gültig 
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d{xy) 
SO  dass  wiederum  (rr^i    eine  ganze  Function  der  Coefficienten 
p  und  q  darstellt.   Man  erhält  mit  leichter  Mtthe 

=  (Pi9«  -P«9i  -P9,  -^PzQ)^  -  *(P9«  -P«?)  (P«?.  -Mt)- 
Schreibt  man  dafür  mit  abgekürzter  Bezeichnung 

so  hat  man  auch 

/^)*  =  (02-13)«- (42 +  03 +  02  + 43)  (42  +  03 -02- <3) 

=  (04-23)«-{42-03+OI +23)  (42-03-04 -23). 

Der  abgeleitete  Ausdruck  führt  zur  Transformation  eines 
DoppelintegralS;  analog  den  von  Jacobi  in  Bd.  8  u.  45  desCrelle- 
schen  Journals  behandelten  Fällen ,  in  denen  zwei  Doppelinte- 
grale  von  gleicher  Form  in  einander  transformirt  werden.  Hierzu 
betrachte  man  die  Coefficienten  p  und  q  als  Functionen  neuer 
Variabein  wzj  in  Bezug  auf  welche  f  und  q>  die  Formen  anneh- 
men sollen 

f  SS  rwz  +  r^w  +  i\z  +  r,  =  0 

y  eat  SWZ  +  S^'W  +  8^Z  +  5^  s=  0    . 

Alsdann  werden  die  Coefficienten  r  und  s  in  ahnlicher  Weise  ab- 
hängig von  X  und  y,  wie  p  und  q  von  w  und  z^  und  in  der 
Gleichung 

/dxdy  i*dwdx    • 


1)  Dass  die  JACOBi'sche  Form,  bei  welcher  der  Grad  des  Zfiblers 
»Iribus  iDferior  quam  summa  ordinum  ^  9p«  sein  soll,  io  solchen  Fällen 
ihre  allgemeine  Gültigkeit  verliere,  ist  von  Kronecker  hervorgehoben  und 
zugleich  betont  worden,  »dass  alsdann  ebenfalls  gewisse^  den  jACOBi'scben 
Relationen  entsprechende  Beziehungen  abgeleitet  werden  können«.  Siebe 
Berliner  Monatsberichte  1865,  S.  6891. 
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finden  sich  die  Yariabeln  getrennt,  >venn  man 

sabstituirt.  SelbstverstäDdiich  gehen  obiger  Gleichung  die  ana- 
log gebildeten 

dwdx  ___  dyd»  ,     dxdx         dwdy 

'Wvf  "^  öyy)  ^°^  w^  *^  "swr 


Aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ist  bekannt, 

dass  für 


,  dx 

du  SS- 


wird.    Ebenso  erhält  man  für 


wo  der  Bequemlichkeit  halber  (siehe  Rosbnhaik,  Preisschrift 

S.  422) 

yoolwv)  «  d(uf,  vt) 

9),o(tiv)  «  *,(iii,  vtl 
gesetzt  ist, 

5  [uv) 

oder 

.     I  dxdy 

Mxy) 
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Bestimmt  man  nun  die .  constanten  Goefficienten  in  den 
Functionen  f  und  9p  so,  dass 

so  hat  man  auch 

//»   dwdz 


Wenn  ein  Ausdruck  F{xy)  dxdy  doppelt  integrirt  werden 
soll,  so  pflegt  man  den  Umfang  des  Doppelintegrals  durch  An- 
gabe des  Bereichs  zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  x  und  y  varii- 
ren  sollen,  ebenso  wie  bei  einfacher  Integration  das  Integral 

Fxdx  dadurch  zu  einem  bestimmten  Integrale  wird,  dass  die 


/ 


Grenzen  oder  der  Integrationsweg  vorgeschrieben  werden.  Als 
unbestimmtes  Integral  gilt  die  Function  u  +  const.,  welche 
der  Differentialformel  du  =  Fxdx,  mit  anderen  Worten  der 

Gleichung  J^  s=  Fx  genügt.     In  analoger  Weise  können  wir 

von  einem  unZ^es^immten  Doppelintegrale  sprechen,  wenn  zwei 
Functionen  u  und  v  von  x  und  y  bekannt  sind,  welche  der  Diffe- 
rentialformel 

dudv  =  F[xy)dxdy 
mit  anderen  Worten  der  Relation 

IS  =  "M 

genügen.  Und  wie  man  das  einfache  bestimmte  Integral  —  von 
speciellen  Grenzwerthen  abgesehen  —  in  der  Regel  am  be- 
quemsten aus  dem  unbestimmten  ableitet,  so  wird  auch  der 
Übergang  zu  einem  Doppelintegrale  mit  bestimmtem  Integra- 
tionsbereiche in  der  reducirten  Form  Jjf dudv  ^Judv  in  der 
Regel  bequemer  zu  bewerkstelligen  sein  als  he\jfjf'F[xy)dxdy . 
Bei  dieser  Reduction  hat  man  als  charakteristisch  zu  beach- 
ten, dass  während  beim  einfachen  Integral  die  Function  u  bis  auf 
eine  Constante  bestimmt  ist ,  an  Stelle  von  u  und  t;  zwei  be- 
liebige Functionen  uv'  treten  können,  für  welche  die  Gleichung 
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^i^  =  \  erfüllt  ist.    Bezeichnet  man  daher  durch  w  und  tp 

o'uv) 

zwei  willkürliche  Functionen,  so  ergibt  sich 

/  /      V  f  .     /    .    /»  dt? 


""^M 


wenn  in  dem  partiellen  Differentialquotienten    j^  M^  durch  u' 

eliminirt  worden  ist.  Auch  können  hier  uv  und  w'v'  vertauscht 
werden.     Analog  lässt  sich  die  unbestimmte  Integration  der 

Differentialformel  dudv  =  F{xy)dxdy  oder  j|^  =  F[xy)  im 

allgemeinsten  Falle  auf  eine  Quadratur  zurückführen  mittelst 
der  Gleichungen 

w  =  9(^y)  »      v  =  V;u  +  C\^\ dy 


[F{xyn 


wenn  unter  dem  Integralzeichen  in  |   b<p    \  x  durch  u  eliminirt 

wird. 

'     F{x)dx  die  Gren- 

zen  gegeben  sind,  so  hat  man  noch  den  Integrationsweg  festzu- 
stellen, um  den  Werth  des  Integrals  ohne  Vieldeutigkeit  zu  er- 
ballen. Für  X  ^  t  -^  ui  geschieht  diess  durch  eine  reelle  Glei- 
chnng  q>  (tu)  =  0,  welche  für  t^  u^  und  t^  u^  erfüllt  sein  muss ;  man 
weiss,  dass,  von  singulären  Punkten  abgesehen ,  eine  Variation 
voD  (p  auf  den  Werth  des  Integrals  ohne  Einfluss  bleibt.  An 
Stelle  der  Gleichung  9)  =  0  können  i  und  u  auch  als  Functio- 
nen einer  unabhängigen  reellen  Variabein  p  gegeben  sein,  die 
innerhalb  des  Integrals  von  p^  bis  p^  wächst.  Man  wird  dem- 
nach sagen  können :  um  das  einfache  Integral  zu  einem  bestimm- 
ten zu.  machen,  hat  man  zunächst  ein  zusammenhängendes  Ge- 
biet von  einer  Dimension  aus  dem  j8t<;etdimensionalen  Gesammt- 
gebiete  der  complexen  Werthe  von  x  auszuscheiden,  etwa  unter 
dem  Bilde  der  durch  die  Gleichung  9  (tu)  =  0  gegebenen  — 
unbegrenzten  oder  geschlossenen  —  Curve,  und  dann  auf  dieser 
Curve  die  Strecke  von  x^  bis  x^  zur  Integration  zu  benutzen. 
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Um   Entsprechendes    für    Doppelintegrale  lfP(xy)dxdy 

leisten  zu  können ,  wird  man  ein  znsammenhfingendes  —  zu- 
nächst unbegrenztes —  Gebiet  von  jsu;et  Dimensionen  aus  dem 
vterdimensionalen  Gesammtgebiete  complexer  Werthe  von  x 
und  y  auszusondern,  und  auf  demselben  durch  eine  Gurve  oder 
eindimensionale  Begrenzung  denjenigen  Gebietstheil  zu  defini- 
ren  haben ,  über  welchen  die  Integration  der  Function  Pixy) 
sich  erstrecken  soIL  Ein  solches  unbegrenztas  Gebiet  liefert 
1«  B.  der  Complex  der  reellen  Werthe  von  x  »  t+.vi  und 
y  ss:  V  -h  wi  j  charakterisirt  durch  die  beiden  Gleichungen 
u  tt  0'  und  to  »  0  ;  in  diesem  Complexe  ist  dann  mit  Httlfe 
einer  (geschlossenen  resp.  unbegrenzten)  Grenzcurve  x  (^^)  ^  ^ 
der  eigentliche  Integrationsbereich  zu  bestimmen.  Im  allge- 
meinen Falle  wird  das  unbegrenzte  (geschlossene)  zweidimen- 
sionale Gebiet  dadurch  gewannen,  dass  die  reellen  Grössen 
tuvw  zwei  Gleichungen  q>{tuvw)  »  0  und  ilj[tuvw)  =  0  er- 
füllen sollen,  mittelst  deren  zwei  der  vier  Variabein  durch  die 
beiden  anderen  ausgedrückt  werden  können ,  oder  dass  diese 
vier  Variabein  als  Functionen  zweier  unabhängigen  reeDen  Va- 
riabein p  und  q  gegeben  sind.  Die  Grenzcurve  für  das  eigent- 
liche Integrationsgebiet  wird  dann  durch  eine  Gleichung 
X  ipq)  SS  0  zwischen  den  beiden  unabhängigen  Variabein  defi- 
nirt,  dergestalt,  dass  die  Ungleichung  x  <C  ^  d^i^  Integrations- 
bereich umfasst. 

Häufig  wird  indess  diese  Grenzcurve  dadurch  bestimmt  sein, 
dass  die  Werthe,  welche  die  (complexe)  Variable  x  an  der  Grenze 
annehmen  soi(,  nebst  den  zugehörigen  Werthen  der  zweiten  Inle- 
grationsvariabeln  y  gegeben  sind.  Mit  anderen  Worten,  fllr  die 
Grenzwerthe  soll  eine  Gleichung  y  ss  fx  bestehen,  in  welcher 
X  die  durch.  x(^^)  =  0  vorgeschriebenen  Werthe  durchlaufen 
soll.  Ist  nun  fx  im  engeren  Sinne  Funption  der  complexen  Va- 
riabein X ,  so  werden  dadurch  v  und  w  als  Functionen  von  ( 
und  u  bestimmt,  welche  den  bekannten  Differentialrelationen 


folglich 


hv        dw  ,    dv  du; 

5«  T«    "°^  ä^  =  -  77 


Jlf  +  ^2  =  0    und    -57«- -^^»^^ 
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genügen.  Es  würde  nnn  an  sich  Nichts  im  Wege  stehen,  durch 
y  SS  fx  oder  die  entsprechenden  Gleichungen  v  »  (p(tu], 
w  s  tlf{tu)  ein  unbegrenztes  zweidimennonales  Gebiet  zu  defi- 
niren,  in  welchem  die  gegebene  Grenzcurve  ;((tu)  c&O  enthalten 
ist,  und  auf  diese  Weise  das  Doppelintegral  zu  einem  völlig  6e- 
stimmten  tu-machen.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  in  diesem  Falle 

die  Functionaldelerminante  -v^  und  damit  der  Werth  des  be- 

stimmten  Integrals  bei  Einführung  der  reellen  Variabein  tu 
identisch  verschwindet. 

Übrigens  ist  aus  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials 
bekannt,  dass  wenn  die  Werthe  gegeben  sind,  welche  v  und  tu 
läDgs  der  Grenzcurve  ;( (<ti)  s  0  annehmen,  während  im  Innern 
{auf  einer  Seite)  derselben  überall 

ö'v        ö*i;        b^w        ö*u?         ^ 

sein  soll,  dadurch  die  stetig  variabeln  Functionen  v  ss  q>(tu) 
uDd  w  3s  tfj{tu) ,  und  somit  y,  vollkommen  bestimmt  sind.  Da- 
bei zeigt  sich,  dass  wenn  f^  und  /*,  zwei  willkürliche  Functionen 
bedeuten,  und 

sowie 

als  reelle  Integrale  der  Potentialgleichung  ausgedrückt  werden  ^ 
die  Gleichung  y  ss  fx  im  Sinne  des  Functionsbegriffs  com- 
plexer  Variabeln  nur  dann  hervorgeht,  wenn  die  längs  der 
Grenzcurve  gegebenen  Werthe  von  v  und  w  so  beschaffen  sind^ 
dass  f^  =^  ftf  °)it  anderen  Worten,  dass  die  Ausdrücke 

vdu  -h  wdt    oder    vdt  —  wdu 

vollständige  Differentiale  werden.  Ist  diess  nicht  der  Fall,  so 
bleiben  gleichwohl  v  ^  q)(ttij  und  w  =  if/{tu)  die  Gleichungen 
für  ein  zweidimensionales  Integrationsgebiet,  an  dessen  Begren- 
zung die  Integrationsvariabein  x  und  y  gegebene  complexe 
Werthe  annehmen,  und  alle  übrigen  zulässigen  Integrations- 
gebiete werden  durch  Variirung  der  Functionen  (p  und  i/j  her- 
vorgehen, wenn  dabei  nur  die  der  Grenzgleichung  x(£u)  s=  0 
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entsprechenden  Werthe  ungeSLndert  bleiben.  Dabei  wird  sich 
nach  Analogie  der  einfachen  Integrale  herausstellen ,  dass  eine 
solche  Variation  der  Functionen  <p  und  i^  erst  dann  von  Einfluss 
auf  den  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrals  werden  kann^ 
wenn  gewisse  singulare  Stellen  überschritten  werden. 

Die  vorstehenden  Andeutungen  mögen  genügen ,  um  zu 
zeigen,  wie  man  bei  Doppelintegralen  mit  complexem  Integra- 
tionswege zur  Reduction  auf  reelle  Variabilität  gelangen  könne. 


A.  Horwitz,  Über  Relationen  zwischen  Klassenanzahlen 
biniürer  quadratischer  Formen  von  negativer  Determinante,  Vor- 
gelegt von  Prof.  Klein, 

In  einer  Note,  welche  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom 
l\,  Nov.  4883  veröffentlicht  ist,  habe  ich  gezeigt,  wie  die  von 
Herrn  Klbin  sogenannten  Modularcorrespondenzen  mit  Hülfe 
der  ^-Functionen  mehrerer  Veränderlichen  analytisch  darge- 
stellt werden  können  i).  Seither  habe  ich  mein  Äugenmerk 
namentlich  auf  die  Verwendung  dieser  Entwicklungen  zur  Auf- 
stellung von  RlasseoziJilrelationen  gerichtet.  Ein  Theil  meiner 
diesbezüglichen  Untersuchungen  bildet  den  Inhalt  einer  in  den 
Mathematischen  Annalen  (Bd.  25}  demnächst  erscheinenden  Ab- 
handlung, in  welcher  ausser  allgemeinen  Ansätzen  insbesondere 
die  Ableitung  der  Klassenzahlrelalionen  der  7.  Stufe  enthalten 
Ist.  Im  Nachstehenden  erlaube  ich  mir  nun  die  Endresultate 
mitzutheilen ,  zu  welchen  mich  die  analogen  Untersuchungen 
für  die  41.  Stufe  geführt  haben;  die  Beweise  der  betr.  For- 
meln hoffe  ich  demnächst  andern  Orts  ausführlich  darlegen  zu 
können. 

Wie  bei  den  Klassenzahlrelationen  7.  Stufe  ausser  Theiler- 
snmmen  eine  höhere  zahlentheoretische  Function  rp  (n)  auftritt, 
^  kommen  in  den  Relationen  der  \  i .  Stufe  drei  höhere  zahlen- 


4)  Die  citirte  Arbeit  beschäftigt  sich  allerdings  nar  mit  speciellen 
Modolarcorrespondenzen ;  jedoch  lassen  sich»  -wie-  leicht  zu  erkennen, 
die  dort  angestellten  Betrachtungen  auf  beliebige  Modularcorrespondenzen 
übertragen. 
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theoretische  Functionen  vor,  welche  ich  mit  ViW»  V'iW? 
i/;,(n)  bezeichne. 

Diese  Functionen  sollen  hier  nur  für  durch  4 1  nicht  theil- 
bare  Werthe  von  n  definirt  werden;  überhaupt  mOge  der  Buch- 
stabe n  im  Folgenden  stets  eine  zu  4  4  theilerfremde  positive 
Zahl  bedeuten. 

Die  Function  xp^  (n)  hat  die  Bedeutung : 


V^i  W  «  T  ^^  I 


die  Summe  erstreckt  über  alle  diejenigen  Lösungen  der  Glei- 
chung 

4  n  =  x*  +  4  4  y* 

durch  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  cc,  y,  in  welchen  x 
quadratischer  Nichtrest  von  4  4  ist. 

Hiemach  wird  z.  B.  tp^(^)  =  4  ,  t/;J.3)  =  —  4  u.  s.  w., 
und  allgemein 

yj,(n)  =0, 

wenn  n  quadratischer  Nichtrest  von  4  4  ist. 

Zur  Definition  der  Functionen  tfj^  (n)  ,  yj^  (n)  ,  betrachte 
ich  die  Gleichung 

4  n  SB  o;*  4-  4  4  y*  +  J3*  +  4  4  u*  . 

Es  bezeichne  Z  (n)  die  Zahl  der  Lösungen  dieser  Gleichung 
in  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  x,  y,  z,  Uj  wobei 
jedoch  nur  solche  Lösungen  gezählt  werden  sollen ,  in  welchen 
X  ^  y  eine  gerade  Zahl  ist.  Unter  diesen  Z(n)  Lösungen  wähle 
man  ferner  diejenigen  aus,  in  welchen  eine  der  Zahlen  x,  s, 
X  ^  z,  X  -^  z  durch  4  4  theilbar  ist;  die  Anzahl  dieser  ausge- 
wählten Lösungen  sei  Z^  (n) .  Alsdann  hat  man  die  folgenden 
Definitionsgleichungen : 

wo  0(n)j  wie  auch  weiterhin,  die  Summe  der  Divisoren  von  n 
bedeutet.  Beispielsweise  ist  ^,(4)  •«  t/;,(4)  =  4,  rp^{i)  =  —  2, 
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^^(2)  =  \.  Die  zahlentbeoretischen  Functionen  tp^{n),  tp^{n), 
1^3  (n)  besitzen  für  jeden  Werth  des  Argumentes  n  positiv-  oder 
negativ-ganzzahlige  Werthe.  Bezeichnet  ferner  tp[n)  irgend  eine 
dieser  drei  Functionen,  so  besteht  für  irgend  zwei  zu  1 1  thei- 
lerfremde  Zahlen  n,  n'  die  Relation 


2"^^^) 


tfß(n).^(n']  ; 


hierbei  ist  die  Summe  zu  erstrecken  über  alle  gemeinsamen 
Divisoren  d  von  n  und  n\ 

Für  die  übrigen  in  den  Klassenzahlrelationen  \  1  .Stufe  auf- 
tretenden Grossen  gebrauche  ich  folgende  Bezeichnungen : 
Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  bedeutet 
H{m) 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  von  positiven  Formen 

ow*  -♦-  buv  -4-  cv* 
der  negativen  Determinante 

6*  —  4oc  =  —  m  , 

^obei  jedoch  die  Classen ;  welche  eine  Form  (a,  0,  a),  bez. 
(a,  a,  a)  enthalten,  nur  ^  bez.  \  Mal  zu  zählen  sind;  femer  soll 

ond  für  alle  negativen  und  gebrochenen  Werthe  von  m 

'  H(m)  =iO 
gesetzt  werden.   Weiter  ist  unter 

die  Summe  derjenigen  Divisoren  von  n  zu  verstehen,  welche 
kleiner  als  Vn  sind  und  deren  Quadrat  S  t  (mod.  4  4)  ist,  wobei 

la  dieser  Summe  noch  -^Vn  hinzuzufügen  ist,  falls  Yn   eine 

ganze  Zahl  und  n  s  t  (mod.  4  4)  ist. 

Endlich  werde  zur  Abkürzung  das  Summenzeichen 

eingeführt.    Falls  ä:sO  (mod.  4  4),  soll  die  Summe  über  alle 
positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  x  erstreckt  werden. 
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welche  5  0  (mod  i^)  sind ;  in  jedem  anderen  Falle  dagegen  über 
alle  positiven  ganzen  Zahlen  x,  deren  Quadrat  sA'  (mod.  11)  ist. 
Mit  dieisen  Bezeichnungen  stellen  sich  nun  die  13  RelatioDen 
der  1 1 .  Stufö  folgendermassen  dar: 

I.  Formeln,  in  welehen  n  Irgend  einen  qnadratlsclien  Klchtrest  tou     l 

11  bedeutet. 

/  5  .^H(4n  -  X«]  =  a>[n)  -  ip,(n]  -  \OU,on  • 
u 

5  .^Hiin  -  X»)  =  Ö>(n)  -  V;,{n)  -  6U^„  -&U^. 

5  .^HUn  -  X«)  =  ©  [n)  -  V.K  -  5t;,„  -  5 U,^  . 

lUn 

6  .^H[in  —  X»)  =  <D(n)  -+-  xp^{n)  +  2^,(n)   . 

2» 

6  .^H[\n  -  X«)  =  (D(n)  +  i^,{n)  -  V,{n)  . 

7n 

6  .^Hi*n  -  X»)  =  Ö>(n)  +  i/z.fn)  -  rp,[n)  . 


8n 


II.  Formeln  9  In  welchen  n  Irgend  einen  qnadratisdien  Rest  tor 

11  bedeutet. 

"^•[«(■"-«■^-«(-TrT-)] 

=  2<D{n)  +V;,{n)  -2i/;,(n)  . 

=  Ö>(n)-V,(n)-<Ot/-„. 

=  <D(ni  -  V,(n)  -  Sl/s«  -  5K,„  . 


5  .^H  (in  -  X») 

5  .^H^in  -  X») 

«tt 

6.^H{4n-x*) 

n 

6  .^H{kn  -  X») 
6.^H;4n-x») 


=  <P(n)-^.(")-5f^3»-5l^4„- 
=  <l)(n)  +  xp^{n]  ■+■  ^,(n)  —  t//,(n)  . 
=  ®  (n)  -  V;,  (n)  +  i/;,(n)  -  V,W  • 
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Die  beiden  von  Herrn  Gibrstbr  abgeleiteten  und  die  weite- 
ren fOnf  von  demselben  vermutheten  Formeln  ^]  stehen  im  Ein- 
klang mit  den  vorstehenden  Resultaten.  Die  Elimination  der 
Functionen  tp^{n)  und  tl^^in)  liefert  nämlich  eine  Reihe  von  For- 
melp,  welche  nur  nodi  die  Function  ^fß^  (n)  enthalten ;  unter  die- 
sen finden  sich  insbesondere  auch  die  GiERSTER'schen  Formeln, 
Wie  das  von  vornherein  zu  erwarten  stand. 

Königsberg  in  Pr.,  den  4.  December  1884. 


I)  MathemaUsche  Annalen,  Bd.  SS,  p.  SOI  — 106. 
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Preussische  Staatsschriften   aus  der  Regierungszeit  König  Friedrichs  II. 

Im  Auftrage  der  K.  Akad.  d.  Wissensch.  hrsg.  v.  J.  G.  Droysen 

und  M.  Duncker.  Bd.  2.  Berlin  4885. 
Anzeiger  der  Kaiser!.  Akad.  d.  Wissensch.  in  Wien.  Math.-phys.  Gl.  Jahrg. 

24  (4  884),  No.  28.  Jahrg.  22  (1885)  No.  4—24. 
Abhandlungen   d.    k.    k.    geologischen  Reichsanstalt.   Bd.   44,    Abth.  1. 

Wien  4885. 
Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4884,  No.  43— 18. 

Jahrg.   4  885,  No.   4—7. 
Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.   Jahrg.  4  884»  Bd.  34,  No.  4. 

4885.  Bd.  35,  No.  4—3.  Wien  4884.  85. 
Mitlheilungen  der  k.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  4884.  Bd.  27 

(N.  F.  Bd.  47).  Wien  4  884. 
Verhandlungen   der  k.  k.  zoologisch- botanischen   Gesellschaft  in  Wieo. 

Jahrg.  4884  (Bd.  84).  Jahrg.  4885  (Bd.  35),   I.  Halbjahr.  Wien  488«. 

85. —Wimmer, A.,  Personen-,  Ort-u.Sachregisterd. dritten  zehn- 
jähr. Reihe(4  874— 80)  der  Sitzungsberichte  u.  Ahhndl.  d.  k.k.  zool.- 

botan.  Gesellschaft.  Wren  4884. 
Astronomische,    magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der 

k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  im  J.  4884.  Jahrg.  45.  Hrsg.  v.  L.  Weinek. 

Prag  4885. 
Lotos.  Jahrbuch  für  Naturwissenschaft ,  im  Auftrag  des  Vereines  »Lolos» 

hrsg.  N.  F.  Bd.  6  (der  ganzen  Reihe  34.  Bd.}.  Prag  4885. 
Ordnung  der  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Univer- 

sitfit  zu  Prag  im  Wintersem.  4  885/86. 
Milthcilungen    des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen    in  Böhmen. 

Jahrg.  23,  No.  4—4.  Prag  4884.  85. 


Deutsche  Chroniken  aus  Böhmen,  hrsg.  v.  L.  Schlesinger.  Bd.  8  (Die 
ChronilLen  der  Stadt  Eger,  bearb.  v.  H.  Grad  J.  Im  Auftrage  d.  Ver- 
eins f.  Gesch.  der  Deutschen  in  Böhmen).  Prag  4  884. 

Mittheilungen  des  deutschen  Böhmerwaid bundes.  488S,  No.  i.  8.  Bud- 
weis  4  885. 

MittheiJungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  Heft  83.  Graz  4885. 

Berichte  d.  natnrwiss.-medizin.  Vereines  in  Innsbruck.  Jahrg.  44  (4883/84). 
Innsbruck  4884. 

Zeitschrift  des  Ferdinandeums  für  Tirol  u.  Vorarlberg.  3.  Folge.  Heft  28. 
29.  Innsbruck  4884.  85. 

Ungarische  Revue.  Mit  Unterstützung  d.  Ungar.  Akad.  d.  Wissensch.  hrsg. 
V.  P.  Hunfalvy  u.  Gust.  Heinrich.  4885,  H.  4.  Leipzig,  Berlin, 
Wien  4885. 

Mathematische  u.  naturwissenschaftliche  Berichte  aus  Ungarn.  Mit  Unterst, 
d.  Ungar.  Akad.  d.  Wissensch.  hrsg.  Red.  v.  J.  Fröhlich.  Bd.  2 
(Juni  4  883  bis  Juni  4884).  Budapest  4884. 

Viestnik  Hrvatskoga  arkeologickoga  DruStva.  Godina  VII,  Br.  4—4.  U 
Zagrebu  4885. 

Personalstand  u.  Ordnung  d.  öflentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs- 
Universität  zu  Czernowitz  im  Sommer-Sem.  4885. 

Reifenkugel,  K.,  Die  Bukowinaer  Landesbibliothek  und  die  k.  k.  Uni- 
versitäts-Bibliothek in  Czernowitz.   Czernowitz  4885. 

.Abhandlungen  der  historischen  Cl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  4  7 
[in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  58.  Bd.),  Abth.  2.  München  4  885. 

Abhandlungen  d.  mathemat.-physikal.  CI.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch. 
Bd.  45  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  58.  Bd.),  Abth.  4.  2,  Mün- 
chen 4884.  85. 

Abbandlungen  d.  philosoph.-philolog.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch. 
Bd.  47  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  59.  Bd.),  Abth.  4.  2.  Mün- 
chen 4884.  85. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-physikal.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  Jahrg.  4884,  H.  4.  Jahrg.4885,  H.  4—8.  München 4885. 

SilzuDgsberichte  der  philos.-pbilol.  u.  histor.  CI.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  Jahrg.  4884,  H.  5.  6.  Jahrg.  4885,  H.  4—8. 
München  4  885. 

Bezold,  Frdr.  v.,  Rudolf  Agricola  ein  deutscher  Vertreter  d.  i4al.  Renais- 
sance. Festrede  z.  Vorfeier  des  Allerh.  Geburts-u.  Namensfestes 
S.  M.  Ludwigs  II.  Königs  von  Bayern  gehalten  in  d.  öffentl.  Sitzung 
der  k.  bayer.  Ak.  d.  Wiss.  am  25.  Juli  4  884.  München  4  884. 

0hl  en  Schlager,  F.,  Sage  und  Forschung.  Festrede  gehalten  in  d.  öffentl. 
Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  zur  Feier  ihres  426.  Stiftungs- 
tages am  28.  März  4  885.  München  4885. 

Brinz,  Alois  v. ,  Zum  Begriffe  und  Wesen  der  römischen  Provinz.  Fest- 
rede z.  Vorfeier  des  Allerh.  Geburts-  u.  Namensfestes  S.  M.  Lud- 
wigs II.  Königs  von  Bayern  gehalten  in  d.  öffentl.  Sitzung  d.  k.  bayer. 
Akad.  d.  Wissensch.  am  25.  Juli  4  885.  München  4885. 

Hofmann,  Konr. ,  Johann  Andreas  Schmeller.  Eine  Denkrede.  München 
4885. 

Oertel,  K.,  Astronomische  Bestimmung  der  Polhöhen  auf  den  Punkten 
Irschenberg,  Höhensteig  und  Kampenwand,  München  4885. 


YI       

Monumenta  Tridentina.  Beiträge  z.  Geschichte  des  Concils  von  Trient,  vod 

Aug.  V.  D  ruf  fei.  H.  2.  (Jun.-— Dec.  1545).  München  1885. 
Sechsnndzwanzigste  Plenarversammlnng  der  histor.  Commission  bei  der  k. 

bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bericht  des  Secretariats.  Mttnchen  488S. 
Abhandlungen  der  Köoigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttiogen. 

Bd.  81,  aus  d.  J.  1884.  Göttingen  1884. 
J^achricbten .  von    der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 

Georg-Augusts-Universität  aus  d.  J.  1884.  Göttingen  1884. 
Neues  Lausitzisches  Magazin.    Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 

Wissensch.  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  Schön  Wälder.  Bd.  60,  H.  1 

Bd.  61,  H.  1.  Görlitz  1884.  85. 
Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.  Redig.  v.V.  Böbmert. 

Jahrg.  30  (1884),  H.  1 — 4  u.  Supplementheft  Dresden  1885. 
Jahrbuch  des  k.  sächsischen  meteorologischen  Institutes.  4884,  Jahrg.  i. 

Leipzig  u.  Chemnitz  1884. 
Dekaden-  u.  Monatsbericht  des  k.  sächsischen  meteorologischen  Institutes. 

1884,  Aug.—Dec.    Nebst  Beilage  zu  den  Dekaden  berichten  1884. 
Mit  fünf  Karten,  für  Jan. — April,  Juli— Dec.  Chemnitz  1884.  85. 

Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.   Jahrg.  19,  H.'4.  Jahrg.  iO, 

H.  1—3.  Leipzig  1884.  85. 
Kgl.  Sächsisches  Polytechnikum  zu  Dresden.  Ergänzung  zum  Programm  f.d. 

Studienjahr  1884/85,   enthalt,  d.  Verzeichniss  d.  VorJesungeo  f.  d. 

Sommersem.  1885.  — Programm  f.  d.  Studienjahr,  bez.  Wiotersem. 

1885/86. 
Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur- u«  Heilkunde  in  Dresden.  Sitzuogs- 

periode  1884—85.  Dresden  18S5. 
Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschafll.  GeselJschafl 

Isis  in  Dresden.    Uerausg.  v.  C.  Bley.    Jahrg.  1884,    Juli— Dec. 

Dresden  1885. 
Festschrift  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft  Isis  in  Dresden  z.  Feier 

ihres  50  jähr.  Bestehens  am  14.  Mai  1885.  Dresden  1885. 
Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf  d.  Jahr 

1880.  81.  82.  88.  84,  1.  II.  85.  Freiberg  1880—85. 
Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  1884  —  Jali 

1885.  Meissen  1885. 

Internationale  Zeitschrift  f.  allgemeine  Sprachwissenschaft,  hrsg.  v.  Tech- 

mer.  Bd.  1,  H.  1.  2.  Bd.  2,  H.  1.  Leipzig  1884.  85. 
Mittheilungen  des  Alterthumsvereins  in   Plauen  i./V.    Jahresschrift  1— S 

(auf  d.  J.  1875—83).  Fünfte  Jahresschrift  auf  d.  J.  1884—85.  Hrsg. 

V.  Job.  Müller.  Plauen  1880—85. 
Bericht  über  die  im  Jahr  1884  den  Herzog!.  Sammlungen  zugegangenen 

Geschenke.  Gotha  1 885. 
Zuwachs  der  Grossherzogl.  Bibliothek  zu  Weimar  in  d.  J.  1883  und  1884. 

Weimar  1885. 
Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.   Jahrg.  XVII, 

No,  18.  19.  Jahrg.  XVIII,  No.  1-17.  Berlin  1884.  85. 
Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  1878.  Dargestellt  von  d.  Physikalischen 

Gesellschaft  zu  Beriin.  Jahrg.  84,  Abth.  1—8.  Berlin  1883.  84. 
Publicationen  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Bd.  4, 

Tb.  1.  Potsdam  1885. 
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Hanck,  G.,  Die  Grenzen  ziK'ischen  Malerei  und  Plastik  und  die  Gesetze 
des  Reliefs.  Rede  gehalten  am  21.  März  1885.  Berlin  1885. 

Zweiundsecbzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vaterlän- 
dische Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten  und 
Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  1884.  Breslau  1885. 

Leopoldina.  Amtl.  Organ  d.  kais.  Leopoldinisch-Carolinisch-deutschen  Akad. 
der  Naturforscher.  H.  XX,  No.  S1— 24.  XXI,  No.  1—20.  Halle  1885. 

Abbandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  16,  H.  8. 
Halle  1885. 

Bericht  über  die  Sitzungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle  im 
J.  1884.  Halle  1884. 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.  Originalabhandlungen  u.  Berichte. 
Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle. 
4.  Folge,  Bd.  3,  1884  (d.  ganzen  Reibe  57.  Bd.),  H.  5.  6.  Bd.  4,  188& 
(d.  ganzen  Reihe  58.  Bd.),  H.  1—4.  Halle  1884.  85. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  1884,  H.  1—12.  Berlin  1885.  86. 

Verbandlungen  des  Vereins  f.  naturwissenschaftl.  Unterhaltung  zu  Ham- 
burg. Bd.  5.  1878—82.  Hamburg  1883. 

Zeitschrift  des  Vereins  für  Lübeckische  Geschichte  u.  Alterthumskunde. 
Bd.  4,  H.  3.  Lübeck  1884. 

Schriften  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Danzig.  N.  F.  Bd.  6,  H.  2. 
Danzig  1885. 

Schriften  der  physikal. -ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg.  Jahrg. 
25  (1884),  Abth.  1.  2.  Königsberg  1884.  86. 

Zeitschrift  der  historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  1 ,. 
H.  1.  2.  Posen  1885. 

13.  Jahresbericht  des  Westfälischen  Pro vinzial- Vereins  für  Wissenschaft  u. 
Kunst  für  1884.  Münster  1 885. 

Jahrbücher  des  Nassauschen  Vereins  für  Naturkunde.  Jahrg.  37.  Wies- 
baden 1884. 

Sitzungsberichte  der  physikal. -medicinischen  Societät  in  Erlangen.  Heft  16. 
Erlangen  1884. 

Jahresbericht  der  naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  1884  (Nebst 
Abhandlungen,  Bd.  8,  Bogen  1.  2).  Nürnberg  1885. 

Anzeiger  des  Germanischen  Nationalmuseums.  Bd.  1,  H.  1  (Jahrg.  1884)» 
—  Mittheilungen  aus  dem  Germanischen  Museum.  Bd.  1,  H.  1 
(Jahrg.  1884).  —  Katalog  der  im  Germanischen  Museum  befindlichen 
Glasgemälde  aus  älterer  Zeit.  Nürnberg  1884. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  Jahrg. 
1884.  Würzburg  1884. 

Verhandlungen  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  18.  Würzburg  1884. 

Württembergiscbe  Vierteljahrsbefle  für  Landesgeschichte.  Hsg.  v.  d.  Kgl. 
Statist.-topogr.  Bureau.   Jahrg.  7  (1884),  H.  1—4.  Stuttg.  1884.  85. 

Jahresbericht  des  physikalischen  Vereins  zu  Frankfurt  a/M.  f.  d.  Rechnungs- 
jahr 1883—84.  Frankfurt  a/M.  1885. 

24.  und  25.  Bericht  über  die  Tbätigkeit  des  Offenbacher  Vereins  für  Natur- 
kunde. Vereinsjabr  1882— 84.  Offenbach  1885. 


Till     

"Verhandlangen  des  naturbistor.-medicin.  Vereins  zu  Heidelberg.   N.  F 

Bd.  3,  H.  4.  Heidelberg  4  885. 
Verhandlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Geseilschaft  in  Luxem 

d.  4  6. — 1 8.  Sept.  i  884  (67.  Jahresversammlung).  Jahresberichte 883/84. 

Luzem  1884. 
-Archives  des  sciences  physiques  et  naturelles,  Nov.  D^c.  4884:  Compte- 

rendu  des  travaux  präsentes  ä  la  67.  session  de  laSocii^tö  Helv6tique 

des  sciences  naturelles  räunie  k  Luceroe  les  46 — 48.  Sept.  4884.  Ge- 

növe  4884. 
Neue  Denkschriften  d.  allgero.  Schweizerischen  Gesellschaft  für  die  ge- 

sammten  Naturwissenschaften.  Bd  29,  Abth.  4.  Basel  4884, 
Beiträge  zur  vaterländ.  Geschichte.   Hrsg.  v.  d.  Historischen  u.  Antiqua- 
rischen Gesellschaft  in  Basel.  N.  F.  Bd.  2  (der  ganzen  Reihe  4  2.  Bd. . 

H.  4.  Basel  4885. 
Verhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.   Th.  7,  H.  3. 

Basel  4885. 
Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  4884, 

H.  2.  3  (No.  4083—4402).  4885,  H.  4  (No.  4403—48).  Bern  4884.  85. 
Vierzehnter  Jahresbericht  der  historisch-antiquarischen  Gesellschaft  von 

Graubünden.  Jahrg.  4884.  Chur  4884. 
Lemnius,  Simon-,  Die  Haeteis.  Epos  in  9  Gesängen.  Unter  Veranstaltung 

d.  hist.-antiquar.  Gesellschaft  Graubündens  hrsg.  v.  P.  Plattner. 

Chur  4874. 
Jahresbericht  der  naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F.  Jahrg. 

27  (Vereinsjahr  4882/83).    28  (Vereinsjahr  4883/84).    Chur  4884.  85. 
M^moires  de  la  Soci^t^  de  physique  et  d'hisloire  naturelle  de  Gen^ve.  T.  28, 

P.  H.  29,  P.  I.  Genöve  4888~-85. 
Vierteljabrsschrift  d.  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  26—19. 

Zürich  4884—84. 
Versiegen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letler- 

kunde.  HI.  Reeks,  Deel  4.  Amsterdam  4884.  Afdeel.  Natuurkunde. 

II.  Reeks,  Deel  49. 20.  Amsterdam  4  884.  —  Naam-  en  zaakregister  op 

de  Versl.  en  Meded.,  Afd.  Natuurk.,  II.  Ser.,  D.  4 — 20.  Amsterdam 

4884. 
Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 

4883. 
.Processen- verbaal  van  de  gewone  Vergaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
.tensch.  .te  Amsterdam.  Afdeel.  Natuurkunde.  Mei  4883— Maart4884. 
Programme  certaminis  poetici  ab  Acad.  Reg.  disciplin.  Neerlandica  ex  legato 

Hoeufftiano  anno  4  885  indicti. 
•Esseiva,  Petr.,  Jaditha.  Praemio  aureo  orn.  in  certaminepoet.Hoeufftia- 

no.  Acced.  Carmen  laudatum.  Amstelod.  4884. 
•Bijdragen  tot  de  Dierkunde,  uitg.  door  het  Genootschap  'Natura  artis  ma- 

gistra'  te  Amsterdam.  Aflev.  44.  42.  .Amsterdam  4885. 
•Annales  de  l'fcole  Polytechnique  de  Delft.  Ltvr.  4.  2.  Leide  4  884.  85. 
Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  MaatschappiJ  der  Nederlandscfae 

Letterkunde  te  Leiden  over  het  jaar  4884.  Leiden  4884. 
Levensberigten  der  afgestorvene  roedeleden  van  de  Maatschappij  der  Neder- 

landscbe  Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingen  van  4884. 

Leiden  4  884. 


Nederiandsch  kruidkmidig  Archief.  Verslagen  en  Mededeelingen  der 
Nederlandsche  botanische  Vereeniging.  Ser.  II.  Deel  4 »  St.  4. 
Nijmegen  4  885. 

Programme  de  laSoci^tö  de  Philosophie  exp^rimentale  de  Rotterdam.  1884. 

Aanteekeoingen  van  bei  verhandelde  in  de  sectie-vergaderingen  van  het 
.  Provinc.  Utrechische  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen, 

ter  gelegenheid  van  de  algem.  vergaderingen  gehouden  d.  27.  Juni 

4882;  d.  26.  Juni  4883.  Utrecht  4882.  83. 
Verslag  van  het  verhandelde  in  de  algem.  vergader.  van  het  Provinc.  Ut- 

rechtsche  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,   gehouden  d. 

27.'  Juni  4882,  d.  26.  Juni  4883,  24.  Juni  4884.  Utrecht  4882—84. 

IsFaels,  A.  H.,  en  C.  E.  Daniels,  De  Verdiensten  der  Hollandsche  ge- 
leerden  ten  opzicbte  van  Harveys  leer  van  den  bloedsomloop.  Met 
goud  bekroond.  Uitg.  door  het  Provinc.  Utrechtscbe  Genootschap  v. 
kunsten  en  wetenschappen.  Utrecht  4  883. 

Plaats,  J.  D.  van  der.  De  plaatsbepaling  bij  de  aromatische  lichamen. 
Prijsvraag  uitgeschr.  door  het  Prov.  Utrechtscbe  Genootsch.  v.  kun- 
sten en  wetenschappen.  Mit  goud  bekroond.  Utrecht  4883. 

Qaestions  mises    au  concours  par  la  Sociätö  des  arts  et  des  sciences 

^tablie  ä  Utrecht,  4885. 
Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 

Utrecht.  Deel  8.  Utrecht  4885. 
Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.  S.  38.  39. 

Utrecht  4884. 
Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiolog.  Laboratorium  d.  Utrechtscbe 

Hoogeschool.  Uitgeg.  door  F.  C.  Donders  en  Tb.  W.Enge  Im  ann. 

Derde  Reeks,  IX.  Utrecht  4  884. 
Archives  nöerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,   publikes  par 

la  Soci^lö  Hollandaise  des  sciences  ä  Harlem.   T.  49,  Livr.  4.  5. 

T.  20,  Livr.  4—3.  Harlem  4884.  85. 
Programma  van  de  Hollandsche  Maatschappij  der  Wetensch.  te  Haarlem 

voor  het  jaar  4885. 
Archives  du  Musöe  Teyler.    S6r.  II.   Vol.  2,   P.  2.    Harlem  4885. 

Vcrbandelingen  rakende  den  naluurlijken  en  geopenbaarden  godsdienst, 

uitg.  door  Teylers  Godgeleerd  Genootschap.   N.  S.   Deel  44,   St.  2. 

Haarlem  4885. 
Recueil  des  m^moires  et  des  travaux  publi6s  par  la  Soci^tä  Botanique  du 

Grand-Duch^   de  Luxembourg.     No.  9.   4  0^(4  883.  84).    Luxemb. 

4885. 
Bulletins  de  TAcädämie  Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts 

de  Belgique.  Ann6e  52  (4  883),  T.  6.  Ann^e  53  (4884) ,  T.  7.  8.   Bru- 

xelles  4  883.  84. 
M^moires  de  l'Acadömie  Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts 

de  Belgique.  T.  45.  Bruxelles  4884. 
M^moires  couronnös  et  M^moires  des  savants  ^trangers,  publ.  p.  TAcad.  R. 

des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  45.  46. 

Bruxelles  4883.  84. 
M^moires  couronn^s  et  autres  M^moires  publ.  p.  TAcad.  R.  des  sciences, 

des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  CoUection  in  -  8^.  T.  86. 

Bruxelles  4884. 


Annuaire  de  l'Acad.  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Bel- 
gique.  Ann^e  50  (4  884).  5i  (4885).  Bruxelles  1884.  85. 

Annales  de  la  Soci^t6  entomologique  de  Belgique.  T.  28.  29,  P.  4.  Bru- 
xelles 4  884.  85. 

Bullettino  dell'  Instituto  di  corrispondenza  archeologica  per  Tanno  4884, 
No.  42  (und  Elenco  de'  participanti  alla  fine  dell'  anno  4884).  4885, 
No.  4—44.  Roma  4885. 

Atti  della  R.' Accademia  de'Lincei.  Serie  III.  Memorie  dellaClasse  di  scienze 
fisiche,  matemat.  e  naturali.  Vol.  4  4 — 47.  Roma  4  883.  84.  —  Memorie 
della  classe  di  scienze  morali,  storiche  e  ßloiogiche.  Vol.  8. 4o.  41. 
Roma  4883.  —  Transunti  Vol.  8,  Fase.  46.  Roma  4884.  —Serie IV. 
Rendiconti.  Vol.  4,  Fase.  4—4  4.  4  6—49.  24—26.  Roma  4884.  85. 

Osservazioni  meteorologiche  fatte  al  R.  Osservatorio  del  Campidoglio.  Dal 
Luglio  al  Dicembre  4  884.  Estratto  dagli  Atli  della  R.  Accad.  dei 
Lincei.  Roma  4  885. 

Memorie  del  R.  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  lettere 
e  scienze  mor.  epolit.  Vol.  4  5,  Fase.  2.  Milano  4  885. 

Reale  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  47. 
Milano  4  884. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XX,  Disp.  4—8. 
Torino  4  885. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Ser.  II,  T.  36. 
Torino  4  884. 

L'Ottica  di  Claudio  Tolomeo,  da  Eugenio  ridotta  in  latino,  ora  per  la 

prima  volta  pubbl.  da  Gilb.  Govi.  Torino  4  885. 
Programm  für  den  fünften  Bressa'schen  Preis.  Turin  4  885. 

BoUettino  meteorologico  ed  astronomico  dell'  Osservatorio  della  R.  Univer- 
sitä  di  Torino.  Anno  49  (4  884).  Parte  meteorologica.  Torino  4885. 

E^bblicazioni  del  R.  Istituto  di  studi  superiori  pratici  e  di  perfezionamento 
in  Firenze.  Sezione  di  filosoßa  e  filologia.  Cbiappelli,  Aless., 
Della  interpretazione  panteistica  di  Piatone.  Firenze  4884.  —  Sezione 
di  medicina  e  chirurgia  e  Scuola  di  farmacia.  Archivio  della  Scuoia 
d'anatomia  patologica,  dlrelto  da  G.  Pellizzari.  Vol.  4.  Firenze 
4  884.  —  Sezione  di  scienze  fisiche  e  naturali.  Rovighi,  A., 
e  G.  S a  n  t  i  n  i ,  Sülle  convulsioni  epiletticbe  per  veleni.  Firenze 4 882. 

Atti  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie, 
Vol.  6,  Fase.  2.  Pisa  4885. 

Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 
Vol.  4,  adunanza  del  4  4.  Die.  4  884,  22.  Marzo,  28.  Giugno  4885. 

Decimo  Anniversario  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  e  cinquante- 
simo  d'insegnamento  del  prof.  Gius.  Meneghini,  4  4.  Dec.  4884.  Pisa 
4885. 

Annali  della  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Della  Serie  Vol.  7  (Filos. 
e  Filol.,  Vol.  4).  Pisa  4  884. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Ser.  VI.  T.  2,  Disp.  3 
— 4  0.  T.  3,  Disp.  4—9.  Venezia  4883—85.  —  Temi  di  premio  pro- 
posti  nella  solenne  adunanza  del  4  5.  Agosto  4885. 

.Memorie  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Vol.  22,  P.  4.  S. 
Venezia  1884.  85. 
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Giornale  di  scienze  natural!  ed  economiche,  pubbl.  p.  cura  della  Societä 
di  scienze  nat.  ed  econom.  di  Palermo.  Vol.  46  (Anno  4883 — 84). 
Palermo  4884. 

Reodiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo.  Marzo  4  884 — ^Marzo  4885. 
Palermo  4885. 

'AwpafT)  T&v  in\  t6  d%ah.  Sxoc  4884/85  dpYwv  tou  'EOvixoS  naveirtoT7iu.(ou. 
•AiVjvTjoiv  4884. 

K  j  p  i  o X 6  c ,  n.  r.,  Td  xaT«  ttjv  xeaoapaxooT^jv TeTdp'nQv  Ttpoxavelav  toü 'EövixoD 
JlaveiriOTT^fJilou.  'AdtjvTjoiv  4884. 

K(»5T7)c,  K.  N.,  Ilepl  dfiixVjpiaTO«  %a\  itotvfjc  iv  t^  ipx*^^'  iXX7)vix^TpaY«p5(qt, 
'Ad-^vTjaw  4885. 

Philosopbical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  year  4884. 

Vol.  475,  P.  4.  2.    London  4  884.  85.  —  The  R.  Society,   4,  Dec. 

4884  (List  of  the  members). 
Proceediogs  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  XXXVII,  No.  282—84.  Vol. 

XXXVIII,  No.  235—38.  VoL  XXXIX,  No.  239.  London  4884.  85. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britain.   Vol.  XI,  P.  4   (No.  78). 

London  4885. 
Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society.  Vol.  48  (4884),  P.  2.  London  4885. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  45,  No.  229 — 232. 

Vol.   46,    No.  233—252.    London   4884.   85.  —  List  of  members, 

43tb  Nov.  4884.  London  4884. 
JoQrnal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 

Proceedings.  Ser.  II.  Vol.  4,  P.  5.  Vol.  5,  P.  4—6.  London  4884.  85. 

Report  on  the  scientific  resolts  of  the  exploring  voyage  of  H.  M.  S.  Chal- 
lenger,  4  873—76.  Narrative,  Vol.  4,  P.  4.  2.  Zoology,  Vol.  4  4—43. 
London  4884.  85. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Philosopbical  Society.  Vol.  5,  P.  4—4.  Cam- 
bridge 4  884.  85. 

TraDsactions  of  the  Cambridge  Philosopbical  Society.  Vol.  4  4,  P.  4.  Cam- 
bridge 4885. 

Records  of  the  tercentenary  festival  of  the  University  of  Edinburgh  cele- 
brated  April  4884.  Edinburgh  and  London  4885. 

Address  to  the  students  of  the  University  of  Edinburgh  by  Sir  Alex.  G  rant, 
delivered  on  28^^  Oct.  4  884.  Edinburgh  and  London  4884. 

Proceedings  of  the  R.  Physical  Society.  Vol.  4  (Session  4874—78)  —  8, 
P.  2  (4884—85).  Edinburgh  4878—85. 

Transactions  of  the  Edinburgh  Geological  Society.    Vol.  4,  P.S.   Vol.  5, 

P.  4.  Edinburgh  4883.  85. 
The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  4,  P.  5.  6. 

Dublin  4  884.  85. 
The  scientific   Transactions  of  the  R.  Dublin  Society.    Ser.  II.    Vol.  3, 

No.  4-6.  Dublin  4884.  85. 
Joarnal  de  l'Ecole  polytechnique ,  publ.  p.  le  Conseil  d'instruction  de 

cet  Etablissement.  Cab.  54.  Paris  4884. 

Bulletin  de  la  Soci6iö  mathömatique  de  France.   T.  4  2,  No.  5.  6.  T.  4  3, 

No.  4—5.  Paris  4  884.  85. 
Travaux  et  M^moires  du  Bureau  international  des  poids  et  mesures,  puM. 

sous  l'autoritE  du  ComitE  international.  T.  4.  Paris  4885. 
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Revue  internationale  de  Mectricit^  et  de  ses  applications.  Ann^el.No.  M 
Paris  4885. 

M^moires  de  la  Soci^tä  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
III.  S^rie.  T.  4.  Paris  4884. 

Mämoires  de  la  Sociätä  Nationale  des  sciences  naturelles  de  Cberbourg. 
T.  24  (III.  S6r.  T.  4).  Paris,  Cherbourg  4  884.  —  Catalogue  de  la 
bibliotb^ue  de  la  Soc.  Nationale  des  sciences  nat.  de  Cberbourg, 
r6d.  p.  A.  Le  Jolis.  2.  Partie,  Livr.  3.  Cberbourg  4883. 

M^moires  de  TAcad^mie  des  sciences,  belles-lettres  et  arts  de  Lyon.  Classe 
deslettres.  T.  24.  22.  Classe  des  sciences.  T.  27.  Paris,  Lyon  4  884. 85. 

Acad^mie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  M^moires  de  la  section  des 

lettres.  T.  7,  Fase.  2  (Ann6es  4883—84).  —  Mömoires  de  la  section 
.   de  mödecine.  T.  5,  Fase.  3  (Annöes  4880—84).  —  M^moires  de  la 

section  des  sciences.  T.  4  0,  Fase.  3  (AnD^es4883 — 84).  Montpellier 

4884. 
Bulletin  de  la  Soci^tä  des  sciences  de  Nancy  (ancienne  Socidtö  des  sciences 

naturelles  de  Strasbourg).  S6r.  11.  T.  7,  Fase.  4  7.  Annäe  4  7  (4884). 

Paris  4  885. 
Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.   Ano  de  4  885.    Madrid  d.  J. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  Programaparalosconcursos 

ordinarlos  de  4886  y  4887. 
Bru  del  Hierro,  Carlos,  Estudio  sobre  la  proporciön  entre  la  gravedad 

de  los  delitos  y  de  las  penas.   Memoria  premiada  con  accössit  por  la 

R.  Academia  de  ciencias  mor.  y  pol.  Madrid  4  885. 
Anales  del  Institute  y  Observatorio  de  marina  de  San  Fernando,  publ.  p. 

C.  Pujazon.  Seccion  2.  Observaciones  meteorolögicas.  Ano  4883. 

84.  San  Fernando  4  884.  85. 
Jornal  de  sciencias  matbematicas  e  astronomicas,   p.  p.  G.  Texeira. 

Vol.  6,  No.  4.  Coimbra  4885. 
Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 

aaret  4884,  No.  3.  4885.  No.  4.  2. 
Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.   Naturvid.  og  matbe- 

mat.  Afd.  6.  Raßkke.  Bd.  4,  No.  4  4.  Bd.  2,  No.  7.  Bd.  3,  No.  4.  3. 

Kj0benhavn  4  885. 
Regesta  diplomatica  bistoriae  Danicae,   cura  Soc.  Reg.   scient.  Danicae. 

Ser.  II.  T.  4,  Fase.  4.  Kjebenbavn  4  885. 
Libri  memoriales  Capituli  Lundensis.  Paa  ny  udg.  ved  C.  Weeke.  Hefte  4. 

Kjebenhavn  4  884. 
Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiquitets  Akademiens  Handlingar.  Del  28 

(N.  F.  Del  8),  I.  Del  30  (N.  F.  Del  4  0).  Stockbolm  4  885. 

Kongl.  Villerbels  Historie  och  Antiquitets  Akademiens  Manadsblad.  Arg.  43 
(4884).  Stockholm  4  884— 85. 

Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige ,  utg.  of  Kongl.  Vitterhets,  Historie  och 
Antiquitets  Akademien  genom  Bror  Emil  Hildebrand.  Delen  7, 
H.  4.  Stockholm  4  884—85. 

Entomologisk  Tidskrift,  pä  föranstaltende  af  Entomologiska  Föreningen 
i  Stockholm  utg.  af  Jac.  Spängberg.  Arg.5  (4884),  H.  3.  4.  Stock- 
holm d.  J. 

Acta  üniversitatis  Lundensis.  Lunds  üniversitels  Ärs-Skrift.  T.  49  (4884— 
83),  I— IV.  T.  20  (4  883—84),  1— IV.  Lund.  d.  J. 
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LundsüniversUets-Biblioteks  Accessions-Katalog.  1883. 4884.  Lund  4884. 85. 
Nova  Acta  Heg.  Societatis  scientiarum  üpsaliensis.  Ser.  III.  Vol.  XII,  Fase.  2. 

üpsaliae  4  885. 
Bulletin  meosuel  de  l'Observatoire  mötäorologique  de  rOniversitö  d'Cpsal. 

Vol.  46  (4884).  Upsal  4884~'85. 
Brito  Gapello,  J.  C.  de,  et  H.  Hildebrand  Hildebrandsson,  Rapport 

au  Comitö  m^töorologique  international.  Upsala  4885. 
Forhandiinger   i  Videnskabs-Selskabet  i  Christiania.     Aar  4884  u.  4884^ 

No.  4—46.  4885  No.  4.  3.  6—8.  40.  Christiania  4884.  85. 
Vaodstandsobservationer.    Udg.  af  den  Norske  Gradmaalingskommission. 

Hefte  3.  Christiania  4885. 
Publication  d.  Norwegischen  Commission  der  Europäischen  Gradmessung. 

Geodätische  Arbeiten,  H.  4.  Christiania  4885. 
Deo  Norske  Nordhavs-Expedition  4876 — 78,   XII.  Zoologi.  Danielssen, 

D.  C,  og  Joh.  Koren,  Pennatulida.  XIII.  Zoologi.    Hansen,  G. 

Armauer,  Spongiadae.  XIV.  Zoologi.  Sars,  G.  0.,  CrustacealA.  IB. 

Christiania  4  884.  85. 
Tromse  Museums  Aarsbefter.  5—8.  Troms^  4882 — 85.  —  Tromse  Museums 

Aarsberetning  for  4882.  83.  84.  Tromsa  4  888 — 85. 
M^moires   de    TAcad^mie  Imperiale    des    sciences    de   St.-Pdtersbourg. 

VII.S6rie.T.32,No.4  3— 4  8.  T.33,No.4.2.  St.-P6ter8bourg4884.85. 
Bulletin  de  l'Acad^mie  Imperiale  des  sciences  de  St.-Pötersbourg.  T.  XXIX, 

No.  4.  T.  XXX,  No.  4.  2.  St.-P6lersbourg  4884.  85. 
Annalen  d.  physikalischen  Centralobservatonums ,  herausg.  von  H.  Wild. 

Jahrg.  4  883,  Tb.  4.  2.  St.  Petersburg  4  884. 
Zapiski  Istoriko-philologiceskago  Fakulteta^Imp.  S.-Peterburgskago  Uni- 

vcrsitela.  fiast  4—4.  5,  1.  2.  6.  7,  l.  2.  8—40.42—44.  St.  Petersburg 

4  876—84. 
Ljapanp^v,  A.,  Ob  astojcivosti  ellipsoidalnych  form  ravnovesija  vra&ca- 

juscejsja  Stdkosti.  St.  Petersbiurg  4884. 
Salemann,  C,  Über  eine  Parsenhandschrift  der  kais.  öffentl.  Bibliothek 

zu  St.  Petersburg.  St.  Petersburg  4  878. 
Specimina  linguae  palaeosloveoicae.  Edid.  V.  Jagi<5.  Petropoli  4882. 
Zukovski,  V.  A.,  Ali  Aachadeddin  Enveri.  St.  Petersburg  4883. 
Trudy S.-Peterburgskago  Obscestva  Estestvoispylatelej.  T.  42,  1.  2.  43,  I.  2. 

44;  I.  2.  45,  1.  St.  Petersburg  4884^84. 
Jahresbericht  für  4  882—83  und  4  883 — 84  am  27.  Mai  4  884  dem  Comit^  der 

Nicolai-Hauptstemwarle  abgestattet  vom  Director  der  Sternwarte. 

Jahresbericht  am  25.  Mai  4885  dem  Comitä  abgestattet.  Aus  d.  Bus«. 

übersetzt.  S.  Petersburg  4  884.  85. 
Struve,  0.,  Tabulae  quantitatum  Besselianarum  pro  annis  4885  ad  4  859 

computatae.  Petropoli  4  885. 
Struve,  0.,  Die  Beschlüsse  der  Washingtoner  Meridianconferenz.  St.  Pe- 
tersburg 4885. 
Prodolienie  Svoda  zakonov  Rossijskoj  Imperii.    Po  30.  Ijunja4  883  goda. 

Cast  4.  S.-Petersburg  o.  J. 
Sadebnye  ustavy .  Imperatora  Aleksandra  II. ,  Izdanoye  po  poveleniju  Imp. 

Aleksandra  Aleksandrovica.  Izdaoie  4883  goda.  S.-Petersburg  4884. 
Annales  de  TObservatoire  de  Moscou,  publ.  p.  Th.  Brediebio.  Vol.  X, 

Livr^2«  Moscou  4884. 
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Bulletin  de  la  Sociötö  Impär.  des  Naturalistes  de  Moscou.   T.  59  (Ann^e 

4884),  No.  4— 3.  Moscou4884. 
üniversitetskija  Izvestija.    God  24  (4884),  Nr.  4—13.   25  (4885),  No.  4—9. 

Kiev4  884.  85. 
Beobachtungen  der  Temperatur  des  Erdbodens  im  Tifliser  Physikalischen 

Observatorium,  im  J.  4  882.  83.  Hrsg.  v.  J.  M ielberg.  Tiflis  4885. 

Magnetische  Beobachtungen   des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums 

i.  J.  4883.  Hrsg.  von  J.  Mielberg.  Tiflis  4885. 
Meteorologische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums 

i.  J.  4883.  84.  Hrsg.  von  J.  Mielberg.  TiQis  4885. 
Correspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.  Jahrg.  27.  28.  Riga 

4884.  85. 
Acta  Socio tatis  scientiarum  Fennicae.  T.  44.  Uelsingforsiae  4885. 

Öfversigt  af  Finska  Vetenskaps-SocietetensFörhandlingar.  XXVI  (4883—84). 

Helsingfors  4884. 
Bidrag  tili  kännedom  af  Finlands  natur  och  folk,  utg.  af  Finska  Vetenskaps- 

Societ.  Haftet  39—42.   Helsingfors  4  884.  85. ' 
Krüger,  A.,    ^onenbeobachtungen  d.  Sterne  zwischen  55.  u.  56.  Grad 

nördl.  Declin.,  angestellt  an  d.  Sternwarten  zu  Helsingfors  u.  Gotha 

u.  auf  Kosten  d.  Kais.  Alexanders-Universitfit  herausgegeben.  Bd.  2. 

Helsingfors  4  885. 
Finlands  Geologiska  Dndersökning.  Kartbladet  4 — 7.  Beskrifning  tili  Kart- 

blad.  4— 7.  Helsingfors  4879—84. 
Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 

for  promoting  useful  knowledge.   Vol.  XXI,  No.  4  46.    Vol.  XXII, 

No;  44  7—4  49.  Philadelphia  4885. 
Register  of  papers  published  in  the  Transactions  and  Proceedings  of  the 

American  Philosophical  Society,  by  H.  Phill  ips.  Philadelphia  4884. 

Proceedings  of  the  American  Oriental  Society  at  Baltimore,  Oct.  4884;  at 

Boston,  May  4885. 
Journal  of  the  American  Oriental  Society.  Vol.  4  4,  No.  2.  New  Haven  4885. 

Transactions  of  the  American  Philolqgical  Association.    Vol.  45  (4884). 

Cambridge,  Mass.  4885. 
American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.    Publ.  under  the 

auspices  of  the  Johns'HopkinsUniversity.  VoI.VII,  No.  2— 4.  Vol. VIII, 

No.  4.  Baltimore  4885. 
Johns  Hopkins  UniversityCirculars.    Vol.  IV,  No.  86— 43.  Vol.  5,    No.  44. 

Baltimore  4  885. 
Johns  Hopkins  University  Studios    in   historical   and    political  science. 

III.  Ser.  1—42.  Baltimore  4885. 
Memoirs  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  S.  Vol.  4  0, 

P.  3.  Vol.  4  4  (Centennial  Volume),  P.  2,  N.  4.  Cambridge  4  885. 
Proceedings  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  S.  Vol.  XII 

(WholeSer.  Vol.XX).  FromMay4884  to  May  4885.  Selected from  the 

Records.  Boston  4  885. 
Memoirs  of  the  Boston  Society  of  Natural  History.   Vol.  III,  No.  a— 40. 

Boston  4884. 
Proceedings  of  the  Boston  Society  of  Natural  History.  Vol.  XXII,  P.  2  (Nov. 

4  882— Febr.  4  883).  3  (March— Oct.  4883).  Boston  4  883«  &4. 
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Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  VII  (Geological  Ser.,  Vol.  4),  No.  8.  8.  5—8.  H. 
Vol.  XI,  No.  4  4.  XII,  No.  4.  2.  Cambridge,  Mass.  4  884—85. 

Memoirs  of  tbe  Museum  of  comparative  ZoOlogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  X,  No.  4.  Vol. XI,  No.  4.  Vol.  XIV,  No.  4,  P.  4. 
Cambridge,  Mass.  4884.  85. 

35^  Annnal  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  ZoöIogy, 
at  Harvard  College,  Cambridge,  Mass.,  for  4884/85.  Cambridge, 
Mass.  4885. 

Proceedings  of  the  Colorado  Scieotific  Society.  Vol.  4  (4883. 84).  Denver  o.  J. 

The  geological  aud  natural  history  Survey  of  Minnesota.  ^Annual  Report  4 

(for  the  year  487S.  Stb  ed.).  7  (4878).  40  (4884)— 43  (4883).  Minnea- 

polis  4  879—84. 
Report  for  the  year  4  883 — 84  presented  by  the  board  of  managers  of  the 

Observatory  in  Yale  College.  (New  Haven  4884.) 
Annais  of  the  New  York  Academy  of  sciences  (late  Lyceum  of  natural 

history).  Vol.  HI,  No.  8—6.  New  York  4  888.  84. 
Bulletin  of  the  American  Geographica!  Sociely.    4  884,  No.  3.  4.  4885, 

No.  4.  New  York  4884.  85. 
Journal  of  the  New  York  Microscopical  Society.  Vol.  I,  No.  S.  New  York 

4  885. 
Second  geological  Survey  of  Pennsylvania.    64  Bde.   Harrisburg  4875 — 85. 

Proceedings  of  the  Academy  of  natural  sciences  of  Philadelphia.  4884, 
P.  3  (Nov.  Dec.).  4885,  P.  4  (Jan.— March).  2  (April— July).  Phila- 
delphia 4884.  85. 

Annual  Reports  of  the  Trustees  of  the  Peabody  Academy  of  sciences.  4874 
to4884.  Salem  4885. 

Memoirs  of  the  National  Academy  of  sciences.  Vol.  2.  4883.  Washington 
4884. 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Naval  Observatory  for  the  year 
ending  Oct.  80,  4884.  Washington  4884. 

AstroDoroical  and  meteorological  Observations  made  during  the  year  4880 
at  the  U.  S.  Naval  Observatory  (Washington  Astronomical  and 
meteorological  Observations  Vol.  27).  Washington  4  884. 

Report  of  the  Commissioner  of  agriculture  for  the  year  4  884.  Washing- 
ton 4884. 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Coast  Survey,  showing  the 
progress  of  the  work  during  the  fiscal  year  ending  with  June  4  888. 
F.  4.  2.  Washington  4884. 

Bulletin  of  the  D.  S.  Geological  Survey.  No.  2 — 6.  Washington  4884. 

Mottographs  of  the  U.  S.  Geological  Survey.  Vol.  III — VIII.  Washington 
4  882—84. 

Tbird  Annual  Report  of  the  U.  S.  Geological  Survey  to  the  Secretary  of 
the  Interior  4884—^82,  by  J.  W.Powell.  Washington  4883. 

Professional  Papecs  of  the  Signal  Service,  U.  S.  War  Department.  No.  43. 
44.  Washington  4884. 

Annual  Report  of  the  Chief  Signal-Officer  to  the  Secretary  of  war  for  the 
year  4883.  Washington  4884. 

Smithsonian  Contributions  to  knowledge.  Vol.  24.  25.    Washington  4885. 
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Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Smitbsonian  Institution  for 
the  year  4883.  Washington  1885. 

Second  Annual  Report  of  the  Bureau  of  Ethnology  to  the  Secretary  of  tbe 

Smithsonian  Institution.  1880—81.  By  J.  W.  Powell.  Washington 

4883. 
The  Canadian  Record  of  science,  inclnding  the  Proceedings  of  the  Natural 

history  Society  of  Montreal  and  replacing  the  Canadian  NaturalisL 

Vol.  4,  No.  3.  4.  Montreal  4  885. 

Proceedings  of  the  Canadian  Institute,  Toronto,  heing  a  continuation  of  the 
Canadian  Journal  of  science,  literature  and  history.  Vol.  2,  Faso.  2. 
3.  UI.  Ser.  Vol.  3,  Fase.  4.  2.  Toronto  4884.  85. 

Anuario  del  Observatorio  astronömico  aacional  de  Tacubaya,  para  el  ano 
4  886  (AfioVI).  Mexico  4885. 

Anales  estadfsttcos  de  la  Republica  de  Guatemala.  Ano  de  4  883.  T.  2. 
Guatemala  (4884). 

Boletin  de  la  R.  Sociedad  Econömica  de  amigos  dei  pais.  Revista  Filipina 
de  cienclas  y  artes.  Afio  3  (4884),  No.  5 — 4  2.  Ano  4  (4  885),  No.  4  — 
3.  Manila  d.  J. 

Netto,  Ladisl.,  Conference  faite  au  Museum  National  en  pr^sence  de  LL. 
MM.  Imperiales  le  4.  Nov.  4884.  Rio  de  Janeiro  4885. 

Boletin  de  la  Academia  nacional  de  ciencias  de  la  Republica  Argentina. 

T.  VI,  Entrega  4.  T.  VII,  Entrega  4—4.  T.  VIll,  Entrega  4.  Cördoba 

4884.  85. 
Nevili,  G.,  Hand  List  of  MollOsca  in  the  Indian  Museum,  Caicutta.  P.  11. 

Gastropoda.     Prosobranchia-Neurobrancbia   (continued).    Caicutta 

4884. 

Verhandelingen  van  het  Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  weten- 
schappen.  Deel  45,  Afl.  4.  's  Gravenhage  4885. 

Notulen  van  de  algemeene  en  bestuurs-vergaderingen  van  het  Bataviaasch 
Genootscbep  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  22  (4  884),  No. 
2—4.  Deel  23  (1885),  No.  4.  Balavia  4884.  85. 

Tijdschrift  voor  Indische  taal-,  land-  en  volkenkunde,  uitgeg.  door  het 
Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  29, 
Afl.  5.  6.  Deel  30,  Afl.  3.  4.  Batavia  4884.  85. 

Realia.  Register  op  de  generale  resolutiän  van  het  Kasteel  Batavia  4682  — 
4  805.  Uitgeg.  d.  het  Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  weten- 
schappen. Deel  2.  's  Hage,  Batavia  4  885. 

Haga,  A.,  Nederlandsch  Nieuw  Guinea  en  de  Papoesche  Eilanden.  Histo- 
rische BIjdrage.  4500 — 1883.  Uitgeg.  d.  het  Bataviaasch  Genootschap 
van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  4.  2.  Batavia,  's  Hage  4  884. 

Nederlandsch-'IndiSch  Plakaatboek  4602— 1811,  door  I.  H.  vanderChijs. 
Uitgeg.  d.  het  Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  weten- 
schappen. Deel  4.  Batavia,  's  Hage  4885. 

Observations  made  at  the  magneticalandmeteorologicalObservatory.  Publ. 
by  Order  of  the  Government  of  Netherlands  India.  Vol.  6,  P.  4.  Ba- 
tavia 4885. 

Natunrkundige  Tijdschrift  voor  Nederfandsch-Indiö,  uitgeg.  d.  de  Kon. 
Natuurkundige Vereeniging  in  Nederlandsch-Indiö.  Deel  44  (VHI.  Ser., 
D.  5).  Batavia  4885.     :    / 
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Catalogus  der  Bibllotheek  van  de  Kon.  Nalunrkundige  Vereeniging  in 

Nederlandsch-Ioditi.  Batavia  1884. 
Verbeek,  R.  D.  M.,  Krakatau.  P.  1.  Batavia  1886. 
Transactions  and  Proceedings  of  the  R.  Society  of  Victoria.  Vol.  30.81. 

Melbourne  4884.  85. 


2.  Einzelne  Schriften. 

Ashburner,  Cb.  A.,  Brief  description  of  the  anthracit  coal  fields  of  Penn- 
sylvania.  (Reprinted  from  the  Proceed.  of  the  Engineers  Club  of 

Philadelphia.)  Philadelphia  4884. 
Autolyci  de  spbaera  quae  movetur  Über,  de  ortibus  et  occasibus  libri  11. 

Edid.  F.  Hultsch.  Lipsiae  4885. 
Fiedler,  Wilb.,  Die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung 

mit  der  Geometrie  der  Lage.  3.  Aufl.  Th.  4.  2.  Leipzig  4888.  85. 
Ders.,   Geometrische  Mittheilungen.  VI— IX  (Sep.-A.  a.  d.  Vierteljahrs- 
schrift d.  Zürich.  Naturf.-Gesellsch.  Jahrg.  4  884). 
Ders.,  Ober  die  Durchdringung  gleichseitiger  Rotationshyperboloide  von 

parallelen  Axen  (Sep.-A.  aus  Acta  mathem.,  V.  Stockholm  4884). 
(Fla tau,  J.  J.),  Geschichte  des  Hopfenbaues  u.  Hopfenhandels  in  Neu- 

tomiscbl  bis  z.  J.  4859.  2.  Aufl.  Berlin  4883. 
Fleischer,  H.  L.,    Kleinere  Schriften.    Gesammelt,  durchgesehen  und 

vermehrt.  Bd.  1,  Th.  4.  2.  Leipzig  4885. 
Hegewald,  Notice  sur  l'^tude  raisonn^e  du  chinois  (Extrait  du  memoire 

de  Tautear).  o.  0.  u.  J. 
Ders. ,  Vor  dritthalbtausend  Jahren.  Des  Assessors  Ani  Bewerbung  um  die 

Hand  von  Anta.  Nach  ttgypt.  Quellen  bearb.  Meiningeo  4  885. 
Hennig,  über  Rassenbecken  (Sep.-A.).  4885. 
Hirtfa,  F.,  China  and  the  Roman  Orient.  Researches  intho  their  ancient 

and  mediaeval  relations  as  represented  in  old  Chinese  records.  Leip- 

sic  and  Munich  4885. 
Humbert,  Geo.,   Th^ses  prösent^es  ä  la  Facultä  des  sciences  de  Paris. 

Paris  4885. 
Klnk-Kluczycki,  V.  P.,  Umsturz  irrthümlicher  Schullehren.  I.  Krakau 

4885. 
Lewis,  H.  Carvill,  Marginal  Kames  (Reprinted  from  the  Proceed.  of  the 

Acad.  of  nat.  sciences  of  Philadelphia,  4885). 
Ders. ,  A  great  trap  dyke  across  Southeastern  Pennsylvania  (Read  before 

the  American  Philosophical  Soc,  1885). 
Loomis,E.,  Contributions  to  meteorology.  Revised  edition.  New  Haven 

4  885. 

Lukasevic,  PI.,  Korneslov  greceskago  jazyka.  T.  4.  2.  Kiev  4869.  72 

Ders.,  Korneslov  latinskago  jazyka.  Kiev  4872. 

Ders.,  Korneslov  evrejskago  jazyka.  Kiev  4883. 

Ders.,  Izlozenie glavnych  zakonov estestvennoj  i  nabljudatelno-mikroskopi- 

ceskoj  astronomii  a  takie  astronomi6eskoj  meteorologii.  T.  4.  Kiev 

4884. 
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Lakasevic,  PI.,  IzlMovanie  o  velikom  gode  solnca  i  o  ego  cislovidnom 

god.   Kiev  4  88S. 
Ders.,  Mnimy  indo-germanskij  mir.  Kiev  4  873.  , 

Ders.,  Obja^nenie  assirijskich  imen.  Kiev  4868. 
Ders.,  Prioina  nenavisti  anglican  k  slavjanskim  narodam.  Kiev  4877. 
Maasburg,  M.  Frdr.  v.,  Die  Galeerenstrafe  in  den  deutschen  u.  b()hini- 

schen  Erblfindern  Oesterreichs.  Wien  4885. 
Ders.,  Die  Organisirung  der  böhmischen  Halsgerichte  i.  J.  4765.  Prag  4884. 
PirmeZi  Oct.,  Jours  de  sulitude.  Edition  posthume.  Paris  4883. 
Roseili,  Ercole,  Armonia  assoluta  e  naturale  delie  scienze  filosoficbe  e 

sociali.  Ancona  4885. 
Ders.,  Logica  e  critica  sull'  origine  delle  umane  cognizioni.  Ancooa  4879. 
SalmoHp  George,   Lessons  introductory  to  the  modern  higher  Algebra. 

4tlied.  Dublin  4  885. 
Schaf franek,  A.,  The  Flora  of  Palatka  and  vicinity  (The  Palatka  Daily 

Nevirs,  4885). 
Schoebel,  Gh.,    M^moires  sur  les  origines  de  l'öcriture  alphab^tique. 

0.  0.  u.  J. 
Topley,  William,  The  national  geological  Surveys  of  Europe  (Reprinted, 

with  an  appendix,  from  the  Report  of  the  British  Association  for  4884). 

London  4  885. 
Veyder  Malherg,  Arthur  Frhr.  v.,   Über  die  Einheit  aller  Kraft.  Wien 

4884. 
Weihrauch,  K. ,   Anemometrische  Scalen  für  Dorpat.    Ein  Beitrag  zur 

Klimatologie  Dorpats  (Sep.-A.).  Dorpat  4885. 
Willems,  P.,  Le  sönat  de  la  r^publique  romaine.  Appendices  du  T.  I  et 

Registres.  Louvain  4885. 
Wroblewski,  Sigism.  de,   Comment  l'air  a  ^t6  liqu^fie.  R6ponse  ä  l'ar- 

ticle  de  M.  J.  Jamin.  Paris  4  885. 
Ders.,  Sur  les  phänom^nes  que  prösentent  les  gaz  permanents  ^vaporöa 

dans  le  vide.  o.  0.  u.  J. 
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BERICHTE 


ÜBER  DIE 

VERHANDLUNGEN 

•  DER  KÖNI6UCH  SACHSISCHEN 

\  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN 

ZU  LEIPZIG. 

MATHEMATISCH-PHYSISCHE  CLA88E. 
1885. 


LIL 


MIT  2  TAFELN  UND  15  HOLZSCHNITTEN. 

LEIPZIG 
BEI    S.    HIKZEL. 

18S5. 


Protector  der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften 

SEINE  MAJESTÄT  DER  KÖNIG. 


Ehrenmitglied. 


Seine  Excellenz  der  Staatsminister  des  Cultus  und  Öffentlichen 
Unterrichts,  Herr  Carl  Friedrich  von  Gerber. 


Ordentliche  einheimische  Mitglieder  der  philologisch- 
historischen Classe. 

Herr  Geheimer  Hofrath  Friedrich  Zamcke  in  Leipzig,    Secretär 
der  philol.-histor.  Classe. 

-  Professor  Ado^  Ebert  in  Leipzig,  stellvertretender  Secretär 

der  philol.-histor.  Classe. 

-  Geheimer  Hofrath  Georg  Curiius  in  Leipzig. 

-  Professor  Georg  Ebers  in  Leipzig. 

-    Alfred  Fleckeisen  in  Dresden. 

-  Geheimer  Hofrath  Heinrich  Leberecht  Fleischer  in  Leipzig. 

-  Professor  Gustav  Hartenstein  in  Jena. 

-  Hofrath  Max  Heinze  in  Leipzig. 

4884. 


Herr  Geheimer  Hofrath  und  Universitäis-Oberbibliothekar  Chri- 
stoph Ludolf  Ehrenfried  Krehl  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Ludwig  Lange  in  Leipzig. 

-  Professor  August  Leskien  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Johannes  Adolph  Overbeck  in  Leipzig. 

-     Otto  Ribbeck  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Rath  Wilhelm  Röscher  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Anton  Springer  in  Leipzig. 

Johann  Ernst  Otto  Stobbe  in  Leipzig. 

-  Professor  Georg  Voigt  in  Leipzig. 

-     Moritz  Voigt  in  Leipzig. 

-     Ernst  Windisch  in  Leipzig. 


Frühere  ordentliche  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 
Mitglieder  der  philologisch-historischen  Classe. 

Herr  Professor  Hermann  Alfred  von  Gutschmid  in  Tübingen. 

-    Theodor  Mommsen  in  Berlin. 

-  Geheimer  Regierungsrath  Hermann  Sauppe  in  Göttingen. 

-  Kirchenrath  Eberhard  Schröder  in  Berlin. 

-  Professor  Gustav  Seyffarth  in  New- York. 


Ordentliche  einheimische   Mitglieder   der  mathematisch- 
physischen Classe. 

Herr  Geheimer  Hofrath  Carl  Ludwig  in  Leipzig,   Secretär  der 
mathem.-phys.  Ciasse. 

-  Professor    Adolph    Mayer     in    Leipzig,     stellvertretender 

SecretMr  der  mathem.-phys.  Classe. 

-  Professor  Christian  Wilhelm  Braune  in  Leipzig. 

-  Professor  Heinrich  Bruns  in  Leipzig. 

[-     Julius  Cohnheim  in  Leipzig,  gewählt  am  4.  Aufusl 

4884,  gest.  am  45.  August]. 
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Herr  Oberbergrath  Hermann  Credner  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Ralh  Moritz  Wilhelm  Drobisch  in  Leipzig. 

-  Professor  Gustav  Theodor  Fechner  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Wilhelm  Gottlieb  Hankel  in  Leipzig. 

-  Professor  Wilhelm  His  in  Leipzig. 

-    Felix  Klein  in  Leipzig. 

-    Johann  August  Ludwig  Wilhelm  Knop  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Rudolph  Leuckart  in  Leipzig. 

-  Professor  Carl  Neumann  in  Leipzig. 

-    Ferdinand  Freiherr  von  Richthofen  in  Leipzig. 

-    Wilhelm  Scheibner  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  August  Schenk  in  Leipzig. 
_ Oskar  Schlömilch  in  Dresden. 

Gustav  Wiedemann  in  Leipzig. 

-  Professor  Wilhelm  Wundt  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Bergrath  Ferdinand  Zirkel  in  Leipzig. 


Frühere  ordentliche  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 
Mitglieder  der  mathematisch-physischen  Classe. 

Herr  Professor  Heinrich  Richard  Baltzer  in  Giessen. 

-  Geheimer  Hofrath  Carl  Gegenbaur  in  Heidelberg. 

-  Professor  Adalbert  Krüger  in  Kiel. 

-  Regierungsrath   Samuel  Friedrich   Nathanael  v.  Stein  in 

Prag. 
Geheimer  Hofrath  Wilhelm  Weber  in  Göttingen. 


Archivar: 


Berr  Oberbibliothekar  Joseph  Heinrich  Gustav  Ernst  Für  siemann 
in  Leipzig. 


Leipzig,  am  34.  December  4  884. 


Verzeichniss 

der  bei  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  Jahre  1884  eingegangenen  Schriften. 


Von   gelehrten  (resellschaften ,    Universitäten    und  öffentlichen 
Behörden  herausgegebene  und  periodische  Schriflan. 

AbbaDdlungen  der  Kgl.  Akademie  d.  Wisseosch.  zu  Berlin.  Aas  d.  J.  1883. 

Berlin  4  884. 
Sitzungsberichte  der  König).  Preuss.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin.  4 883, 

No.  38—53.  4884,  No.  1—39.  Berlin  4883.  84. 
Politiscbe  Correspondenz  Friedricbs  d.  Gr.  Bd.  4  4. 42.  Berlin  4  883.  84. 
Denkschriften  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Mathem.-naturw.  Cl.  Bd. 

45—47.  Wien  4883. 
Denkschriften  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Pbilos.-histor.  Cl.  Bd.  33. 

34.  Wien  4883.  84. 
Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wiss.  Matbem.-naturwiss.  Cl.  Bd.  86 

(4882),  Abth.  I,  Heft  4—5.  Abth.  II,  Heft  2—5.  Abth.  HI,  Hett  3—5. 

Bd.  87(4883),    Abth.  I,  Heft  4— 5.    Abth.  II,  Heft  4— 5.    Abth.  III, 

Heft  4— 5.  Bd.  88(4883),   Abth.  I,    Heft  4— 5.   Abth.  II,   Heft  4-5. 

Abth.  HI,  Heft  4—5.    Bd.  89  (4  884),   Abth.  I,    Heft  4—5.   Abth.  II, 

Heft  4—5.  Abth.  HI,  Heft  4.  2.  Wien  4  888.  84. 
Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.    Philos.-histor.  CI.  Bd. 

404  (4882),  Heft  2.    Bd.  402  (4882).  Heft  4.  2.    Bd.  403  (4883),  Heft 

4.  2.  Bd.  404  (4883),  Heft  4.  2.   Bd.  405  (4883),  Heft  4—3.    Bd.  106 

(4884),  Heft  4.  2.  Register  X,  zu  Bd.  94—100.  Wien  4882—84. 
Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  in  Wien.  Math.-phys.  CI.  Jahrg. 

20  (4883,  No.  26—28.  Jahrg.  24  (4  884),  No.  4—27. 
Almanacb d. Kaiserl.  Akad.  d.  Wiss.  Jahrg.  33  (4 883).  34  (4 884).  Wien 488S.  84. 
Archiv  für  Österreich.  Geschichte.    Herausg.  v.  der  zur  Pflege  Vaterland. 

Geschichte  aufgestellten  Commission  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch. 

Bd.  64,  2.  Hälfte.  Bd.  65,  4.  u.  2.  Hälfte.  Wien  4  882—84. 
Fontes  rerum  Austriacarum.  Oesterreich.  Geschichtsquellen,  herausg.  von 

der  histor.  Commission  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Abth.  II. 

Diplomata  et  Acta.  Bd.  43.  Wien  4  888. 
Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4884,  No.  4— 11 
Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4888.  Bd.  88,  No.  4. 

4884.  Bd.  34,  No.  4—3.  Wien  4884. 


MittheiiuDgen  der  k.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  4883.  Bd.  26 

(N.  F.  Bd.  46).  Wien  4888. 
Verbandlangen  der  k.  k.  zoologisch- botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 

Jahrg.  4888  (Bd.  88).  Wien  4884. 
Pelz  ein,  Aug.  v.,  Brasilische  Säugethiere.  Resultate  von  Joh.  Natterer's 

Reisen  4  847—85.  Beiheft  zu  den  Yerhandl.  d.  k.  k.  zoologisch-botan. 

Gesellschaft.  Wien  4883. 
Astronomische,   magnetische  ond  meteorologische  Beobachtungen  an  der 

k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  im  J.  4883.  Jahrg.  44.  Hrsg.  von  C.  H  ern- 
ste in.  Prag  4884. 
Lotos.  Jahrbuch  für  Naturwissenschaft,  im  Auftrag  des  Vereines  »Lotos« 

hrsg.  N.  F.  Bd.  5  (der  ganzen  Reihe  38.  Bd.).  Prag  4884. 

Ordnung  der  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Univer- 
sität zu  Prag  im  Wintersem.  4884/85. 

Persooalstand  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Universität  in  Prag  zu 

Anfang  d.  Studienjahres  4884 — 85. 
it.  Jahresbericht  des  Vereins  f.  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 

Für  d.  Vereinsjahr  4882—83.  Prag  4883. 
Mittheilungen    des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen    in  Böhmen. 

Jahrg.  22,  No.  4—4.  Prag  4  883.  84. 

MitttieUungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  Heft  82.  Graz  4  884. 

Beiträge  zur  Kunde  steiermärkischer  Geschichtsquellen.  Herausgeg.  vom 
histor.  Vereine  für  Steiermark.  Jahrg.  20.  Graz  4884. 

Berichte  d.  naturwiss.-medizin.  Vereines  in  Innsbruck.  Jahrg.  4  2  (4884/82). 
43  (4882/83).  Innsbruck  4882.  83. 

Zeitschrift  des  Ferdinandeums  für  Tirol  u.  Vorarlberg.  3.  Folge.  Heft  26. 
87.  Innsbruck  4882.  88. 

Viestnik  Hrvatskoga  arkeologi6koga  Drukva.  Godina  VI,  Br.  4.  3.  4.  U 
Zagrebu  4884. 

Personalstand  u.  Ordnung  d.  Offentl.  Vorlesungen  an  der'k.  k.  Franz-Josefs- 
Universität  zu  Czemowitz  im  Sommer-Sem.  4  884.  —  Personalstand 
im  Winter-Sem.  4884/85.  —  Verzeichniss  d.  Vorlesungen  im  Winter- 
Sem.  4884/85. 

Abhandlungen  d.  mathemat.-physikal.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch. 
Bd. 4 4  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  50.  Bd.),  Abth.  3.  München  4883. 

Sitzangsberichte  der  mathem.-physikal.  CI.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  Jahrg.  4888,  H.  8.  Jahrg.  4884,  H.  4 — 3.  München 
4884. 

Silzaogsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  Jahrg.  4888,  H.  4.  Jahrg.  4884,  H.  4.  3.  4. 
München  4  884. 

Radlkofer,  Ldw.,  Ueber  d. Methoden  in  d.  botanischen  Systematik.  Fest- 
rede z.  Vorfeier  des  Allerh.  Geburts-  u.  Namensfestes  S.  M.  Lud- 
wigs n.  Königs  von  Bayern  gehalten  in  d.  öffentl.  Sitzung  der  k. 
bayer.  Ak.  d.  Wiss.  am  25.  Juli  4  888.  München  4883. 

Kupffer,  Carl,  Gedächtnissrede  auf  Theod.  L.  W.  v.  Bischoff,  gehalten 
in  d.  öffentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  zur  Feier  ihres 
435.  Stiftungstages  am  28.  März  4884.  München  4884. 

Haushofer,  K.,  Franz  v.  Kobell.  Eine  Denkschrift.  München  4884. 


Monumenta  Tridentina.  Beiträge  z.  Geschichte  des  Concils  von  Trient,  von 

Aug.  V.  Draffel.  H.  4.  (Jao.~Mai  4545).  München  4884. 
Fttnfundzwanzigste  Plenarversammlnng  der  histor.  Commission  bei  der  k. 

bayer.  Akad.  d.Wissensch.  Bericht  des  Secretariats.  München  4884. 
Almanach  der  k.  bayer.  Akad.  d.Wissensch.  f.  d.  Jahr  4  884.  München  1884. 
Annalen  der  k.  Sternwarte  bei  München.    SuppL-Bd.  40.  44.    München 

4874.84. 
Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 

Bd.  30,  aus  d.  J.  4883.  GötUngen  4883. 
Nachrichten   von    der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 

Georg-Angusts-Universität  aus  d.  J.  4888.  Göttingen  4888. 
Neues  Lausitzisches  Magazin.    Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 

Wissensch.  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  Schön wttl der.  Bd.  59,  H.  2. 

Bd.  60,  H.  4.  Görlitz  4888.  84. 

Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.  Redig.  v.  V.  Böbmert. 

Jahrg.  29  (1883),  H.  3.  4.  Dresden  4884. 
Jahrbuch  des  k.  sächsischen  meteorologischen  Institutes.  4883,  Lief.  2. 3. 

Chemnitz  4884. 
Dekadenbericht   des  k.  sächsischen   meteorologischen  Institutes.   4883, 

No.  32 — 35  (mit  3  Niederschlagskarten  f.  4  883,   Oct.  Nov.  Dec. . 

4884,  No.  4—42  (mit  Beil.  4 — 6).   Dekaden-  u.  Monatsbericht  von 

4884,  Mai,  Juni,  Juli.  Chemnitz  d.  J. 
Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.   Jahrg.  48,  H.  4.  Jahrg.  19, 

H.  4—3.  Uipzig4  883.  84. 
Sitzungsberichte  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Leipzig.    Jahrg.  10 

(4883).  Leipzig  4  884. 
Kgl.  Sächsisches  Polytechnikum  zu  Dresden.  Ergänzung  zum  Programm  f.d. 

Studienjahr  4888/84,   enthalt,  d.  Verzeichniss  d.  Vorlesungen  f.  d. 

Sommersem.  4884. 
Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur- u.  Heilkunde  in  Dresden.  Sitzungs- 
periode 4883 — 84.  Dresden  4884. 
Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschafll.  Gesellschaft 

Isis  in  Dresden.  Herausg.  v.  C.  Bley.  Jahrg.  4883,  Juli — Dec.  Jahrg. 

4884,  Jan. — Juni.  Dresden  4884. 
Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  4883  — Juli 

4  884.  Meissen  4884. 
Programm  der  Realschule  I.  Ordn.  zu  Leipzig  f.  d.  Schuljahr  Ost.  4883— 

Ost.  4884.  Mit  Beigabe;   Leibnitii  Nova  methodus  pro  maximis  et 

minimis  itemque  tangentibus  etc.    Ex  Actis  eruditorum  Lips.  anoi 

4684  ed.  F.  Giesel  (Festschrift  z.  50jähr.  Gedenkfeier  der  Eröffnung 

d.  Stadt.  Realschule).  Leipzig  4884. 
Internationale  Zeitschrift  f.  allgemeine  Sprachwissenschaft,  hrsg.  v.  Tech- 

mer.  Bd.  4,  H.  4.  Leipzig  4884. 
Mittheilungen  des  Alterthumsvereins  in  Plauen  i./V.   Vierte  Jahresschrift 

auf  d.  J.  4883—84.  Hsg.  v.  Job.  Müller.  Plauen  4884. 
Bericht  über  die  im  Jahr  4  883  den  Herzogl.  Sammlungen  zugegangenen 

Geschenke.  Gotha  4884. 
Pertsch,  Wiih.,  Die  arabischen  Handschriften  der  Herzogl.  Bibliothek  zu 

Gotha.    Auf  Befehl  S.  H.  des  Herzogs  Ernst  II.  von  Sachsen-Goburg- 

Gotha  verzeichnet.  Bd.  3,  H.  4.  Gotha  4  880. 


VII      

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  XVI, 
No.  48.  19.  Jahrg.  XVII,  No.  4-17.  Berlin  1883.  84. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  1880.  Dargestellt  von  d.  Physikalischen 
Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  36,  Abth.  1—3.  Berlin  188S.  88. 

Weil,  Rud.,  Die  Künstlerinschriften  der  Sicilischen  Münzen.  44.  Programm 
zum  Winckelmannsfeste  der  Archaeologischen  Gesellschaft  zu  Berlin. 
Berlin  1884. 

Festschrift  d.  K.  Technischen  Hochschule  zu  Berlin  zur  Feier  d.  Einweihung 
ihres  neuen  Gebäudes  am  2.  Nov.  1884.  Berlin  1884. 

Einandfünfzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vaterlän- 
dische Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten  und 
Veränderangen  der  Gesellschaft  im  J.  1873.  Breslau  1874.  —  Ein- 
undsechzigster Jahresbericht,  enth.  d.  Generalbericht  f.  1888.  Bres- 
lau 1884. 

Nova  Acta  Academiae  Carolinae  Leopoldinae  Caesareae  German.  naturae 
curiosorum.  T.  45.  46.  Halis1884. 

Leopoldina.  Amtliches  Organ  der  kais.  Leopoldinisch-Carolinisch-deutschen 
Akademie  der  Naturforscher.  Heft  XIX,  No.  21—24.  Heft  XX,  No. 
1—20.  Halle  1884. 

Abhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  16,  H.  2. 
Halle  1884. 

Bericht  über  die  Sitzungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle  im 
J.  1883.  Halle  1884. 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.  Originalabhandlungen  u.  Berichte. 
Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle. 
4.  Folge,  Bd.  2,  1883  (d.  ganzen  Reihe  56.  Bd.],  H.  5.  6.  Bd.  3,  1884 
(d.  ganzen  Reihe  57.  Bd.},  H.  1—4.  Halle  1883.  84. 

Chronik  der  Universität  zu  Kiel  1883.  Kiel  1884;  Verzeichniss  d.  Vorles. 
Winter  1883/84,  Sommer  1884;  Personalverz.  Sommer  1883,  Wint. 
1888/84.  Förster,  R.,  De  translat.  lat.  Physiognomicorum  quae 
feruntur  Aristot.  Ders.,  Die  Physiognomik  der  Griechen.  Laden- 
burg, A. ,  Die  kosmischen  Consequenzen  der  Spectralanalyse. 
Nitzsch,  Frdr.,  Luther  u.  Aristoteles.  Möller,  W. ,  Rede  am 
Luther-Jubiläum  1883.  —  33  Inaug.-Dis8ertationen. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  1882,  H.  10—12.  Jahrg.  1883,  H.  1—9.  Berlin  1883.  84. 

Vierter  Bericht  der  Commission  zur  wissenschaftlichen  Untersuchung  der 
deutschen  Meere  in  Kiel,  für  die  Jahre  1877^81.  Jahrg.  VII — ^XI. 
Abth.  3.  Berlin  1884. 

Schriften  der  physikal. -ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg.  Jahrg. 
24  (1883},  Abth.  1.  2.  Königsberg  1883.  84. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthumsfreunden  im  Rheinlande.  H.  76.  77. 
Bonn  1882.  83. 

<1  Jahresbericht  des  Westfölischen  Provinzial-Vereins  für  Wissenschaft  u. 
Kunst  pro  1 883 .  Münster  1 884. 

Jahrbücher  des  Nassauschen  Vereins  für  Naturkunde.  Jahrg.  36.  Wies- 
baden 1883. 

Sitzungsberichte  der  physikal. -medicinischen  Socletät  in  Erlangen.  Heft  16. 
Erlangen  1883. 


nii    

Anzeiger  für  Kunde  der  deutschen  Vorzeit.  Organ  des  Germanischen  Mu- 
seums. N.  F.  Jahrg.  80.  Nttmberg  4883.  —  29.  Jahresbericht  At^ 
Germanischen  Nationalmuseums. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  Jahrg. 

4888.  Würzburg  4888. 
40. — 42.  Jahresbericht  der  Polücbia ,  eines  naturwiss.  Vereins  der  Rbeio- 

pfalz.  Dürkheim  4884. 
Württembergische  Vierteljahrshefte  für  Landesgeschichte.    Hersusg.  von 

d.  Kgl.  Statist.-topogr.  Bureau.  Jahrg.  6  (4883),  fl.  4—4.  Stuttgart 

4883.  84. 
Münster-Blätter.    Im  Auftrag  des  Münster-Komites  hrsg.  v.  A.  Beyer  u. 

F.  Pressel.  H.  8.  4.  Ulm  4883. 
28.  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde. 

Giessen  4884. 

Veröffentlichungen  der  Grossherz.  Sternwarte  zu  Karlsruhe.  Hrsg.  v.  W. 
Valentiner.  H.  4.  Beobachtungen  am  Meridiankreis.  Karlsrahe 
4884^ 

Verhandlungen  des  naturhistor.-medicin.  Vereins  zu  Heidelberg.  N.  F. 
Bd.  3,  H.  8.  Heidelberg  4884. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich 
d.  7 — 9.  Aug.  4883  (66.  Jahresversammlung).  Jahresbericht  4  882/83. 
Zürich  4888. 

Archives  des  sciences  physiques  et  naturelles,  Oct.  Nov.  4883:  Compte- 
rendu  des  travaux  präsentes  ä  la  66.  session  de  la  Soci6t^  Helv^tique 
des  sciences  naturelles  räunie  ä  Zürich  les  7 — 9.  aoüt  4883.  Gen^ve 
4888. 

Verhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Th.  7,  H.  i. 
M.  Anhang :  Die  Basler  Mathematiker  Dan.  Bernouilli  u.  Leonb.  Euler. 
Basel  4884. 

Mittheflungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  4883, 
H.  2  (No.  4064—72).  4884,  H.  4  (No.  4073—82).  Bern  4884. 

Dreizehnter  Jahresbericht  der  historisch-antiquarischen  Gesellschaft  von 
Graubünden.  Jahrg.  4883.  Chur  4888.. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
Deel  XIV.  Amsterdam  4883.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  Deel  XXIII. 
Amsterdam  4883. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. II.  Reeks,  Deel  42.  Amsterdam  4883.  Afdeel.  Natuurkunde. 
IL  Reeks,  Deel  48.  Amsterdam  4883.  —  Naam-en  zaakregister  op 
de  Versl.  en  Meded.,  Afd.  Letterk.,  II.  Ser.,  D.  4—42.  Amsterdam 
4888. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 
4882. 

Processen-verbaal  van  de  gewone  Vergaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
tensch. te  Amsterdam.  Afdeel.  Natuurkunde.  Mei  4882— ApriH 883. 

Programme  certaminis  poetici  ab  Acad.  Reg.  disciplin.  Neerlandica  ex  legato 
Hoeufifliano  anno  4  884  indicti. 

Bijdragen  tot  de  Dierkunde,  uitg.  door  bet  Genootschap  'Natura  artis  oia- 
gistra'  te  Amsterdam.  Aflev.  4  0.  Amsterdam  4884. 


IX      

Nederlandsch  Tijdschrift  voor  de  Dierkunde ,  uitg.  door  hei  Kon.  Zoolog. 
Genootschap  'Natura  artis  magistra'.  Jaarg.  5,  Afl.  4.  Amsterdam  4884. 

Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  Maatschappij  der  Nederlandsche 
Letterknnde  te  Leiden  over  het  jaar  4  883.  Leiden  4883. 

Levensberigten  der  afgestorvene  roedeleden  van  de  Maatschappij  der  Neder- 
landsche Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingen  van  4888. 
Leiden  4  888. 

Nederlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededeelingen  der 
Nederlandsche  botanische  Vereeniging.  Ser.  U.  Deel  4,  St.  2. 
Ngmegen  4884. 

Qnestions  mises  au  concours  par  la  Soci6t6  des  arts  et  des  sciences 
6tablie  ä  Utrecht,  4  884. 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.  Deel  7.  Utrecht  4  884. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.  S.  86.  87. 

Utrecht  4883. 
Archives  nöerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,   publi^s  par 

la  Soci^tö  HoUandaise  des  sciences  ä  Harlem.  T.  48,  Livr.  2—5. 

T.  49,  Livr.  4—3.  Harlem  4888.  84. 
Programma  van  de  Hollandsche  Maatschappij  der  Wetensch.  te  Haarlem 

voor  het  jaar  4882.  4883.  —  Naamlijst  van  directeuren  en  leden, 

24.  mei  4  883. 
Archives  du  Musöe  Teyler.    Sör.  U.  Vol.  4,   P.  4.   Vol.  2,   P.  4.    Harlem 

4883.  84. 

Verhandelingen  rakende  den  natuurlijken  en  geopenbaarden  godsdienst, 
uitg.  door  Teylers  Godgeleerd  Genootschap.  N.  S.  Deel  4  4,  St.  4. 
Haarlem  4888. 

Pobiications  de  l'Inslitut  R.  Grand-Ducal  de  Luxembourg.  Section  des 
sciences  naturelles.  T.  49.  Luxembourg  4883. 

Annales  de  TObservatoire  R.  de  Bruxelles.  N.  S.  Annales  astron^ymiques. 
T.  5,  Fase.  2.  Bruxelles  4884. 

Annales  de  la  Sociötö  entomologique  de  Belgique.  T.  27.  Bruxelles  4883. 

Bulletin  ou  Comptes-rendus  des  s6ances  de  la  Soci6t6  entomologique  de 
Belgique.  Annde  4883  (Comptes-rendus,  S6r.  HI,  No.  28 — 40).  Bru- 
xelles 4888. 

Ballettino  deir  Institute  di  corrispondenza  archeologica  per  Tanno  4888, 
No.  42  (und  Elenco  de'  participanti  alla  fine  dell'  anno  4  888).  4884, 
No.  4—44.  Roma  4884. 

Atti  della  R.  Accademia  de'  Lincei.  Transunti.  Ser.  HL  Vol.  7,  Fase.  46. 
Vol.  8,  Fase.  4—46.  Roma  4883.  84. 

Atti  Parlamentär!.  Camera  dei  Deputati.  Tomata  del  45.  Marzo  4884  (Com- 
memorazione  del  deputato  Quintino  Sella).  Roma  d.  J. 

Memorie  dei  R.  Istitato  Lombarde  di  scienze  e  lottere.  Classe  di  scienze 
matem.  e  naturali.  Vol.  45  (Ser.  HI,  Vol.  6),  Fase.  4 — 8.  Milano 
4883.  84.  —  Classe  di  lottere  e  scienze  mor.  e  polit.  Vol.  44  (Ser.  III, 
Vol.  5),  Fase.  8.  Vol.  45,  Fase.  4.  2.  Vol.  4  6,  Fase.  4.  2.  Milano 
4882—84. 

Reale  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lottere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  45. 
46.  Milano  4882.  83. 


Atti  della  Fondazione  scientifica  Gagnola  dalla  saa  instituzione  in  poi.  Vol.  7 
(1879—84).  Milano4  882. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XIX,  Disp.  4—7. 

Torino  4  884. 
Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.    Ser.  II,    T.  35. 

Torino  4884. 
II  primo  Secolo  della  R.  Accademia  della  scienze  di  Torino.  Notizie  storiche 

e  bibliograficfae  (4783 — 4883).  Torino  4888. 

Bollettino  meteorologico  ed  astronomico  dell'  Osservatorio  della  R.  üniver- 
Sita  di  Torino.  Anno  48  (4  883).  Parte  meteorologica.  Torino  4884. 

Processi  verbau  della  Societä  Toscana  di  scienze  natural!  residente  in  Pisa. 

Vol.  4,  adunanza  del  44.  Nov.  4883,  48.  Genn.,  4.  Maggie,  6.  Luglio 

4884. 
Studi  Senesi  nel  Circolo  giuridico  della  R.  Universität.  Direttl  da  E.  Ferri. 

Vol.  I,  Fase.  I.  Siena  4884. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lottere  ed  arti.  Ser.  VI.  T.  4,  Disp.  4 
— 40.  T.  2,  Disp.  4.  2.  Venezia  4  882—84.  —  Temi  di  premio  pro- 
posti  nella  solenne  adunanza  del  45.  Agosto  4884. 

Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze^  lottere  ed  arti  di  Modena.  Ser.  IL 

Vol.  2.  Modena  4884. 
Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  yearl888. 

Vol.  474,  P.  2.  8.    London  4883.  84.  —  The  R.  Society,  30tl»Nov. 

4  888  (List  of  the  members). 
Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.    Vol.  XXXV,    No.  227.   Vol. 

XXXVI,  No.  228—34.  London  4883. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britein.  Vol.  X,  P.  2.  3  (No.  76. 
77).   London  4883.  84. 

Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society.  Vol.  47  (4882/88).  48  (4884),  P.  1. 
London  4883.  84. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  44,  No.  209—214. 
Vol.  45,  No.  245-228.  London  4883.  84. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 
Proceedings.  Ser.  II.  Vol.  4,  P.  4 — 4.  6.  London  4884.  —  R.  Micro- 
scopical Society.  List  of  fei lows.  4884. 

Report  on  the  scientific  results  of  the  exploring  voyage  of  H.  M.  S.  Chal- 
lenger,  4873 — 76.  Narrative,  Vol.  2,  Zoology,  Vol.  4 — 40.  Physics 
and  chemistry,  Vol.  4.  London  4880 — 84. 

Catalogue  of  Oriental  coins  in  the  British  Museum.  Vol.  8.  London  4883. 

Catalogue  of  the  Greek  coins  in  the  British  Museum.  Central  Greece  (Locris, 
Phocis,  Boeotia  and  Euboea).  By  Barclay  V.  He  ad.  Ed.  by  R.  Sl. 
Poole.  London  4884. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  4 ,  P.  6.  Cam- 
bridge 4  883. 

Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  43,  P.  3.  Cam- 
bridge 4883. 

Memoirs  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of  Manchester.  III.  Ser. 
Vol.  7.  London  4882.  Vol.  9  (R.  A.  Smith,  A  centenary  of  science 
in  Manchester.  For  the  400^year  of  the  Lit.  and  Philos.  Soc.  of 
Manchester  4  884).  London  4  883. 
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Proceedings  of  the  Literary  and  Pbilosophical  Society  of  Manchester.  Vol. 

SO  (Sess.  4880/84).  24  (Sess.  4884/88).  32  (Sess.  4882/83).  Manchester 

4884—88. 
The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  8,  P.  6.  7. 

Vol.  4,  P.  4—4.  Dublin  4882—84. 
Tbe  scientific   Transactions  of  the  R.  Dublin  Society.    Ser.  II.    Vol.  4. 

No.  20—25.  Vol.  8,  No.  4—8.  Dublin  4882—84. 
Journal  de  l'Ecole  polytechnique ,  publ.  p.  le  Conseil  d' Instruction  de 

cet  Etablissement.  Gab.  53.  Paris  4  883. 
Bulletin  de  la  Soci^tö  math^matique  de  France.    T.  44,    No.  5.    T.  42, 

No.  4—4.  Paris  4883.  84. 
ComitE  international  des  poids  et  mesures.   Proc^s -verbaux  des  sEances 

de  4  883.  Paris  4884. 
Trevanx  et  MEmoires  du  Bureau  international  des  poids  et  mesures,  publ. 

sous  TautoritE  du  ComitE  international.  T.  2.  3.  Paris  4883.  84. 
M^moires  de  la  Soci6t6  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

II.  S6rie.  T.  5,  Gab.  3.  Paris  4883.  —  Appendice  au  T.  ö  (Rayet, 

Observations  pluviom^triques  et  thermomötriques  faites  dans  le  d6p. 

de  la  Gironde  de  juin  4882  ä  mai  4883).  Bordeaux  4883. 
M^moires  de  FAcadEmie  des  sciences,  beUes-lettres  et  arts  de  Lyon.  Classe 

des  sciences.  T.  26.  Paris,  Lyon  4883 — 84. 
Balletin  de  la  SociätE  des  sciences  de  Nancy  (ancienne  Sociötö  des  sciences 

naturelles  de  Strasbourg).    SEr.  II.    T.  6,   Fase.  45.  46.    Annöe  4  6 

(4888).  Paris  4888.  84. 
Balletin  de  correspondance  africaine.  4884,  Fase.  4.  Ecole  supärieure  des 

lettres  d' Alger.  Alger  4  884. 
Discursos  de  recepcion  y  de  contestacion  leidos  ante  la  R.  Academia  de 

ciencias  morales  y  pollticas.  T.  2  (4875—84).  3  (4884 — 83).  Madrid 

4884. 
Memorias  de  la  R.  Academia  de  ciencias  morales  y  polfticas.    T.  4.  5. 

Madrid  4883.  84. 
Real  Academia  de  ciencias  morales  y  polfticas.  Afio  de  4  884.    Madrid  d.  J. 
Real  Academia  de  ciencias  morales  y  polfticas.    Resümen  de  sus  actas  y 

discurso  leidos  en  la  Junta  publ.  23.  die.  4883.  Madrid  4883. 
Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 

aaret  4883,  No.  3.  4884,  No.  4.  2. 
Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.   Hist.  og  philos.  Afd. 

5.  RsBkke.  Bd.  6,  No.  3.  Kjabenhavn  4884.  —  Naturvid.  og  mathe- 

mat.  Afd.  6.  Raekke.  Bd.  4,  No.9.40.  Bd.  2,  No.6.  Kjebenhavn  4884. 
Regesta  diplomatica  historiae  Danicae,   cura  Soc.  Reg.   scient.  Danicae. 

Ser.  II.  T.  4,  Fase.  8.  Kjebenhavn  4  888. 
Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.    Ny  Följd.   Bd.  48 

(4880).  49  (4884),  H.  4.  2.  Stockholm  4884  ff. 
Bihaog  tili  Kong.   Svenska  Vetenskaps-Akademiens    Handlingar.    Bd.  6, 

H.  4.  2.  7,  4.  2.  8,  4.  2.  Stockholm  4880—83. 
ÖK'ersigt  af  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens  Fdrhandlingar.  Arg.  38  (4884). 

39.  40.  Stockholm  4  882  ff. 
Lefnadsteckningar  öfver  Kongl.  Svenska  Vetenskaps  Akademiens  efiter  ar 

4854  aflidna  Ledamöter.  Bd.  2,  H.  2.  Stockholm  4888. 

.  Svenska  Vetenskaps-Akad.  Maj  4880.  82.  83.  84. 
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Fries,  El.,  Icones  selectae  Hymenomycetam  nondum  delineatonim.  Vol. 

II,  Fase.  7 — 40.  Sub  auspiciis  Reg.  Acad.  scient.  Holmiensis.  Hol- 

miae  et  üpsaliae  1 884. 
Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiqaitets  Akademiens  Handlingar.  Del  29 

(N.  F.  Del  9).  Stockholm  4884. 
Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiquitets  Akademiens  Manadsblad.  Irg.  W 

(4882).  42  (4888).  Stockh.  4883—84. 
Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige ,  utg.  of  Kongl.  Vitterhets,  Historie  och 

Antiquitets  Akademien  genom  Bror  Emil  Hildebrand.    Delen  8, 

H.  4.  2.  Stockholm  4884. 
Meteorologiska  Jakttagelser  i  Sverige,  utg.  af  Kongl.  Svenska  Vetenskaps- 

Akademien.    Bd.  20.  24   (IL  Ser.   Bd.  6.  7).   4878.  79.    Stockbolni 

4882.  83. 
Astronomiska  Jakttag^ser  och  Undersökningar,   anstälda  pa  Stockholms 

Observatorium.  Utg.  af  H.  Gyld6n.  Bd.  2,  H.4.8.  Stockh.  4888. 84 
Entomologisk  Tidskrift,    pä  füranstaltende   af  Entomologiska  FöreningeD 

i  Stockholm  utg.  af  Jac.  Span gb erg.  Arg.  4  (4883),  H.4— 4.  Arg. 5 

(4884),  H.  4.  2.  Stockholm  d.  J. 
Hildebrand,  BrorEmil,  och  Hans  Hildebrand,  Teckningarur  Svenska 

Statens  Historiska  Museum.   Haft.  3  (Ser.  V,  Planch.  4— 5).    Stock- 
holm 4883. 
Nova  Acta  Heg.  Societatis  scientiarum  Upsaliensis.  Ser.  III.  Vol.  XII,  Faso.  4. 

üpsaliae  4  884. 
Bulletin  mensuel  de  TObservatoire  mötöorologique  de  l'üniversit^  d'Upsal. 

Vol.  45  (4883).  Cpsal  4883—84. 
Forhandlinger   i  Videnskabs-Selskabet  i  Christiania.    Aar  4880.  84.  82. 

Christiania  4884—83. 
Norske  Rigsregistranter  tildeeis  i  uddrag.  Bd.  8,  H.  4  (4  644—44).  Udg.  ved 

0.  G.  Lundh.  Christiania  4  882. 
Det  Kong.  Norske  Frederiks  Universitets  Aarsberetning  for  aaret  4880.  %i. 

82.  Christiania  4884— 83. 
Bregger,  W.  C,  Die  silurischen  Etagen  II  u.  III  im  Kristianiagebiet  u. 

auf  Eker  (Univ.-Progr.  f.  d.  2.  Sem.  4  882).  Kristiania  4  882. 
Reusch,  Hans  H.,    Silurfossiler  og  pressede  Konglomerater  i  Bergens- 

skifrene  (Üniv.-Progr.  f.  4.  Halvaar  4  883).  Kristiania  4882. 
Laache,  S.,  DieAnfimie  (Univ.-Progr.  f.  d.  2. Sem. 4883).  Christiania 4 883. 
Caspari,  C.  P. ,  Kirchenhistor.  Anecdota  nebst  neuen  Ausgaben  patrist. 

u.  kirchlich-mittelalterl.  Schriften.   I.  Lat.  Schriften  (Univ.-Progr.  z. 

4.  Säcularfeier  d.  Geburt  Luthers).  Christiania  4888. 
Fortegnelse  over  den  tilvaext,  som  det  K.  Frederiks  Universitets  Bibliothek 

har  erholdt  i  aarene  4880 — 84 .  Christiania  4  888. 
Beretning  om  BodsfaBngslets  Virksombed  i  4.  Halvaar  4880;  i  Tidsrummet 

fra  4.  Juli  4880  — 30.  Juni  4884;    fra  4.  Juli  4884  —  30.  Juni  4883. 

Christiania  4  884—83. 
Vandstandsobservationer.    Udg.  af  den  Norske  Gradmaalingskommission. 

Hefte  2.  Christiania  4  883. 
Den  Norske  Nordhavs-Expedition  4876 — 78.    XI.  Zoologi.  Danielssen, 

D.  C,  og  Job.  Koren,  Asteroidea.  Christiania  4  884. 
Nyt  Magazin  for  Naturvidenskaberne.   Udg.  ved  Th.  Kjerulf,  D.  C.  Da- 
nielssen etc.  Bd.  26  (II.  R.,  Bd.  6),    H.  2—4.   Bd.  27,  4—4.  Bd. 

28,  4.  Christiania  4884—83. 


:    XIII 

Bergens  Museum.  Koren,  Job.,  og  D.  C.  Daniel ssen,  Nye  Alcyonider, 

Gorgonider  og  Pennatulider  tilb0reode  Norges  Fauna.  Bergen  4888. 
M^moires   de   rAcadömie  Imperiale    des   sciences    de  St.- P^tersbourg. 

VII.  Sörie.  T.  34 ,  No.  9—4  6.  T.  8«,  No.  4—4  8.  St.-Pötersbourg  4  888. 84. 
Bulletin  de  rAcad^mie  Imperiale  des  sciences  de  St.-Pötersbourg.  T.  XXIX, 

No.  4—3.  St.-Pötersbourg  4888.  84. 
Tolstoi,  Graf  D.  A.,  Bin  Blick  auf  das  Dnterricbtswesen  Russlands  im 

XVIII.  Jabrb.  bis  4782.    A.  d.  Russ.  übers,  v.  P.  v.  Kügelgen.  St. 

Petersburg  4884. 

Repertorium  für  Meteorologie,  bsg.  v.  d.  Kais.  Akademie  d.  Wissenscb., 

redig.  v.  H.  Wild.  Bd.  8.  St.  Petersburg  4883. 
Annalen  d.  physikalischen  Centralobservatoriums ,  herausg.  von  H.  Wild. 

Jahrg.  4882,  Th.  4.  2.  St.  Petersburg  4  888. 
Compte-rendu  de  la  Commission  Imp6r.  Archäologique  pour  l'annöe  4  884 . 

Ayec  un  atlas.  St.-P6tersbourg  4883. 
Annales  de  TObservatoire  de  Moscou,  publ.  p.  Th.  Bredichin.  Vol.  X, 

Livr.  4.  Moscou  4884. 
Bulletin  de  la  Soci6t6  Impdr.  des  Naturalistes  de  Moscou.  T.  58  (Annöe 

4883),  No.  2— 4.  Moscou  4888.  84. 
Meteorologische  Beobachtungen  ausgeführt  am  Meteorol.  Observatorium  d. 

Landwirthschaftlichen  Academie  zu  Moskau  von  B.  E.  Bachme- 

tief  f.  4883,  4.  Hälfte  (Beilage  z.  Bulletin  de  la  Soc.  Imp.  des  Na- 
tural, de  Moscou,  T.  59).  4888,  2.  Hälfte  (Beilage  z.  Bulletin,  T.  60.) 

Moscou  4  888.  84. 
Nooveaux  Mömolres  de  la  Sociätö  Imp^r.  des  Naturalistes  de  Moscou. 

T.  XV  (s  T.  XXI  de  la  coUection),  Livr.  4.  Moscou  4884. 
Vagnetische  Beobachtungen   des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums 

L  d.  J.  4884—82.  Hrsg.  von  J.  Mielberg.  Tiflis  4883. 
Meteorologische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums 

i.  J.  4882.  Hrsg.  von  J.  Mielberg.  Tiflis  4883. 
Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat  i.  J.  4877  (Jahrg.  42). 

Bd.  lU,   H.  2.    In  d.  Jahren  4878.  79.  80  (Jahrg.  4  3—45).   Bd.  III, 

H.  8—5.  Red.  u.  bearb.  v.  K.  Weihrauch.  Dorpat  4  884. 
Correspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.  Jahrg.  26.  Riga  4  883. 
Acta  Societatis  scientiarum  Fennicae.  T.  48.  Uelsingforsiae  4884. 
Öfversigt  af  Finska  Vetenskaps-Societetens  Förhandlingar.  XXV  (4  882—83). 

Helsingfors  4883. 
Krüger,  A.,    Zonenbeobachtungen  d.  Sterne  zwischen  55.  u.  56.  Grad 

nördl.  Declin.,  angestellten  d.  Sternwarten  zu  Helsingfors  u.  Gotha 

u.  auf  Kosten  d.  Kais.  Alexanders-Universität  herausgegeben.  Bd.  4. 

Helsingfors  4  888. 
Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 

for  promoting  useful  knowledge.  Vol.  XX,   No.  448.    Vol.  XXI, 

No.  44  4.  4  45.  Philadelphia  4  883.  84. 
Transactions  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 

for  promoting  useful  knowledge.   N.  S.   Vol.  XVI,  P.  4,   Article  4. 

Philadelphia  4883. 
l^ceedings  of  the  American  Oriental  Society  at  Boston,  May  4884. 
Transactions  of  the  American  Philological  Association.    Vol.  44  (4883). 

Cambridge,  Mass.  4884. 
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American  Journal  of  Mathemattes  pure  and  applied.  Publ.  under  the 
auspices  of  the  Johns  Hopkins  University.  Vol.  VI,  No.  3. 4.  Vol.  Vll, 
No.  4.  Baltimore  4  884. 

Johns  Hopkins  University  Circulars.  Vol.  HI,   No.  28 — 32.  Baltimore  18S4. 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  S.  Vol.  X 
(WholeSer.  Vol.XVIU).  FromMay1882to  May  4883.  Vol.  XI,  P.  1.2. 
Selected  from  the  Records.  Boston  4  888.  84. 

Memoirs  of  the  Boston  Society  of  Natural  History.  Vol.  III,  No.  6. 7. 
Boston  4  883. 

Proceedings  of  the  Boston  Society  of  Natural  History.  Vol.  XXI,  P.  4  (Jan. 
—Apr.  4882).  Vol.  XXII,  P.  4  (May— Nov.  4882).  Boston  4883. 

Bulletin  of  the  Buffalo  Society  of  Natural  Sciences.  Vol.  IV,  No.  i. 
Buffalo  4883. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  XI,  No.  5—9,  Cambridge,  Mass.  4  883. 

Memoirs  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  VIII,  No.  3.  Vol.  IX,  No.3.  Vol.X,  No.  4.3.  Vol. 
XII.  XIII.  Cambridge,  Mass.  4883.  84. 

Annual  Report  of  the  Curalor  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at 
Harvard  College,  Cambridge,  Mass.,  for  4882/83,  4883/84.  Cam- 
bridge, Mass.  4883.  84. 

Publications  of  the  Washburn  Observatory  of  the  University  of  Wisconsin. 
Vol.  2.  Madison  4883. 

Annais  of  the  New  York  Academy  of  sciences  (late  Lyceum  of  natural 
history).  Vol.  H,  No.  40—43.  Vol.  III,  No,  4.  2.  New  York  4888. 

Transactions  of  the  New  York  Academy  of  sciences.  Vol.  II,  No.  4 — ^8.  New 
York  4882.  83. 

Bulletin  of  the  American  Geographica!  Sociely.  4  888,  No.  3—6.  1884, 
No.  4.  2.  New  York  4  883.  84. 

Proceedings  of  the  Academy  of  natural  sciences  of  Philadelphia.  488S. 
P.  2  (June— Oct.).  3  (Nov.  Dec).  4884,  P.  4  (Jan.— Apr.).  2  (May- 
Oct.).  Philadelphia  4883.  84. 

The  Transactions  of  the  Academy  of  sciences  of  St.  Louis.  Vol.  IV,  No.  3. 
St.  Louis  4  884. 

Astronomical  and  meteorological  Observations  made  during  the  year4d79 
at  the  U.  S.  Naval  Observatory  (Washington  Astronomical  and 
meteorological  Observations  Vol.  26).  Washington  4  883. 

Report  of  the  Commissioner  of  agriculture  for  the  year  4  883.  Washing- 
ton 4888. 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Coast  Survey,  showing  the 
progress  of  the  work  during  the  fiscal  year  ending  with  June  4882. 
P.  4.  2.  Washington  4883. 

Bulletin  of  the  U.  S.  Geological  Survey.  No.  4.  Washington  4883. 
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B.  Baltser,  Eine  Erinnerung  an  Möbius  und  seinen  Freund 
Weiske. 

In  einer  Vorlesung ,  in  der  geometrische  Aufgaben  behan- 
delt wnrden,  sagte  Möbius  1840  uns,  seinen  Zuhörern:  Es  war 
einmal  ein  König  in  Indien ,  der  hatte  ein  grosses  Reich  und 
fünf  Söhne.  Der  letzte  Wille  des  Königs  bestimmte,  die  Söhne 
sollten  nach  dem  Tode  des  Königs  das  Reich  unter  sich  auf 
solche  Weise  theilen ,  dass  das  Gebiet  eines  jeden  mit  den  vier 
Übrigen  Gebieten  eine  Grenzlinie  (nicht  bloss  einen  Punct)  ge- 
mein hätte.  Wie  war  das  Reich  zu  theilen?  —  Als  wir  in  der 
nächsten  Vorlesung  bekannten ,  wir  hatten  uns  vergeblich  be- 
müht, eine  solche  Theilung  zu  finden  ,  lächelte  Möbius  und  be- 
merkte, es  thue  ihm  leid,  dass  wir  uns  abgemüht  hatten,  denn 
die  geforderte  Theilung  sei  unmöglich. 

Ich  habe  Möbius  fttr  den  geheimen  Rathgeber  des  indischen 
Königs  gehalten,  bis  mir  bei  Durchsicht  des  MöBius'schen  schrift- 
lichen Nachlasses  einige  vergilbte,  nicht  von  M.^s  Hand  ge- 
schriebene Concepte  auffielen,  deren  eines  von  der  fraglichen 
Theilung  handelt.  Zwei  andere  beiliegende  Blätter  sind  Briefe, 
die  an  den  Leipziger  Philologen ,  Professor  Wbiskb  ,  gerichtet 
Ovaren,  und  ohne  Zweifel  von  diesem  selbst  zu  verschiedenen 
schriftlichen  Aufzeichnungen  benutzt  worden  sind.  Aus  der 
Übereinstimmung  der  Handschrift  erkannte  ich,  dass  das  erstere 
Blatt  von  W^eiskb  geschrieben  ist.  Also  hat  der  von  M.  in  der 
Vorrede  zum  barycentrischen  Galcul  gerühmte  Freund  Weiske 
den  obigen  Satz  über  Theilung  einer  begrenzten  Fläche  aufge- 
schrieben und  dem  Freunde  M.  vorgelegt.  Der  Eingang  des 
Blattes  lautet  wie  folgt : 

Itilli.-pbys.  aasse  lt>S5.  1 
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»Erklärung.  Spatia  coDfinia  sind  Felder,  von  denen  jp 
zwei  sich  in  einer  Linie  (nicht  bloss  in  einem  Puncte)  berühren. 

Satz.  Fünf  spatia  confinia  sind  unmöglich  in  einer  Fläche. 

Beweis.  Ein  fünftes  Spatiura  confmium  kann  zu  vieren 
nicht  hinzukommen ,  weil  vier  Spatia  confinia  stets  so  liegen, 
dass  das  vierte  von  den  drei  übrigen,  die  einen  in  sich  zurück- 
laufenden Kranz  bilden  ^  rings  eingeschlossen ,  und  also  jedes 
neuen  Confiniums  unfähig  ist.« 

Zur  Erläuterung  braucht  nur  daran  erinnert  zu  werden, 
dass  ein  Flächengebiet  in  zwei  Confinien  getheilt  wird  sowohl 
durch  einen  Querschnitt,  als  auch  durch  einen  Rundschnilt. 


0@ 


Zur  geforderten  Dreitheilung  genügen  4]  ein  Querscbnlt)  . 
des  Ganzen  und  ein  Querschnitt  des  einen  Theils,   S)  ein  Rund-  ■ 
schnitt  und  2  Querschnitte  des  äusseren  Theils^  3)  ein  Rund- 
schnitt und  ein  Querschnitt  des  inneren  Theils.    Dabei  wenieo  . 
zwei  Theile  ganz  eingeschlossen,  oder  einer,  oder  keiner. 


Zur  Viertheilung  genügen  i)  ein  Rundschnitt  und  3  Quer- 
schnitte des  äusseren  Theils,  2]  ein  Rundschnitt,  2  Querschnitte 
des  äusseren  Theils  und  ein  Querschnitt  des  inneren  Tbeilä. 
3)  ein  Rundschnitt  und  2  Querschnitte  des  inneren  Theils.  Da- 
bei werden  drei  Theile  ganz  eingeschlossen ,  oder  zwei ,  oder 
einer. 


Bei  einem  in  mehr  als  vier  Theile  getheillen  Flachengebiet 
hat  einer  der  Theile  entweder  mit  einem  oder  mit  zw^ei  oder  mit 
drei  andern  Theilen  keine  gemeinschaftliche  Grenzlinie. 


Eine  Erinnerung  an  Mörius.  3 

Der  von  Weiske  gegebene  Salz  gehört  in  das  Gebiet  der 
seit  Lbibniz  oft  genannten,  aber  eines  wissenschaftlichen  Aus- 
baues Doch  immer  harrrenden  Situations  -  Geometrie  (geo- 
metria  sitüs),  in  eine  Disciplin,  die  vor  ihrem  Eintritt  ins  Da* 
sein  ihren  Namen  zum  Theil  hat  abtreten  müssen  an  Staudt's 
i>Geometrie  der  Lage«,  und  die  dafür  zu  derselben  Zeit  den 
neuen  Namen  Topologie  durch  Listing  (Vorstudien  zur  Topologie 
4847]  empfangen  hat.  Einige  kleine  Beitrage  mögen  bei  dieser 
Gelegenheit  hier  Platz  finden. 

I.  Unter  fünf  Punkten  einer  Ebene  giebt  es  mindestens 
einmal  vier,  von  denen  jeder  aussei'  dem  Dreieck  der  drei 
anderen  liegt.   Möbius  baryc.  Calcul  §  255. 

U.  Die  vielbesprochene,  aber  nicht  immer  mit  wilnschens- 
sverther  Klarheit  wiedergegebene  Unterscheidung  einer  links- 
gewundenen und  einer  rechtsgewundenen  Spirallinie  lässt  sich 
auf  die  Bestimmung  des  Zeichens  eines  Tetraeders  zurückfüh- 
ren. Wenn  von  dem  Punkt  A  einer  unebenen  Linie  die  Puncte 
B.  C,  D  derselben  Linie  vorwärts  liegen,  so  liegen  von  D  die 
Punkte  C,  B,  A  rückwärts,  aber  die  Tetraeder  AB  CD  und 
hCBA  haben  dasselbe  Zeichen.  Y^e\  positivem  Tetraeder  der  ein- 
ander hinreichend  nahen  Punkte  ist  die  Linie  in  A  (oder  D] 
linksgewunden,  bei  negativem  Tetraeder  rechtsgewunden.  Wenn 
das  Tetraeder  auf  der  ganzen  Linie  positiv  ist,  so  ist  die  Linie 
durchaus  linksgewunden.  Dies  habe  ich  in  meiner  analytischen 
Geometrie  §  56,  4  angemerkt. 

IIL  Es  ist  bekannt,  dass  die  Permutationen  gegebener  Ele- 
mente durch  Yertauschungen  von  je  einem  Paar  der  Elemente 
blle  ohne  Wiederholungen  bewirkt  werden  können.  Durch  sol- 
ches Verfahren  gelangt  man  von  4  2  3  bis  3  2 1 1 ,  von  123  4  bis 
M123,  von  42345  bis  54|423,  von  423456  bis  6J42345, 
u.  s.  w.,  so  dass  zuletzt  bei  gerader  Anzahl  der  Elemente  das 
letzte  Element,  bei  ungerader  Anzahl  das  letzte  nebst  dem  vor- 
letzten Element  den  Vortritt  erhält,  und  die  übrigen  Elemente 
in  ihrer  ursprünglichen  Ordnung  folgen. 

Durch  Yertauschungen  von  je  einem  Paar  7ieben  einander 

^iehendei'  Elemente  können  die  Permutationen  von  mehr  als  drei 

Elementen  nicht  alle  ohne  Wiederholungen  bewirkt  werden. 

IV.  Wenn  zwei  nichtfolgende  Seiten  eines  Polygons  sich 

I    ^^ide  imverlängert  schneiden,  so  hat  der  Perimeter  des  Polygons 
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einen  Doppelpunct,  Eine  Seite  eines  planen  n-£cks  kann  nicht 
mehr  als  n  ^  3  Doppelpunkte  enthalten :  ein  planes  n^Eck  kann 
nicht  mehr  als  -|n(n^3)  Doppelpunkte 
haben, 
r^  Es  werde  die  Seite  AB  von  der  Seite 
CD  geschnitten,  die  gebrochene  Linie  AM 
von  der  Seite  DE  in  zwei  Punkten,  die 
zweimal  gebrochenene  Linie  AB  CD  von  EF 
in  drei  Punkten,  die  (n  -—  2) mal  gebrochene 
Linie  ABC.  .  von  der  (n  —  llten  Seile  in 
n  —  3  Punkten.    Also  kann  eine  (n  —  2)ma/ 

gebrochene  Linie  1  -4-  2  -♦-..-♦-(«  —  3)  =  r  ""  j  Doppelpuncle 
haben,  sowie  jede  geringere  Anzahl. 

Ueber  die  noch  auf  der  /ilen  Seite  des  Polygons  möglichen 
Doppelpunkte  erhält  man  Aufschluss  durch  folgende  drei 
Lemmen:  1)  Wenn  AB  und  CD  sich  unverlängerl  schneiden, 
so  liegen  D  und  A  auf  demselben  Ufer  von  BC.  2)  Wenn  0  links 
von  BC  liegt,  so  liegt  B  links  von  CD.  3)  Wenn  E  und  A 
auf  demselben  Ufer  der  Linie  BCD  liegen,  so  wird  BCD  von 
EA  nicht  ungeradmal  geschnitten. 

a.  Weil  AB  und  CD  sich  schneiden,  so  liegen  D  und  A  auf 
demselben  Ufer  von  BC;  DA  kann  BC  nicht  schneiden.  Ein 
Viereck  kann  nicht  mehr  als  einen  Doppelpunkt  haben. 

Wenn  nun  A  z.  B.  links  von  BC,  so  ist  auch  D  links  von 
BC,  E  rechts  von  BC.  Zugleich  ist  B  links  von  C/),  A  rechts 
von  CD.  Demnach  liegen  E  und  A  a\it  demselben  Ufer  von 
BCD;  EA  kann  BCD  nicht  ungeradmal  schneiden.  Ein  Fünfed 
kann  0,  1,  2,  3  Doppelpunkte  haben,  auch  5,  aber  nicht  4.  Fünf- 
ecke mit  0,  1,  2,  3,  5  Doppelpunkten  werden  erwähnt  im  ba- 
ryc.  Calcul§  165. 

b.  Nun  liegt  F  links  von  BC,  A  desgleichen,  Fund  A  auf 
dem  linken  Ufer  von  BC.  Ferner  Hegt  E  wie  B  links  von  CD, 
also  Fund  A  auf  dem  rechten  Ufer  von  CD.  Weil  E  links  von 
CD,  so  ist  C  links  von  DE,  F  desgleichen,  also  B  rechts  von 
DE,  A  links  von  DE;  FA  kann  BCD  nicht  schneiden.  Ein 
Sechseck  kann  sechs  Doppelpunkte  hohen,  auch  weniger,  aber  nicht 
mehr. 

c.  Weil  F  links  von  BC,  so  ist  G  rechts  von  BC.  Nun  war 
A  rechts  von  CD,  also  liegen  G  und  A  auf  demselben  Ufer  von 
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BCD;  GA  kann  BCD  nicht  ungeradmal  schneiden.  Weil  F  links 
von  DE^  so  ist  G  rechts  von  DE,  Zugleich  ist  D  links  von  EF, 
C  rechts,  B  links,  A  rechts  von  EP,  also  liegen  G  und  A  auf 
demselben  Ufer  von  DEF;  GA  kann  DEF  nicht  ungeradmal 
schneiden,  und  6^4  kann  BCDEF  nicht  ungeradmal  schneiden. 
Ein  Siebeneck  kann  1 0  Doppelpunkte  haben,  auch  weniger,  aber 
nur  2  oder  4  mehr,  also  42  oder  44,  nicht  H  oder  43.  Auf  dem 
angezeigten  Wege  ergiebt  sich : 

Ein  planes  n-Eck  kann  r  ""   |  Doppelpuncte  haben,  auch 

urenijer.  Nur  das  Ungerad-Eck  kann  eine  gerade  Anzahl  mehr 
Doppelpunkte  haben,  höchstens  ^n  (n  —  3)  Doppelpunkte. 


Postscript,  Herr  College  Kleix  hat  die  Güte  gehabt,  mich 
auf  eine  den  oben  erwähnten  Gegenstand  berührende  Arbeit  des 
Herrn  Kbmpk  in  London  On  the  geographical  problem  of  the  four 
colours  (American  Journal  of  mathematics  4879  vol.  2  p.  493 — 
204)  aufmerksam  zu  machen.  Diese  Arbeit  geht  von  den  That- 
Sachen  aus,  dass  auf  den  englischen  Landkarlen  4)  jedes  ein- 
zelne Gebiet  der  Karte  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  (nicht  bloss 
auf  seiner  Grenze)  durch  eine  bestimmte  Färbung  kenntlich  ge- 
macht wird,  2)  dass  zwei  Gebiete,  welche  eine  Grenzlinie  (nicht 
bloss  einen  Punkt)  gemein  haben,  verschiedene  Färbung  erhalten, 
3  dass  die  Verfertiger  der  Landkarten  bei  diesem  Verfahren 
mit  t?ier  Farben  ausreichen,  wenn  es  unverwehrt  ist,  Gebiete, 
welche  eine  gemeinschaftliche  Grenzlinie  nicht  haben,  mit  der- 
selben Farbe  zu  überziehen.  (Z.  B.  die    , ^ 

nebenstehende  Karte  hat  zwei  Gebiete 
der  Farbe  4 ,  ein  Gebiet  der  Farbe  2, 
zwei  Gebiete  der  Farbe  3,  und  drei  Ge- 
biete der  Farbe  4).  Die  letztere  in  Eng- 
land seit  längerer  Zeit  bekannte  That- 
sache  sei  durch  die  Herren  De  Morgan 
und  Gatlet  zur  Discussion  gestellt 
worden.  Herrn  Kbmpb's  Deduction 
slülzt   sich    auf  die  Betrachtungen, 

durch  welche  die  Grund-Eigenschaften  einer  einfach-zusammen- 
bängenden  Polyederfläche,  die  Relation  zwischen  den  Anzahlen 
der  Ecken,  Flächen  und  Kanten,  u.  s.  w.  gefunden  werden. 
Kach  dem  oben  mitgetheillen  kleinen  Satze  ist  die  zur  Discussion 
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gestellte  Thatsache  sofort  verständlich.  Denn  es  giebt  nicht 
mehr  als  vier  benachbarte  Gebiete,  deren  jedes  mit  jedem 
anderen  eine  gemeinschaftliche  Grenze  hat ;  also  genügen  vier 
Farben  zur  Unterscheidung  aller  Gebiete. 

Wie  würde  Möbius  sich  gefreut  haben,  wenn  er  die  merk- 
würdige öconomische  Bedeutung  des  von  Freund  Weisee  ihm 
mitgetheilten  Satzes  erfahren  hütte. 

Giessen,  den  9.  Januar  1885.  ' 


A.  Mayer,  Begründung  der  Lagrange' sehen  MultipUcatoren- 
methode  in  der  Variationsrechnung.  *) 

LAGBA56E  hdt  Seine  MuUiplicalorenmethode ,  durch  die  er 
zur  Aufstellung  der  allgemeinen  Diflerentialgleicbungen  der  Be- 
wegung gelangte,  ohne  Weiteres  aus  der  Mechanik  übertragen 
in  die  Variationsrechnung.  Ein  wirklicher  Beweis  für  die  Rich- 
tigkeit dieser  Methode  in  dem  Falle,  wo  nicht  bloss  endliche  Be- 
dingungsgleichungen vorliegen ,  sondern  den  unbekannten 
Functionen  des  Problems  von  vornherein  auch  Differentialglei- 
chungen vorgeschrieben  sind,  ist  aber  bisher  noch  nicht  er- 
bracht worden.  Es  ist  vielmehr  nur  kein  Beispiel  bekannt,  in 
welchem  das  LAGRANGE^sche  Verfahren  zu  einem  falschen  Resul- 
tate gefuhrt  hätte,  und  alle  diejenigen  besonderen  Regeln  der 
Variationsrechnung,  die,  wie  die  isoperimetrische,  sich  auch  noch 
auf  anderem,  directen  Wege  beweisen  lassen,  gehen  als  blosse 
Anwendungen  aus  demselben  hervor.  Daher  wurde  die  La- 
GRAüGE^sche  Methode  von  einem  Theile  der  Mathematiker  ge- 
wissermassen  als  Axiom  acceptirt,  während  ein  anderer  Theil 
es  vorzog,  alle  diejenigen  Aufgaben  der  Variationsrechnung,  zu 
deren  Lösung  man  keine  anderen  Methoden  kennt,  überhaupt 
einfach  zu  ignoriren. 

Im  Anschlüsse  an  Glbbsch  habe  ich  selbst  mich  immer  zu 
dem  ersten  Theile  gehalten  und  die  LAGRANGE'sche  Regel  allen 
meinen  Arbeiten  über  Variationsrechnung  zu  Grunde  gelegt. 
Obgleich  ich  aber  das  Ungenügende  der  bisherigen  Versuche, 
die  LAGRANGB'sche  Multiplicatorentheorie  in  dem  Falle  von  Be- 
dingungsdifTerentialgleichungen  zu  begründen,  recht  wohl  her- 
ausfühlte, wurde  mir  der  eigentliche  Kernpunkt,  um  den  es 


^j  Vorgelegt  und  zum  Druck  tibergeben  in  der  Sitzung  am  42.  Jan.  4885. 
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sich  hierbei  handelt,  doch  erst  vollständig  klar  bei  einer  Be- 
sprechung mit  Herrn  L.  Scheeffbr,  dessen  wichtige  Unter- 
suchungen über  die  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  der 
einfachen  Integrale  die  Mathematischen  Annalen  demnächst 
bringen  werden,  und  seiner  Darstellung  der  Theorie  der  iso- 
perimetrischen Probleme  folgend  gelangte  ich  zu  einer,  wie  ich 
glaube,  in  allem  Wesentlichen  völlig  befriedigenden  Begrün- 
dung der  LAGRANGE^schen  Methode. 

Um  die  Grundgedanken  klarer  hervortreten  zu  lassen,  be- 
schränke ich  mich  im  Folgenden  auf  den  Fall,  wo  den  un- 
bekannten Functionen  nur  Bedingungsdifferentialgleichungen 
vorgeschrieben  sind.  Hierdurch  geschieht  der  Allgemeinheit 
kein  Abbruch,  da  man  sich  aus  jeder  endlichen  Bedingungs- 
gleichung immer  eine  der  Unbekannten  bestimmt  denken 
kann.  Es  handelt  sich  dann  um  die  Lösung  des  folgenden 
Problems : 

Unter  allen  Functionen  ^4,  .  •  .  .  y«  von  x,  die  m<^n  vor-- 
geschriebenen  Bedingfungsgleichungen : 

^)  9k[^^  Vv  •  •  j  ynj  yV  •  •  •»  y'n)  =  o ,  (fc  =  i,  2,  . . .,  m) 

genügen,  in  den  beiden  gegebenen  Grenzen  x^  und  a?,  gegebene 
Grenzwerthe  besitzen  und  zwischen  diesen  Grenzen  mit  ihren 
ersten  Ableitungen  stetig  bleiben,  diejenigen  zu  finden,  für  welche 
das  gegebene  Integral 


"-/' 

«/«« 


fix,  Vv  •  •  •,  Vn,  y'i7  •  •  M  y'Jrf^ 


einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  erreicht,  — 
Ich  setze  voraus,  dass  die  Determinante : 

nicht  Null  ist  und  auch  in  Folge  der  Bedingungsgleichungeo  4) 
nicht  identisch  verschwindet. 

Ist  dann  das  vorgelegte  Problem  überhaupt  allgemein,  d.  b. 
ohne  Einschränkung  der  Grenzwerthe  der  Functionen  y  lösbar, 
so  ist  klar,  dass  dasselbe,  solange  man  diese  festen  Grenzwerthe 
nicht  specialisirt,  jedenfalls  auch  solche  Lösungen  zulassen  muss, 
für  welche  die  Determinante  2)  nicht  identisch  Null  wird. 
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Denkt  man  sich  nun  diese  Lösungen  bereits  gefunden  und 
überall  für  die  y  substituirt,  so  muss  die  erste  Variation  des  ge- 
gebenen Integrales : 

werden  für  alle  stetigen  Functionen  dtf^y  .  .  .,  dy^  von  cc, 
weiche  in  den  beiden  Grenzen  verschwinden  und  den  m  Be- 
dingungsgleichungen 

genügen. 

Indem  man  diese  Bedingungsgleichungen,  mit  vorläufig 
uDbestimmten  Functionen  /uj^  multiplicirt,  der  Bedingung  3) 
unter  dem  Integralzeichen  hinzufügt  und  die  DifTerentialquo- 
tienten  dy'  durch  theilweise  Integration  fortschaflfl,  bringt  man 
diese  Forderung  auf  die  Form : 


5) 


p^^t^,-f.U)'"">- 


worin  zur  Abkürzung 

6)  /•+  ^i,(p,  +  .  .  .  +  n^cp^  ^  F 

gesetzt  worden  ist.  Setzt  man  nun  weiter  für  r  =5  1,  2,  . . .,  m 

^,  öF 1  ^^  —  0 

'  byr       dx  Ä^V  ' 

so  bilden  nach  der  über  die  Determinante  2]  gemachten  Voraus- 
setzung diese  Gleichungen  ein  System  von  m  linearen  Differen- 
talgleichungen  \.  0.  für  die  /u  Multplicatoren  ^^,  .  .  .,  |U^.  Da- 
ber  lässt  sich  die  Bedingung  5)  ihrerseits  wieder  zurückführen 
auf  die : 

Für  alle  mit  den  Beschränkungen,  denen  die  n  Variationen 
^^n  •••?  ^Vn  unterworfen  sind,  verträglichen  Functionen 
^^1»?  •  *  M  ^Vn  ™uss  die  Gleichung  bestehen: 
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t'a;^      m  -♦•  1 

in  der  /u, ,  .  . . ,  /<^  irgend  ein  System  Lösungen  der  m  linearen 
Differentialgleichungen  6]  bilden. 

Um  also  die  DifTerentialgleichungen  des  Problems  zu  finden, 
kommt  es  zunächst  darauf  an,  festzustellen,  welche  Bedingungen 
sich  aus  jenen  Beschränkungen  für  die  übrig  gebliebenen  n  —  m 
Variationen  dy^,   .  .  .,  öy^  ergeben. 

Zu  diesem  Ende  multiplicire  ich  die  Bedingungsgleichungen 
4)  mit  neuen  Factoren  r^  und  addire  die  Producte.  Ihre  Sumnie 
lüsst  sich  dann  so  schreiben : 

Nennt  man  also : 

^.,     1^,,   ...,     v9m.     {q  =  \,  2,  ...,  m) 

die  m  linear  unabhängigen  Systeme  von  Lösungen  p^,  p^,  .  . ., 
Vfff  der  m  verkürzten  linearen  Differentialgleichungen  4 .  Ordnung ; 


"xfe-Ä^'.^I^O.     (r=^,  2,  ...,«.) 


9)  i;^{ 

SO  folgt  aus  den  Bedingungsgleichungen  4) 


m^.  1 


Durch  Integration  erhält  man  hieraus,  weil  alle  dy  für  x  =  cc^ 
verschwinden  müssen : 
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WegeD  ^  =s  4,  2,  .  .  .,  m  sind  das  m  lineare  GleicbuDgen  für 
die  m  Unbekannten  dy^y  .  .  .,  5y^,  deren  Determinante: 

nicht  Null  ist,  m  Gleichungen  also,  welche  diese  m  Unbekannten 
bestimmen  und  somit  den  m  Bedingungsgleichungen  4)  voll- 
ständig äquivalent  sind. 

Weiter  aber  sollen  alle  n  Variationen  dy  auch  für  x  =  x^ 
verschwinden,  also  mtlssen  ^y^^,  .  .  .,  dy^  den  m  Bedingungen 
genügen : 


\l) 


und  dies  sind,  wenn  man  sich  x^  und  x^  so  gewählt  denkt,  dass 
die  Determinante  \i)  in  keiner  dieser  beiden  Grenzen  ver- 
schwindet, eben  auch  alle  Bedingungen,  denen  die  dy^  unter- 
worfen sind. 

Setzt  man  nun  für  5  =  m  +  1 ,   .  .  . ,  n : 

m 

13)  dy,  =  z,  +^cr  a^u^s  > 

wo  die  u^g  beliebig  zu  wählende  und  die  Zg  willkürliche  Func- 
tionen von  X  bezeichnen,  die  in  beiden  Grenzen  verschwinden, 
die  Oa  dagegen  Constanten  sind,  so  gehen  die  Bedingungen  42) 
über  in : 

m 

1 
Hat  man  daher  für  die  u^,  irgend  m(n  -^  m)  solche  an  beiden 
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Grenzen  verschwindende  Functionen  gesetzt,  dass  die  Deler- 
minante 

45)  ^±W'^^W\....  W\m 

nicht  Null  wird,  so  lassen  sich  die  m  Gonstanten  a^  so  bestim- 
men, dass  die  m  Gleichungen  4  4)  erfüllt  und  die  Gleichungen 
12]  also  durch  die  Substitutionen  13)  identisch  befriedigt 
werden. 

Weiter  haben  die  Auflösungen  der  Gleichungen  U)  die 
Form : 

wo  die  Constanten  ß^o  nur  von  der  Wajil  der  Functionen  m^, 
abhängen,  aber  dieselben  Werthe  behalten  für  alle  beliebigen 
Functionen  z. 

Fuhrt  man  nun  die  Werthe  13)  der  dy^  in  die  Bedingung 
8)  ein,  so  verwandelt  sich  diese  in : 


oder  nach  16)  in : 


wo  die 


1 


von  der  Wahl  der  Functionen  z  unabhängige  Gonstanten  sind. 
Nach  8)   und  12)   lUsst  sich   aber   diese  Bedingung  also 


schreiben : 
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und  verlangt  daher,  da  die  Fanctionen  z  bis  auf  die  Grenz- 
werthe  ganz  willkürlich  geblieben  sind,  dass  der  Coefficient 
jedes  einzelnen  z^  Null  sei.   D.  h.  aber,  da  die 

m 

wiederum  Lttsuogen  der  Diffferentialgleichungen 

sind,  die  gesuchten  Lösungen  y, ,  -  -  -^  Vn  sowie  die  m  Multi- 
plicatoren  /ti^ ,  .  .  .,  /lyn  müssen  neben  den  m  Gleichungen 

welche  die  Multiplicaloren  fi^  definiren,  noch  den  n  -—  m  Glei- 
chungen genügen : 

in  denen  i  ==  m  -♦-  1 ,  .  .  . ,  n  und  die  v^  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichungen 9]  sind. 

Addirt  man  aber  zu  jeder  Gleichung  7)  die  entsprechende 
Gleichung  9},  so  erhalten  die  Gleichungen  7]  die  nämliche  Form 
wie  die  Gleichungen  i7j,  und  wenn  man  sich  noch  der  Bedeu- 
tung 6)  von  F  erinnert  und 

/'x  +  ^x  ==  ^x 
setzt,  so  ergiebt  sich  somit  schliesslich,  dass  die  Lösungen  y^ , 
. . . ,  ^n  des  Problems  zusammen  mit  den  m  Multiplicatoren  \ , 
. .  . ,  k^  den  n  Gleichungen  genügen  müssen  : 

Das  ist  aher  eben  die  LAGRANce'sche  Regel.  — 

Diese  Ableitung  setzt  stillschweigend  voraus,  dass  die  De- 
terminante 15)  nicht  für  alle  beliebigen,  in  den  beiden  Grenzen 
verschwindenden  Functionen  u^g  Null  sei ,  d.  h.  mit  anderen 
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Worten,  dass  es  kein  System  Lösungen  v^,  .  .  . ,  i'^  der  m  Dif- 
ferentialgleichungen 9)  gebe,  welches  zugleich  auch  den  n  -  m 
Gleichungen: 

<«)     i''Kl^"-,^-x^)  =  0.{.  =  »n^* „: 

gentigte. 

In  Verbindung  mit  den  Gleichungen  1 )  und  den  GreDzbe- 
dingungen  würden  aber  die  n  Gleichungen  9)  und  19)  im  Allge- 
meinen selbst  schon  die  Functionen  y  vollständig  und  zwar  ganz 
unabhängig  von  der  Function  f  bestimmen  und  daher  ist  klar, 
dasS;  im  Allgemeinen  wenigstens,  die  Lösungen  des  Problems 
nicht  den  letzteren  Gleichungen  unterworfen  sein  können. 

Im  Besonderen  dürfen  jedoch  keine  MuUiplicatoren  v^,..,^  i'„| 
existiren ,  für  welche  die  n  Gleichungen  9)  und  i  9)  Identitäten 
oder  blosse  Folgen  der  Gleichungen  1)  würden.  Nun  sagt  das 
identische  Bestehen  jener  n  Gleichungen  aus,  dass 

m 

1 

ein  vollständiger  Differentialquotient  ist.  Die  vorgeschriebenen 
Bedingungsgleichungen  i)  dürfen  also  keine  Gleichung  von  der 
Form: 

dx 

nach  sich  ziehen.  Diese  Voraussetzung  ist  aber  bereits  in  der 
früheren  Annahme  enthalten,  dass  unser  Problem  den  Grenz- 
werthen  der  y  keinerlei  Beschränkungen  auferlegen  sollte. 


Georg  Pick,  Zur  Theorie  der  complexen  MuUiplication  der 
elliptischen  Functionen,    Vorgelegt  von  Prof.  Dr.  Klein, 

Die  folgende  Mittheilung  enthält  eine  kurze  Obersicht  über 
einige  Untersuchungen,  betreffend  die  singulüren  Moduln  der 
elliptischen  Functionen ,  welche  deronüchst  in  ausführlicherer 
Form  in  den  Mathematischen  Annalen  zur  Veröffentlichung  ge- 
langen werden.    Die  Anregung  zu  diesen  Untersuchungen  ging 
von  Hrn.  Klein  aus;  sie  bilden  den  ersten  Schritt  in  Ausführung 
des  Vorhabens,   die  von  Hrn.  Kronecker  schon  vor  mehr  als 
zwanzig  Jahren  angegebenen  Sätze  über  die  singulären  Moduln  ^) 
im  Sinne  der  von  Hrn.  Klein  geschaff'enen  Theorie  der  ellip- 
tischen Modulfunctionen  aller  »Stufen« 2)  zu  erweitern  und  neu 
zu  beweisen.    Hm.  Kronecker's  Sätze  beziehen  sich  auf  Moduln 
zweiter  Stufe:  hier  sollen  nun  vor  Allem  singulare  Moduln  erster 
Stufe  zur  Sprache  kommen ,  und  zwar  soll  es  sich  um  die  ge- 
naue Bestimmung  derGALois'schen  Gruppe  jener  Zahlengleichung 
handeln,  von  welcher  die  singulären  Moduln  einer  willkürlich 
gegebenen  »Determinante«  die  Wurzeln  sind.    Es  ist  übrigens 
leicht  zu  sehen,  dass  der  Übertragung  der  hier  zu  behandelnden 
Sülze  auf  »Congruenzmoduln  vom  Geschlecht  Null«  kein  wesent- 
liches Hinderniss  entgegensteht.  Dagegen  werden  sich  bei  Con- 
gruenzmoduln höheren  Geschlechts  allerdings  mit  neuen  Frage- 
stellungen auch  neue  Schwierigkeiten  ergeben,  insofern  man 
wünschen  wird,  nicht  bloss  die  singulären  Moduln  selbst,  son- 
dern auch  die  zugehörigen  »singulären  Integralwerthe«  hinsicht- 
lich ihrer  zahlen  theoretischen  Natur  zu  charakterisiren. 


4)  Berliner  Monatsberichte,  1857  u.  1862. 

2)  Vgl.  z.  B.  F.  Klein,  Mall).  Ann.  Bd.  17,  S.  62  ff. 
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§1. 

Anfgtelliingr  der  Gleichangeii  für  die  gingnlären  Modvln  ud 
elementarste  Elgengehaften  derselben. 

Wenn  für  das  Argument  (a  einer  elliptischen  Modulfuncüon 
F{iü)  die  mit  positivem  imaginären  Bestandtheil  versehene  Wurzel 
einer  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung  (von  negativer  Dis- 
criminante)  gesetzt  wird,  so  bezeichnet  man  den  Werth  von 
F{(o)  als  «singulären  Modul«  oder  »Modul  complexer  MuUiplica- 
tion«.  Bedeutet  insbesondere  F((jj)  einen  Modul  erster  Stufe, 
als  welcher  in  der  Folge  immer 

x{iü)  =  M^SJlio]  =  ^28     3   ^''     , 

verwendet  wird,  so  entsprechen  die  singulären  Werthe  desselben 
wechselseitig  eindeutig  den  Klassen  ganzzahliger  quadratischer 
Formen  von  negativer  Determinante,  wofern  man  diese  stets 
ohne  Theiler  und  mit  positiven  äusseren  Goefficienten  voraus- 
setzt.   Bezeichnet  man  als  Determinante  der  Form 

[.4,  Bj  C]  =  A(a^*  -4-  Biü^(o^  -4-  Cw,* 
die  Grösse 

so  ist  die  Form  erster  oder  zweiter  Art,  je  nachdem  ^  =  0  oder 
S  3  (mod  4]  ist.  Hiemach  werden  gelegentlich  auch  singu- 
lare Moduln  erster  oder  zweiter  Art  unterschieden  werden. 

Ein  grosser  Teil  der  folgenden  Aufstellungen  grflndet  sich 
nun  auf  nachstehenden  Hilfssatz : 

Setzt  man  in  die  Modulargleichung  für  den  n'**  Transforma- 
tionsgrad 

für  X  irgend  einen  singulären  Modul  der  Determinante  —  ^^,  so 
genügen  derselben  für  y  gesetzt  alle  und  nur  diejenigen  singulären 
Moduln  von  derselben  Determinante  j  welche  aus  x  durch  Compo- 
sition  mit  denjenigen  Formen  (eben  dieser  Determinante)  hervor-- 
gehen,  durch  welche  n  eigentlich  darstellbar  ist. 
Man  bezeichne  nun  mit 

x^,  x^,    ...   Xf^^ 
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die  sämmtlichen  verschiedenen  singulären  Moduln ,  welche  zu 
—  J  gehören,  und  setze 

Dann  stellt 

die  »Gleichung  der  complexen  Multiplication «  fttr  die  Determi- 
oante  —  z/  dar.  Wendet  man  jetzt  den  angezogenen  Hilf$satz 
auf  jene  Falle  an,  wo  ursprünglicher  und  transformirter  Modul 
abereinstimmt,  so  erhält  man  folgende  Normen  zur  Aufstellung 
der  Polynome  Fj  (x)  : 

I)   Ist  z/  =  0,  4,  8(mod  16),  so  ist  F^[x)  genau  das  Pro- 
ducl  der  einfachen  Lineartheller  von  Oj  (x,  x)  ,    also  in  be- 

T 
kannter  Weise  expHcite  zu  erhalten. 

2]  Ist  ^  =  1 2  (mod  16),  so  ist  das  Product  der  einfachen 
Lineartheiler  von  <P^(x,  x)   gleich   Fj[x)  ,  Fj[x]  ,    welche 

T  T 

beidea  Polynome  mit  Zuhilfenahme  von  Ö>^+4(2C,  x)  separirt 

16 

werden  können,  worin  Fj[x)  aufgeht,  Fj[x)  dagegen  nicht. 

T 

3]    Hierdurch  ist  zugleich  der  Fall  z/  =  3  (mod.  4}    mit- 
erledigt. 

Von  den  letzten  beiden  Regeln  tritt  eine  Ausnahme  ein, 
wenn  J  das  dreifache  einer  Quadratzahl  ist.  In  diesem  Falle  ist 

%')  für  ^:/=  12  (mod  16)  Fj{x]  wieder  genau  das  Product 
der  einfachen  Lineartheiler  von  Oj  (x,  x) ,    und 

T 

3')  für  ^/=3(raod.  4)  Fj[x)  genau  das  Product  der  in 
Oj(x,  x)  je  dreifach  auftretenden  Lineartheiler^]. 

In  allen  diesen  Angaben  ist  jedoch  von  möglicherweise  auf- 
tretenden Factoren 

X  und  X—  1728 


\]  Man  vergleiche  hier  im  Allgemeinen  die  von   Herrn  Gierster 
aufgestellte  »Klassenzahlrelation  erster  Stufe«  (Math.  Ann.  Bd.  24,  S.  25fT;. 
Ilafh.-ph79.  aasse  1885.  3 
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abgesehen,  welche  ja  jedesmal  von  vornherein  entfernt  wertkt 
können. 

Aus  ganz  elementaren  Eigenschaften  der  Modulargleichua- 
gen  für  x  ((a)  folgt  nun  : 

Die  Gleichungen  Fj  [x]  ==  0  besitzen  ganze  rationale  Zahlen 
als  Coefficienten ,  deren  höchster  gleich  Eins  ist;  die  singulare^ 
x{(ü)  sind  ganze  algebraische  Zahlen. 

Ferner  ergiebt  eine  höchst  einfache  Überlegung  das  R^ 
sultat : 

Von  den  singulären  Moduln  sind  diejenigen  und  nur  dit- 
jenigen  reell,  deren  entsprechende  Formenklassen  ambig  sind, 

§2. 

Relationen  zwischen  den  zu  derselben  Determinante  geUri^ea 
siugmlären  Moduln« 

Im  Folgenden  werden  wir  uns  der  symbolischen  Schreib- 
weise 

Xp      —      /».    m   XtM 

bedienen^  um  anzudeuten,  dass  der  singulare  Modul  cc^  aus  x^ 
durch  Composition  mit  der  Formenklasse  A  hervorgeht.  Di* 
Entwickelungen  dieses  Paragraphen  gehen  darauf  hinaus,  m 
zeigen,  dass  jeder  solchen  symbolischen  Relation  eine  wirk- 
liche entspricht,  welche  wir  dann  in  der  Form 

Xp  ==  A  (x^) 

schreiben  werden ,  wobei  A  [x]  eine  durch  die  Formenklasse  A 
bestimmte  rationale  Function  bedeutet,  deren  Coefficienfen  dem 
Zahlkörper  (1,  Y—  J)  angehören  i). 

Es  sei  nun  zunächst  p  eine  in  6J  nicht  enthaltene  Prim- 
zahl ,  und  1^^^^^ — I  =  -4-  4  .  Man  unterwerfe  x^  der^  Transfor- 
mation von  der  Ordnung  p  .    Dann  besitzt  die  Modulargleicbung 

nach  dem  Hilfssatze  des  vorigen  Paragraphen  zwei  Auflösungen, 
welche  zugleich  Auflösungen  von 

Fj[x)  =  0 
Vj  Vgl.  Dirichlst-Dedekikd,  Zahlentheorie,  XI.  Supplement. 
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sind,  und  aus  o?^  durch  Composition  mit  den  beiden  (entgegen- 
gesetzten] Formenklassen  P,  P~^  entstehen,  durch  welche  p 
darstellbar  ist.    Ist 

P=  P-* 

;das  heisst  P  ambig),  so  findet  man  durch  einfache  Elimination 
die  betreffende  gemeinsame  Wurzel  von  . 

und 

als  rationale  Function  von  o;^  mit  ganzzahligen  Coefficienten. 

Ist  dagegen  P  nicht  gleich  P"\  so  tritt  das  folgende  Ver- 
fahren ein.  Es  sei  p^  die  niedrigste  Potenz  von  p,  welche  durch 
die  Hauptklasse  der  Determinante  ^  J  darstellbar  ist.  Dann 
besitzt  die  Gleichung 

%^  i^j  y)  =  ^ 
die  Auflösung 

und  zwar  stellt  das  so  bezeichnete  Werthsystem  einen  Doppel- 
punkt der  Curve 

dar.   In  der  bekannten  Relation 


-       ?i 


iP     » 


in  welcher  M  den  Multiplicator  der  Transformation  bedeutet, 
hat  also  jede  der  beiden  Seiten  zwei  Werthe.  Es  gelingt  nun 
durch  successive  Yollführung  der  Transformation  p^^'  Ordnung, 
diese  Gleichung  nach  jenen  beiden  Werthen  zu  zerfallen ,  und 
zwar  in  der  Form 

WO  M^  und   M^^    conjugirt    complexe   Zahlen    des  Körpers 
(i,  V  —  z/j   bedeuten,   und   W  eine  rationale  mit  rationalen 
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Zahlencoefficienten  versehene  Function  ihrer  beiden  ArgumeDte 
vorstellt.  Der  gemeinsame  Theiler  zweiten  Grades  von  Fj>) 
und  Op{Xuj  oc)  lässt  sich  jetzt  mit  Hilfe  der  gefundenen  Rela- 
tionen offenbar  so  auflösen,  dass  man  jede  seiner  Wurzeln  ratio- 
nal in  Xu  mit  in  Y  —  J  rationalen  Cpefiicienten  ausdrücken 
kann: 

P,x^  =  P[x^) 
P'^^x^^P'^ix^)  . 

Sei  nun  .4  eine  beliebige  Klasse  der  Determinante  --  J,  so 
wähle  man  in  bekannter  Weise  irgend  eine  durch  dieselbe  dar- 
stellbare Zahl  a  aus,  welche  gegen  6z/  theilerfremd  ist.  Ist  fer- 
ner in  Primzahlen  zerlegt 


o  =  Pi 

■Pf 

•  •  ) 

so  folgt 

daraus  eine  Zerlegung 

von  A 

: 

A^P, 

.?,.. 

•  •  j 

wobei  1 
Pi^Pi} 

die  Formenklassen  P^, 
.  .  .  darzustellen  fähig 

sind. 

Es' 

.4  .  <r^  =  P, .  Pj  .  .  . 
=  P,[P,(... 

jeweils  die  Primzahlen 
Es  wird  also  dann 


•)], 


oder 

A.x^  =  A{x^)  , 

wo  A  wieder  eine  Function  von  der  wiederholt  angegebenen 
Beschaffenheit  bedeutet. 

Die  so  gewonnenen  Functionen  A  befolgen,  wie  sich  aus 
ihrer  Ableitung  von  selbst  ergiebt,  in  ihren  gegenseitigen  Be- 
ziehungen dieselben  Gesetze,  welche  für  die  Composition  der 
entsprechenden  Formenklassen  Geltung  haben ;  sie  sind  also  Ids- 
besondere  vertäu  seh  bar.    Hieraus  folgt: 

Die  Gleichungen  Fj  [x]  =  0  werden  durch  Adjunction  von 
}/—  J  zu  AbeUschen  Gleichungen. 

§3. 

IrredncibiUtätsbeweis  fflr  die  Oleichiingeii  Fj  ^x)  a  o. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  ftlr  die  Gruppe  der  Gleichungen 
der  complexen  Multiplication  eine  obere  Grenze  abgeleitet  wor- 
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len.  Nun  soll  gezeigt  werden,  dass  wenn  ausser  |/—  J  keine 
|reiteren  Irrationalitäten  adjungirt  werden,  die  besprochenen 
tleichuDgen  irreducibel  sind.  Damit  wird  zugleich  gezeigt  sein, 
^ss  die  Gruppe  jener  Gleichungen  mit  der  im  vorigen  Para- 
krapben  erhaltenen  »Gruppe  der  Compositiona  identisch  ist. 
leno  diese  ist  genau  einfach  transitiv^  also  jede  eigentliche  Un- 
tergruppe derselben  notwendig  intransitiv. 

Der  den  folgenden  Auseinandersetzungen  zu  Grunde  lie- 

ende  Gedankengang  ist  derselbe,  welcher  zuerst  von  Herrn 

^Ei)Eci5D  zum  Beweise  der  Irreducibilitdt  der  Kreistheilungs- 

rieichungen  verwendet  worden  ist^;.     Es  wird  gezeigt,  dass 

fiias  Polynom  F^(x)   nach  einer  Primzahl  p>3,   für  welche 


(vi- 


1 


jls  Modul  betrachtet,  keine  doppelten  Factoren  enthält.  Anderer- 
seits wird  bewiesen  werden,  dass,  wenn  fix)  einen  irreduciblen 
faclor  von  F^'x]  bedeutet,  \xnAf^[x)  jenes  Polynom,  dessen 
Wurzeln  aus  denen  von  f{x)  durch  Composition  mit  der  Formen- 

^ lasse  P  hervorgehen,  \nf^[x]  (mod /))  keine  Factoren  enthalten 
nd,  welche  nicht  schon  in  f[x]  [mod  p)  vorkämen.  Aus  diesen 
beiden  Resultaten  wird  man  schliessen,  dass  Fj[x)  selbst  der 
in  Frage  stehende  irreducible  Factor  ist.  Genauer  genommen 
bandelt  es  sich  hier  nicht  eigentlich  um  die  Primzahl  p,  sondern 
uro  einen  der  beiden  in  ihr  enthaltenen  idealen  Primfactoren  (^) 
des  Körpers  (1,  y—  J).  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  in 
eben  diesem  Körper  die  Zahlen 

ein  vollständiges  Restsystem  (mod  }?)  bilden,  wie  im  Gebiete 
der  rationalen  Zahlen  nach  dem  Modul  p .  Also  kann  man  als 
Primfactoren  der  ganzen  Functionen  einer  unbestimmten  Grösse 
in  unserem  Falle  genau  dieselben  Polynome  auswählen ,  wie  in 
der  Theorie  der  gewöhnlichen  höheren  Congruenzen  2' . 

Ein  sehr  einfaches  Verfahren  dient  zunächst   dazu,   die 
Eigenschaften   der  Modulargleichungen  vom  Transformations- 


4)  Crelle's  Journal,  Bd.  54,  S.  27. 

J]  Vgl.  hinsichtlich  dieser  Theorie:    Dedekind  in  Grelles  Journal, 
Bd.  54,  5.  4. 
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grade  p^  nach  deoi  Primideal  ^  als  Modul  ausfindig  zu  machen. 
Wir  erörtern  dasselbe  an  dem  einfachsten  Falle  der  Transforma- 
tion /)^^'  Ordnung.  Bezeichnet  man  mit  Q  die  sonst  mit  q^  be- 
nannte Grösse 

SO  ist  der  ursprüngliche  Modul 

aus  ihm  gehen  die  sämmtlichen  transformirten  Moduln  hervor, 
indem  man  für  Q  die  Grössen 

QP,     aQP,  ...,aP-'QP,  QP  U  =  eM 

einsetzt.   Es  ist  also 

P-i    ,  LI 

Nun  wird  aber 

//  — ^  0  +  fy,  -  y)  ct^QP  +  y.a«''  0^  +  . . .} 


n 


3 


und 


=  ic  -  yP  (mod  p)  , ' 

=  jcP  -y  (mod  p)  , 

wie  man  findet,  indem  man  bekannte  Satze  über  höhere  Con- 
gruenzen  so  anwendet,  als  ob  die  vorkommenden  unendlichen 
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Reihen  Polynome  m  Q^  resp.  Q  und  y  wären.  Die  Rechtferti- 
gung dieses  Verfahrens  darf  als  ganz  elementar  wohl  über- 
gangen werden.    Es  resultirt 

0p{x,  y)s{x-  yP)  [xP  -  y)  (mod  p)   . 
In  ähnlicher  Weise  erhält  man  allgemein : 
<p  ,  vr  „)  =  (a^-y^i(xP-y^-')....(xP^~y) 
*'^'"'^^-        (.-,P^-V...(x^-^-.)         '         • 
WO  die  rechte  Seite  nur  scheinbar  Bruchform  besitzt. 
Setzt  man  in  diese  Gongruenz 

y  ^  X 

ein,  so  bietet  der  Fall  eines  ungeraden  l  keine  weitere  Schwie- 
rigkeit. Für  ein  gerades  i.  hingegen  verschwindet  die  rechte 
Seite  identisch.  In  der  That  muss  man  in  diesem  Falle  das  Po- 
lynom <Z>p;i(a;,  x)  vor  der  Reduction  nach  dem  Zahlenmodul  p 
durch  p  dividiren,  um  das  gewünschte  Resultat  zu  erlangen. 
Die  geringe  hierdurch  geschaffene  Complication  soll  indess  hier 
Dicht  ferner  zur  Sprache  kommen. 
Es  bezeichne  Kürze  halber 

das  Product  über  alle 

fUr  welche  J^  durch  p  nicht  theilbar,  und  die  Hauptform  der 
Determinante  —  J^j^  pt*  aber  keine  niedrigere  Potenz  von  p  dar- 
zustellen fähig  ist.   Dann  ist  nach  §  2 

0j^[X,  X)  =  Wj^,IPj,tjj^_^  .... 

Wir  leiten  nun  aus  den  angegebenen  Relationen  neue  ab, 
indem  wir  jedes  vorkommende  Polynom  durch  dasjenige  er- 
setzen, dessen  Wurzeln  aus  dem  des  ursprünglichen  durch 
Transformation  p**'  Ordnung  hervorgehen.  Hierbei  verwandelt 
sich 

['^  >  2) 


ßp«4.  in  nPj,»^ij^ 

•  "P"-^, 

n^j^    in  JTPp,^^ 

•^P^. 

Hj        in  HP-' 

•  n\,  ' 
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Ferner  geht  modulo  p  genommen  jedes  Polynom  ^{x)  mil  Rück- 
sicht auf 

(x-.yP)(irP-yiSO   (mod»>) 
über  in 

g){xP)  .(p{x)  =  (p  (ir)P'*' *  (mod  p)  . 

Indem  man  nun  alle  die  erhaltenen  Congruenzen  in  geeigneter 
Weise  verbindet,  erhält  man  das  Resultat : 

Das  Polynom  Hj.  ist  nach  dem  Modul  p  ein  Divisor  von 

x^'  -  X. 

Aus  bekannten  Eigenschaften  der  Function  x^  —  x  folgt 
dann: 

Das  Polynom  Fj.  [x]  enthält  keine  zwei  nach  dem  Afodiil  p 
congruente  Factor en. 

Hierdurch  ist  der  erste  Theil  des  Beweises  im  Allgemeinen 
skizzirt. 

Es  sei  jetzt /"(x)  ein  in  Fj[x]  enthaltener  irreducibler  Fac- 
tor. Unterwirft  man  diesen  der  Transformation  p**'  Ordnung. 
so  entsteht  ein  neues  Polynom,  welches  nach  Früherem 

^f[x)P'^'  (modp) 

ist.  Dieses  Polynom  enthält  also  keine  nicht  schon  in  f(x)  auf- 
gehenden Primfactoren.  Unter  den  Wurzeln  desselben  befmden 
sich  aber  alle  aus  den  Wurzeln  von  f[x)  durch  Composition  mit 
P  hervorgehenden  singulären  Moduln,  welche  selbst  ebenfall:j 
Wurzeln  von  Fj[x)  =  0  sind.  Hierdurch  ist  der  zweite  Punkt 
des  angekündigten  Beweises  erledigt. 

Wir  fassen  das  Gesammtresultat  etwa  so  zusammen: 
Die  Gleichungen  der  complexen  Multiplication  Fj[x)  =  0 
sind  nach  Adjunction  von  V—  z/  irreducihle  AheV sehe  Gleichungen 
(im  weiteren  Sinne  des  Worts), 

Prag,  im  Deeember  1884. 


Theodor  Molien,  lieber  gewisse,  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  auftretende  Einheitstvurzeln.  Vorgelegt  von 
Prof.  Klein, 

In  der  Theorie  der  linearen  Transformation  der  r^-Funclio- 
nen  knüpft  sich  ein  besonderes  Interesse  an  die  Bestimmung 
einer  in  der  Transforraationsgleichung  als  Factor  auftretenden 
8.  Einheitswurzel;  ein  gleiches  Interesse  gilt  dem  Verhalten 
der  HERMiTB'schen  Functionen  ;c(co),  <jp(w),  tpico).  Von  dem 
Standpuncte  der  WsiERSTRAss^scben  Theorie  aus  lässt  sich  das 
Verhalten  aller  jener  Functionen  ,  soweit  es  auf  diese  Einheits- 
wurzel Bezug  hat,  aus  dem  Verhallen  einer  einzigen  Function«, 
der  24.  Wurzel  aus  der  Discriminante ,  schliessen  ^].  Das  Fol- 
gende enthält  zunächst  hierfür  den  Nachweis. 

Es  seien  lo^  und  w,  die  Perioden  der  Function  p(u) ,  die 
Bezeichnung  derselben  sei  so  gewählt,  dass  der  reelle  Bestand- 

Iheil  von  — -.  positiv  ist;  ferner  sei  J  die  Discriminante. 

Bei  linearen  Substitutionen  der  Perioden : 

verhält  sich  ^  invariant,  eine  w*®  Wurzel  aus  ^  erhält  einen 
Factor,  der  eine  n*®  Einheitswurzel  ist. 

Die  ^,.  werden  durch  folgende  Gleichungen  definirt : 


i;   Man  vergl.  die  verwandte  Auffassung  bei   Dedekind  (Rieiiann's 
Werke,  p.  488 flf.  oder  Journal  für  Mathematik,   Bd.  83,  p.  281  ff.);    die 

Function  t;{(o]  ist  in  unserer  Bezeichnung  gleich  1/—   -  y^ , 
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i) 


,(„i.v'3=-|/5.X.*,g,,). 


*.f^.?): 


Desgleichen  ist: 


3) 


Bei  linearer  Transformalion  werden  nun  die  ex,-  nur  permu- 
tirt;  in  der  That  fällt  also  die  Bestimmung  der  Einheitswurzelo 
ganz  auf  die  24.  Wurzeln  aus  J  und  seinen  transformirten 

24 

Werthen  zurück,  in  letzter  Instanz  auf  Y  J  allein.  Hierdurch 
ist  eine  systematische  Behandlung  jener  Fragen  gegeben,  die 

eine  genauere  Erforschung  von  y^ ^  abgesehen  von  dem  In- 
teresse, welches  letzlere  an  und  für  sich  hat,  wünschenswerlb 
erscheinen  lässt.  Ich  habe  versucht,  die  hier  angedeutete  Frage 
zu  beantworten,  undtheile  hier  die  Resultate  mit. 

In  erster  Linie  enthält  die  nachstehende  Mittheilung  die 

Bestimmung  des  Factors,  um  den  sich  y^  l>®>  linearer  Trans- 
formation ändert ,  in  zweiler  Reihe  folgen  die  sich  daraus  er- 
gebenden Anwendungen. 


Einheitswurzeln  in  der  Theorie  der  ellipt.  Functionen.      27 

Bevor  ich  zur  eigentlichen  Behandlung  der  Frage  übergehe, 
will  ich  noch  eine  Bemerkung  vorausschicken.     Die  Function 

y'j  ist  durch  folgende  Gleichung  als  eine  Productentwicklung 
gegeben : 

die  linear  transformirle  Function  durch  die  folgende: 

\ 

-       aP 


>^  =  |/!;r-9-//(»-9'« 


In  der  Annahme  der  Zeichen  von  Vw,  und  Vw'j  liegt  vor 
der  Hand  eine  Willkürlichkeii,  die  durch  eine  von  vornherein 
gemachte  Festsetzung  aufgehoben  werden  kann. 

Diese  Festsetzung  sei  nun  so  gemacht,  dass  \io^  einen  be- 
liebigen, aber  festen  Werth  unter  seinen  beiden  erhalte,  ^io\ 

aber  durch  1/—  •  Vw,  bestimmt  werde,  wobei  der  Werth  von 

1/  —  so  angenommen  wird ,  dass  sein  reeller  Theil  positiv  ist ; 

wenn  derselbe  aber  0  sein  sollte,  soll  der  imaginäre  Theil  positiv 
sein.  Diese  Bestimmung  kommt  mit  dem  Ziehen  eines  Quer- 
schnittes in  der  Ebene  w, ,  geradlinig  von  0  über  —  w^  ins  Un- 
endliche, überein.  Im  Übrigen  ist,  zur  Vermeidung  jeder  Zwei- 
deutigkeit, die  für  1/—  geltende  Festsetzung  hier  auf  alle 
irgendwie  vorkommenden  Quadratwurzeln  ausgedehnt  worden. 

§  1. 

lethodeD,  die  zu  einer  ersten  Bestimmiing  des  Factors  dienen* 
Es  sei : 

Zunächst  führen  wir  einzelne  Fälle  an,  die  eine  besonders 
einfache  Erledigung  gestatten,  nämlich  diejenigen,  wo  einer 
oder  zwei  der  Substitutionscoefficienten  gleich  Null  sind.  Dies 
sind  die  folgenden : 
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nni 


mnt 

2i^ 


4a)       V^{(^i  -4-wicOj,  co^)  =  e      ^*    •  ^/^(w^.  w,i 


711 
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yj{^io,,co,]      =e*  .y^icü,, 


w. 


schliesslich,  wegen  der  Festsetzung  über  den  Querschnitt: 

2*. 24, 

4b)  y^  (—  ^4)  —  ^^t)  =  —  i  •  y^(w4,  co,l    . 

Diese  vier  Formeln  reichen  in  Fällen,  in  welchen  es  sich 
um  numerische  Bestimmung  von  k  handelt,  unmittelbar  aus. 
Man  vergleiche  hierzu  insbesondere  Scheibner  in  den  Berichten 
d.  Sachs.  Gesellschaft  von  4862,  p.  90  ff.  Dagegen  scheint  eine 
directe  Behandlung  des  allgemeinen  Falles  auf  Grund  derselben 
schwierig  und  ich  habe  also  vorgezogen,  analytische  Umfor- 
mungen zu  benutzen  ^). 

Zur  analytischen  Behandlung  unseres  Problems  bieten  sich 
vor  Allem  zweierlei  Ansätze,  deren  erster  von  Cauchy  2)  ^  dereo 
zweiter  von  Hermitb^]  herrtlhrt^).    Bei  Benutzung  von  Caichy's 

24. 

Methode  gelangt  die  bekannte  Reihe  für  y^  zur  Anwendung: 

5)    v^w^)^y'^'2:'{-^)''q  ''  . 


4)  Beideriei  Methoden  hat,  was  die  lineare  Transformation  der  ^ 
angeht,  bekanntlich  Jacobi  bereits  in  seinen  Vorlesungen  behandelt; 
vergl.  die  Andeutung  in  Crelle's  Journal,  Bd.  36,  p.  4H  (Werke.  Bd.  li, 
p.  4  89). 

2)  Cauchy,  Bulletin  de  la  soci6t^  philomatique,  Aug.  4817.  Hr.  Kro- 
necker giebt  eine  Darstellung  dieser  Methode  in  den  Berliner  Monats- 
berichten von  4880. 

8)  Hermite,  Journal  des  Mathömatiques,  s6r.  II,  t.  3,  4858. 

4)  Es  giebt  noch  eine  Reihe  anderer  Verfahrungsweisen,  die  ich 
wenigstens  anführen  will.  Man  sehe,  was  lineare  Transformation  der 
&  angeht:  Gordan,  Habitationsschrift  (Giessen  4  863),  Thomae  ,  khvxs^ 
einer  Theorie  der  complexen  Functionen  etc.,  «.  Aufl.  (Halle  4873, 
ferner  auch  die  Behandlung  von  log.  J  bei  Dedekind  (Riehanx's  W^rke. 
p.  438  fr.). 
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bei  Hbbsite's  Metbothe  wird  inaD  sich  der  folgenden  Reihe  be- 
dienen : 

6)     0{u,  w,,  w.) 

=  l/^-«'"'  •-2'^(-<)'^-9      *'      -008(6^  +  1)^, 

—    OD 

welche  Herr  Kiepbit  im  87.  Bande  des  Journals  für  Mathematik 
aufgestellt  hat  (p.  243  daselbst)  und  deren  Werth 

**/ — 

ist.   An  dieser  Stelle  werde  ich  nur  die  Bestimmung  von  k  nach 
der  CAicHT'schen  Methode  ausführen. 

Es  sei  <jj\  =  au)^  -h  ßco^,    co\  =  yio^  -h  dw, ;    wir  zer- 
legen dann  —  und  ^  jedes  in  zwei  Theile : 

0),  ^       .       '     t 

a,^  ß  ^ 

y^  ist  eine  complexe  Grösse,  deren  reeller  Bestandtheil  positiv 

isi.    Hierdurch  sind  die  Reihen  für  yl/  und  yJ  in  folgende 
Form  gebracht  worden : 

*  —   OD 

und 

^  *  l 

wobei  zur  Abkürzung: 


^(«^  +  ^)^ 


> 


'^A  =  ^ 


m  6 


1«iJ*t/* 


gesetzt  worden  ist.  Durch  Ausführung  der  CADCHY'sehen  Trans- 
formation auf  El  erhält  man  für  diese  Grösse  eine  nach  Potenzen 

vone     ^^  fortschreitende  Reihe,  nämlich : 


30  Theodor  Molieit^ 

24 

sonach  ist  auch  für  yJ'  eine  Reihe  bekannt,  die  nach  Potenzen 
von  e""  ^y   forlschreilel,  wodurch  uns  eine  Vergleiehang  der- 

24 

selben  mit  der  Reibe  fUr  yJ  ermöglicht  ist.  Rei  der  Verglel- 
chung  der  Coefficienlen  gleicher  Potenzen  von  e"  ^^*  ist  noch 
zu  beachten,  dass  wir  wegen  der  Festsetzung  über  die  Zeichen 
der  Wurzeln 

10)  i/4.i/I<r«i5Lr^l/^ 

setzen  müssen;  bei  Rerücksichtigung  dieses  Umstandes  er- 
halten wir  für  k  den  folgenden  Ausdruck : 


6j 


wobei  indess  n  von  der  Form  63  ±  1  sein  muss.    Für  durch i 
oder  3  theilbare  Werthe  von  n  erhält  die  Summe : 

^  (-  1  )A .  ^18^  cos  n  -y^  7t 

den  Werth  0. 

Genau  zu  demselben  Werthe  von  A*  gelangt  man  durch  die 
Restimmung  nach  der  HERMiTc'schen  Methode.  Ich  darf  die  die^ 
bezügliche  Ausführung  hier  wohl  unterlassen,  einestheils,  weil 
man  genau  den  angegebenen  Weg  zu  verfolgen  hat,  anderntheiis 
weil  ich  in  Rezug  auf  die  CAUCHv'sche  Methode  schon  ausführlich 
gewesen  bin^). 


4)  [Eine  Bestimmung  von  k  nach  der  HERniTE'schen  Methode  unter 
Benutzung  der  Reihe  (5)  bat  mir  Hr.  Kiepert  bereits  vor  Jahren  privatim 
mitgetheilt;  sein  Resultat  stimmt  genau  mit  der  Formel  (41)  des  Textes 
überein,  sofern  man  in  dieser  fi  =  K  setzt.        F.  Klein.] 
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§2- 
Explicite  Dargtelhing  der  Elnheitswnrzel. 

Wir  haben  nunmehr  die  Aufgabe  vor  uns,  aus  dem  Aus- 
drucke (H)  für  k  diese  Grösse  frei  von  fremden  Bestandtheilen 
als  eine  reine  Einheitswurzel  darzustellen.  Wegen  der  in  die- 
sem Ausdrucke  vorkommenden  Summe  haben  wir  auf  die  Theorie 
der  GAüss'schen  Summen  zurückzugehen,  aus  welcher  wir  uns 
der  Formel  erinnern : 

am»?rt  In  -  U»    _ 

^' '  -w-»,»)-(-:-)-''~'^i. 

welche  für  ungerade,  aber  sowohl  positive  als  auch  negative  n 
gilt.  Die  hier  festgehaltene  Schreibweise  ist  in  Folge  der  Fest- 
setzung über  die  Wurzelzeichen  gegenüber  der  gewöhnlichen 
in  etwas  abgeändert  worden. 

Wir  erleichtern  uns  das  Geschäft  der  Auswerthung  jener 
Summe  (11)  bedeutend,  wenn  wir  vorher  folgende  Operationen 
ausführen : 

i.  Ist  (i  eine  durch  2  oder  3  theilbare  Zahl,  so  bestimmen 
wir  eine  ganze  Zahl  ju^  so,  dass  /^'  =  ß  -^  fÄ^^  ungerade  und 
durch  3  untheilbar  wird. 

II.  Wir  bestimmen  eine  weitere  Zahl  ju^  derart,  dass  auch 
d'  =  d  -¥•  fi^ß'  ungerade  und  durch  3  untheilbar  wird. 

HI.  Wir  bestimmen  zwei  weitere  Zahlen  a'  =  a  -i-  |u,y, 
/  =  y  -h  fi^a' ,  und  erhalten  in  a'w,  -^  ß'co^,  / lo^  -h  d'oj^ 
eine  lineare  Substitution  der  Perioden  w^,  cj,,  für  welche  wir 
die  Zahl  k  =  k'  bestimmen  wollen. 

Gehen  a,  ß,  y,  d  in  a',  ß',  /,  d'  über,  so  geht  k  in 

k'  =  e       ^2         .  A- 

über.  Die  Zahlen  |u^  und  /<,  können  nämlich  dabei  immer  so 
gewählt  werden,  dass  bei  dem  Uebergange  von  («',  ß',  /,  d') 
zu  (a,  /?,  y,  d]  der  Querschnitt  in  der  Ebene  w^  nicht  über- 
schritten w^ird. 

Die  folgende  Tafel  enthält  die  Werlhe  von  (.l^y  ^w^,  i  +  ^l^f.l^ 
fUr  die  neun  verschiedenen  möglichen  Fälle,  weiche  modulo  6 
zu  unterscheiden  sind : 
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Nr.    ■ 

ß^ 

ifS      - 

1 

i"2 

^+/'ii^ 

1      1 

±i 

±4 

0 

t      1 

±4 

0 

4 

3      1 

±4 

3 

2 

4       1 

±« 

±4 

8 

5       1 

3 

±2 

3 

«       1 

3 

±4 

0 

7       ' 

±2 

±4 

0 

8 

0 

±4 

0 

9 

+  2 

3       1 

2 

Eventuell  kOnneD,  um  etwaiges  Ueberschreiten  des  Querschnitts 
zu  yermeiden,  fi^,  ^^  um  iip  vermehrt  werden. 

Im  Falle  1  ist  jetzt  die  Bestimmung  von  k  ohne  Schwierig- 
keit, wenn  wir  n  =  d  setzen.    Wir  erhalten: 

__  y(f— 3     . 

2^  /  (6 Ah-  2)«<y7rt  (6A)V?ii\ 


und  nach  der  Umsetzung  der  Summe  in  GAiss^sche  Summen : 

Die  Eintragung  der  Werthe  für  die  GAUSs^schen  Summen 
ergiebt : 

.ycf-8  +  2/Jcf 

t=ii_.V3^M^\.    -  12  .,t-^^ 

ysß^    Yß  \ßj  ' 

oder  schliesslich : 


")    '=(7) 

oder  auch : 


^iyd+ißd-tß) 


U) 


=  -(7) 


-iyd-ßd+ad-i) 
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Der  Factor  r  rührt  von  der  UQisetzuDg  des  Jagobi' sehen  Zeichens 
her ;  er  bedeutet  -h  i ,  wenn  irgend  eine  der  Zahlen  ß  oder  ö 
positiv  ist,  —  1 ,  wenn  beide  negativ  sind. 

Im  Übrigen  ist  die  Bevorzugung  von  ß  und  d  eine  durch 
die  Methode  herbeigeführte  Zufälligkeit,  der  durch  veränderte 
Reihenfolge  von  a,  ß,  y,  ö  leicht  zu  begegnen  ist,  wia  aus  der 
folgenden  kleinen  Tabelle  hervorgeht: 


Subsl.  '      1      I     II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

1 
«,              a 

■/i     '    y 
i,     1    i 

-Y 

-ß 
11 

cf 

-ß 

a 

r 

ß 

ß 

—  a 

cf 

-y 

-cT 
a 
ß 

y 
—  « 

cf 

-ß 

-ß 
-cf 

1 

k 

k 

Q,kf 

'-'■   '4 

k 

Die  Factoren  ^  in  der  letzten  Horizontalreihe  bedeuten  dabei  die 
positive  oder  negative  Einheit ;  sie  sind  dazu  bestimmt,  etwaige 
leberschreitungen  des  Querschnitts  beim  Uebergange  von  der 
Substitution  (a,  ßj  /,  ö)  zu  der  in  der  betreflfenden  Vertical' 
reihe  enthaltenen  auszugleichen.  Insbesondere  liefert  die  6. 
Verticalreihe^  wie  eine  leichte  Umrechnung  zeigt,  aus  13}  die 
Formel  U) ;  ^  ist  daher  in  diesem  Falle 

-4-4    -i--i 
Y^  _    V^ 

Wir  kehren  zu  der  Aufgabe  zurück,  k  in  den  acht  übrig 
bleibenden  Fällen  zu  bestimmen.    Wir  benutzen  dazu  die  Re- 


lation  k  SS  k' 
rechnung : 
fttr  Fall  2—5 : 


12 


und  finden   nach  kurzer  Zwischen- 


k  =  {j)er>'-'''"- 


,<2 


'f*\"ß  +  ^1^2^^) 


für  Fall  6—9 : 

Mftt1)..phy8.  CUsse  188&. 
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l.-^r{^)M""-"*"-''.M'-'-" 
Nun  ist  in  den  Fällen  2 — 5 : 


+  2 

i"j< 

««r, 

in  den  Fällen  6—9 : 

somit  gilt  überhaupt : 

\  5) .  wenn  ß  ungerade  istj 

u;enn  d  ungerade  ist. 

Zum  Schluss  mögen  noch  Potenzen  von  k  angeführt  sein, 
die  Interesse  verdienen.   Dies  sind: 

4 )  Die  zweite  Potenz  von  L   Man  findet : 

fc*  =  e* 
oder  auch : 


46) 


Ioder  auch : 
T<^(«  +  ^-  3)  +  (1  -  ß^){ar  +  3a  +  8;} 
fc*  =  c®  , 


welche  Zahl  von  Herrn  Hcrwitz  ^)  bestimmt  worden  ist.    In  der 
That  stimmt  der  Ausdruck  4  6)  mit  dem  seinigen  Oberein. 
S)  Die  dritte  Potenz  von  k.   Es  folgt : 

Ä*  =  I---I  e  *  ,    wenn  ß  ungerade, 

fc»  =  r  l-^l  6  *  ,    wenn  o  ungerade, 

r  hat  in  diesen  Formeln  die  nämliche  Bedeutung,  wie  vorhin. 


M) 


\)  HuRwiTz,  Mathem.  Annalen,  Bd.  48,  p.  666. 
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k^  ist  unmittelbar  diejenige  Einheitswurzel,  welche  bei  der 
linearen  Transformation  von  ^^  in  Betracht  kommt.  Die  Ver- 
gleichung  unseres  Resultates  mit  dem  bez.  von  anderer  Seite 
gefundenen  gestaltet  sich  am  einfachsten,  wenn  man  die  For- 
meln zu  Grunde  legt,  welche  Stephen  Smith  im  35.  Bande  der 
Reports  of  the  British  Association  (4865)  gegeben  hat  (p.  3S9). 
Der  Factor  r  scheint  dort  und  anderwärts  Übersehen  zu  sein. 


§3. 

4  

Anwendung  auf  die  Y^i—ek  und  die  Hermite'scheii  Functionen. 

Die  bei  der  linearen  Transformation  der  Übrigen  ^,.  auf- 
tretenden Einheitswurzeln  sind  dieselben,  welche  man  bei  der 

linearen  Transformation  der  V«,-  —  «ä  findet.  Das  Verhalten 
dieser  letzteren  Grössenreihe  ist  überhaupt  ein  demjenigen  von 
"^ti  ^s'  '^0  analoges.  Wir  besitzen  für  dieselben  folgende  Aus- 
drücke : 


18) 


1<  i 


Unter  dem  Einfluss  einer  linearen  Transformation  gehe  u^^ 
über  in 

wodielndices  ^',  v'  0  oder  4  sind  und  durch  die  Congruenzen : 
gegeben  sind. 
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Eine  lineare  Transformation,  die  mod.  2  der  Identität  con- 
gruent  ist,  lUsst  /i  und  r  ungeändert.  Jede  beliebige  Transfor- 
mation (a^  (i,  y,  ö)  kann  als  eine  aus  einer  solchen  [a,  b,  c,  d] 
und  einer  Transformation  (//^,  /«,,  //„  fn^]  angesehen  werdea, 
^0  f'i)  /'«}  Hu  ^4  gleich  0  oder  ±  i  sind  und  der  Reihe  nach 
zu  a,  ßy  /,  ö  mod.  Sl  congruent  sind. 

Der  Einfluss  der  Transformation  a,  b,  c,  d  ist  der  folgende: 


=  u^j^-e 


—  {abfi  —  cdy-i-id^i) 


und  in  der  nachstehenden  kleinen  Tabelle  ist  sowohl  das  Ver- 
halten dieser  Substitution  bei  den  Substitutionen  f//^,  ft^,  »,, 
fjt^)j  als  auch  die  Art,  wie  sich  a,  ß^  y^  d  aus  a,  b,  c,  d  und  //^ 
/!,,  ^,,  /I4  zusammensetzt,  angegeben: 


Nr. 

I 

u 
111 

IV 
V 
VI 


i«l     f^2 


f.\f.l 


1    u«, 


1    tt,. 


1     1 

0 


L-t. 


<  «n 


«11 


u'. 


a 


«Ol 


1    «to 

<     «II 


-ß 


ß 
ß-tt 

ß-a 
a 


-cf ;  r 


Bei  der  Zusammensetzung  der  Transformationen,  die  eine 
kleine  Rechnung  erfordert,  machen  wir,  um  zu  weitläufige  Aus- 
drücke zu  vermeiden,  eine  Unterscheidung,  je  nachdem  ad  oder 
ßy  s  \  mod.  2  ist.    Es  ist  in  den  beiden  Fällen  resp. 


80) 


^  UV  ^  W#/  ,/'  •  <^  * 


^1/ 


4  . 

Hierdurch  ist  das  Verhalten  der  y^i  —  ^ik  bekannt:  um  zu 
einem  zusammenfassenden  Ausdrucke  auch  für  die  lineare  ^ 
Transformalion  zu  gelangen,  bezeichnen  wir  v^,  mit  ^^q,  ^^  mit 
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^10?  ^3  ^'^^  ^11»  ^0  ^^^  ^or  alsdann  finden  wir  folgende 
Seh  luss formet: 

die  auch  für  ^^o  fgl^^f^h  dem  gewöhnlichen  d-J  stimmt,  wenn  wir 
£^5  durch  /  ersetzen.  Man  verg].  hierzu  wieder  Stephen  Smitb, 
I.e. 

Id  durchweg  analoger  Weise  ist  eine  weitere  Reihe  von 
Grdssen  zu  behandeln,  welche  auf  die  HERMiTs'schen  Functionen 
führen.    Dieselben  sind : 

ni        

^  „.-1313    „   '""v'^(«.."F') 

Wir  erhalten  beispielsweise  für  w^,  wenn  wir 

?^(^cr-y(r-«,^:i-(r:) 

Q  =  e  ^ 
setzen,  in  den  sechs  mod.  2  incongruenten  Fällen: 

r-  ceß  —  n y, 

4 ;  w\  ^  W^  *  Q  '  e         ^  , 


23)  ^ 


3)  u',^w,^Q[j)e       8 

4)  tc  ,  =  u'3  .  ^  |-)  e 


8 


5;ri 


g    Jty¥y6) 


5)         ir',  =  u;^.^(?^)e 


U'  ,  =  tu,  •  ^  •  e 


5  Tri 

r 
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In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  die  Tafeln  für  w^  und  ir,. 

Die  HsRMiTE'schen  Functionen  sind  9p (co)  =  w^  :  tt*^, 
ip(ü})  ^=  w^iw^j  X (^)  =  ^  •  *^i-  1^*6  Verwandlungstafeln  für 
^(co)  und  ip{(o)j  die  sich  aus  denen  für  w^,  w^,  w^  ableiten, 
stimmen  mit  denjenigen  von  Herrn  Hermite  ttberein,  so  wie  sich 
die  Verwandlungstafel  für  w^  ganz  der  von  Herrn  Hermite  für 
x{io)  gegebenen  anschliesst  >) . 


1)  Siehe  Hermite  in  den  Comptes  Rendus  de  l'Acadömie  des  Scien- 
ces, t.  46,  48. 


W.  Knop,    lieber  die  Aufnahme  verschiedener  Substanzen 
durch  die  Pflanze,  welche  nicht  zu  den  Nährstoffen  gehören. 

Nachdem  mit  Hülfe  der  Wassereultur  festgestellt  worden 
war,  dass  die  zur  Ernährung  der  höher  organisirten  Pflanze 
notiiwendigen  Substanzen  sich  auf  Wasser  und  eine  geringe  An- 
zahl Mineralbasen  und  Mineralsäuren  beschränken  und  durch 
eine  andere  Reihe  von  Versuchen  bewiesen  ist,  dass  diese  noth- 
wendigen  nicht  durch  andere,   namentlich  auch  nicht  durch 
chemisch  nahe  verwandte,  Säuren  und  Basen  vertreten  werden 
können ,  erschien  es  angemessen ,  weitere  Versuche  über  die 
Aufnahme  und  Wirkung  anderer  nicht  nothwendiger  Substanzen 
aus  vollständigen  Nährstofflösungen   anzustellen.     Eine   Auf- 
forderung zu  Untersuchungen  in  dieser  Richtung  liegt  schon  in 
dem  Umstände,  dass  die  zahlreichen  Analysen  von  Pflanzen- 
aschen, welche  jetzt  vorliegen,  eine  grössere  Anzahl  von  Metall- 
oxyden und  Mineralsäuren  als  Bestandtheile  der  Pflanzenaschen 
mit  aufzählen,  welche  nach  den  Ergebnissen  der  Wassereultur 
nar  als  zufällige  Begleiter  der  nothwendigen  Mineralbestand- 
theile  der  Pflanze  angesehen  werden  können,  und  dass  eine  und 
die  andere  Angabe  über  die  Verbreitung  solcher  accessorischer 
Mineralbestandtheile  im  Pflanzenreich,  wie  z.  B.  die  von  Forgh- 
HAiiER  gemachte ,  dass  die  Pflanzen  allgemeiner  Kupfer,  Zinn, 
Zink,  Blei,  Nickel  und  Kobalt  den  Mineralen  des  Bodens  ent- 
ziehen (Poggend.  Annal.,  Bd.  95,  p.  6,  auch  Ghem.  Gentral- 
bIaU4855,  p.  423)  einer  Bestätigung  bedürftig  erscheint.  Diese 
Angabe  fordert  jedenfalls  die  Frage,  nach  welchen  Methoden 
sind  die  Oxyde  vom  Zinn ,  Blei  und  Nickel  in  den  Aschen  be- 
stimmt worden  ? 
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Vereinzelte  Versuche  in  dieser  Richtung  habe  ich  schon 
früher  angestellt  und  ihre  Resultate  in  verschiedenen  Abhand- 
lungen beiläufig  mit  veröffentlicht.  Seit  einigen  Jahren  habe 
ich  mich  bemüht,  Methoden  ausfindig  zu  machen,  mittels  deren 
solche  Versuche  systematisch  und  in  weiterem  Umfange  ausge- 
führt werden  können.  .Diese  haben  sich  nach  mehrjährigem  Ge- 
brauch bewährt  und  bestehen  in  folgenden  : 

\  ]  Ist  die  zu  prüfende  Base  der  Art ,  dass  sie  mit  der  in 
der  vollständigen  neutralen  Lösung  enthaltenen  Schwefelsäure 
und  Phosphorsäure  keine  unlöslichen  Verbindungen  eingehl, 
so  fügt  man  zu  derselben  das  salpetersaure  oder  salzsaure  Salz 
in  geringen,  bestimmten  Mengen  hinzu.  Ebenso  bedient  man 
sich  der  neutralen  Lösung  bei  Prüfung  der  Säuren  auf  ihre 
Wirkung ,  wenn  dieselben  mit  der  Kalk-  und  Talkerde  lösliche 
Verbindungen  eingehen.  Man  wendet  dann  das  neutrale  Kalk- 
salz oder  Kalisalz  der  Säure  an. 

Die  neutrale  Lösung ,  Normallösung ,  soll  gegen  vier  Ge- 
wichtstheile  salpetersauren  Kalk  enthalten:  ein  Gewicbtstheil 
Kalisalpeter,  ein  Gewicbtstheil  Kalisuperphosphat  PKH2  O4  und 
ein  Gewicbtstheil  wasserfrei  berechnete  schwefelsaure  Talk- 
erde SMgOi,  d.  i.  ziemlich  genau  zwei  Gewichtstheile  kr^^stal- 
lisirtes  Bittersalz.  In  der  Lösung  dieses  Salzgemiscbes  wird 
dann  noch  phosphorsaures  Eisenoxyd  in  geringer  Menge  aufge- 
schiämmt. 

Eine  im  Allgemeinen  zweckmässige  Concentration  der  Lö- 
sung ist  die  von  zwei  pro  Mille  Salzgehalt.  Ein  Liter  einer 
solchen  Lösung  enthält  dann : 

Basen  Stturen  In  Summa 

0,0377  bas.  Wasser  0,U94  Phosphors.    0,7552  Basen 
0,2320  Kali  0,4905 Schwefels.     4,2448  Säuren 

0,3903  Kalk  0,9052  Salpeters.     2,0000  Gramm 

0,0952  Magnesia        4,2448  Gramm 
0,7552  Gramm 

Die  saure  Lösung  erhält  man  durch  Hinzufügen  von  0,07455 
Gramm  freier  Phosphorsäure,  berechnet  als  P2O5  zu  einem 
Liter  der  Normallösung. 

Auch  diese  Lösung  kann  man  von  der  vorstehenden  Con- 
centration, die  dann  etwas  über  zwei  pro  Mille  beträgt,  an- 
wenden.   Die  saure  Lösung  ertragen  viele  Pflanzen  nicht  so  ßut 
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als  die  neutrale;  es  ist  deshalb  häufig  zweckmässig,  auch  die 
GonceBtration  von  nur  eins  pro  Mille  versuchsweise  in  Anwen- 
dung zu  bringen.  Die  saure  Lösung  enthält  anderthalbmal  so 
viel  Phosphorsäure ,  als  die  neutrale  in  Form  von  Kalisuper- 
phosphat PKH^Oi.  Dieser  Säuregrad  dürfte  das  Maximum 
ausdrücken,  das  ausser  einer  Verminderung  der  Massenpro- 
duction  keinen  weiteren  nachtheiligen  Einfluss  auf  die  Pflanze 
ausübt. 

In  der  sauren  Lösung  sind  die  Phosphate  der  meisten  Me- 
tailoxyde  und  Erden  in  geringen  und,  bei  vollständiger  Sättigung, 
bestimmten  Mengen  löslich.  Stellt  man  sich  die  Phosphate  zu- 
vor rein  dar  und  schlämmt  sie  mit  dem  phosphorsauren  Eisen- 
oxyd zusammen  als  frisch  gefällte ,  so  eben  vollständig  ausge- 
waschene Niederschlage  in  der  sauren  NährstofTlösung  auf,  so 
erleidet  die  letztere  durch  den  Zusatz  keinerlei  unbekannte 
Veränderung  in  ihrer  chemischen  Zusammensetzung. 

Beide  Methoden  zusammen  gewähren  d^n  in  der  ange- 
gebenen Richtung  anzustellenden  Versuchen  einen  weiten  Spiel- 
raum. 

Jedenfalls  ist  für  solche  Versuche  die  Methode  der  Wasser- 
cultur  allen  anderen  vorzuziehen.  Schneidet  man  die  zu  unter- 
suchenden Pflanzen  drei  bis  vier  Centimeter  hoch  über  dem  Kork 
des  GefässeS;  in  dem  sie  gewachsen  sind^  ab.  so  ist  man  sicher, 
dass  die  bei  der  Analyse  der  Aschen  wiedergefundenen  Sub- 
stanzen von  der  Pflanze  mittels  ihrer  Wurzel  aufgenommen  und 
in  ihr  verbreitet  waren ,  während  man  bei  der  Cultur  in  Erde 
und  beliebig  anderem  Bodenmaterial,  das  begossen  werden 
muss,  nicht  verhüten  kann,  dass  die  Stämme  unten  ausserhalb 
mit  der  Lösung  der  betreff'enden  Substanz  benetzt  werden,  und 
es  leicht  fraglich  werden  kann ,  ob  die  geringen  Mengen  der 
wiedergefundenen  Substanzen  wirklich  mit  den  nothwendigen 
Nährstoffen  zusammen  aufgenommen  wurden  oder  bloss  durch 
Eintrocknen  der  Lösung  auf  den  unteren  Theilen  der  Stämme 
und  Blätter  als  Verunreinigung  sich  der  Asche  der  Pflanze  hin- 
zugesellt haben. 

Bei  der  Beurtheilung  dep  Wirkung  solcher  Zusätze  zur  voll- 
stündigen  Nährstofflösung  hat  man  auf  folgende  Eigenthümlich- 
keiten  der  Entwicklung  der  Pflanze  in  wässrigen  Lösungen  ihrer 
Nährstoffe  Rücksicht  zu  nehmen. 

Junge  Pflanzen ,  so  wie  dieselben  beim  Keimen  der  Samen 
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auf  destillirtem  Wasser  hervorgehen,  bekommen  einen  mehr 
oder  weniger  nacbtheiligen  Stoss,  schon  wenn  man  sie  aus  dem 
destillirten  Wasser  plötzlich  in  eine  stärker  concentrirte  Lösung 
von  zwei  bis  fünf  pro  Mille  der  normalen  Nährstoffidsung  setzt, 
und  solchen  nachtheiligen  Einfluss  erkennt  man  auch  noch, 
wenn  man  dieselben  aus  verdttnnteren  Lösungen  von  0,5  bis 
eins  pro  Mille  Concentration  in  jene  concentrirteren  Lösungen 
vei'pilanzt. 

Junge  Maispflanzen  lassen  solche  nachtheilige  Einflüsse  sehr 
leicht  an  der  Eigenthümlichkeit  erkennen,  dass  sie,  sobald  die 
NährstoSlösung  ihnen  völlig  zusagt,  bei  warmer  Luft  von  etwa 
45  bis  SIQO  G.  jeden  Morgen  früh  zahlreiche  Wassertropfen  ^  oft- 
mals an  jeder  Blattrippenspitze,  hervorgepresst  haben,  die  wie 
Thautropfen  an  ihnen  hängen  bleiben.  Sobald  die  Nährstoff- 
lösung den  jungen  Maispflanzen  nicht  in  jeder  Beziehung  ent- 
spricht, vermögen  die  Wurzeln  nicht  den  hierzu  erforderlichen 
Druck  zu  leisten.  In  der  normalen  NährstoiOFlösung  erzogene, 
plötzlich  in  eine  concentrirtere  umgesetzte  Pflanzen  bieten  nicht 
selten  diese  Erscheinung  dar,  und  gewöhnlich  beobachtet  man 
darauf  im  Verlauf  sehr  warmer  Tage  eine  Erschlaffung  der 
Blätter,  die  aber  in  der  folgenden  Nacht  wieder  verschwindet. 
In  einigen  Tagen  aecommodirt  sich  aber  die  Wurzel  der  con- 
centrirteren Nährstofflösung,  und  nach  einem  wohl  merklichen 
Stillstand  des  Wachsthums  der  Wurzeln  fangen  diese  an,  wieder 
lebhaft  sich  vorzuschieben  und  die  Blätter  an  den  Enden  der 
Blattnerven  im  Verlauf  der  Nacht  wieder  jene  Wassertropfen 
auszusondern. 

Die  junge  Keimpflanze  ist  gegen  fernere  Zusätze  von  Sub- 
stanzen, die  nicht  zu  den  Nährstoffen  gehören,  in  gleicher  Weise 
viel  empfindlicher,  als  Pflanzen ,  welche  in  der  Nährstofflösung 
vor  dem  Zusätze  solcher  Substanzen  schon  stärkere  Wurzeln^ 
Stämme  und  zahlreichere  Blätter  entwickelt  haben. 

Nach  den  bis  jetzt  mir  vorliegenden  Resultaten  zu  urtheilen 
ist  es  wahrscheinlich,  dass  alle  Mineralbasen  und  Mineralsänren 
in  äusserst  geringer  Menge  mit  der  Lösung  der  normalen  Nähr- 
stoffe aufgenommen  werden  können,  falls  sie  sich,  wenn  auch 
nur  spuren  weise,  in  der  Nährstofflösung  auflösen.  Mit  orga- 
nischen Substanzen  dürfte  es  sich  anders  verhalten. 

Die  nachtheiligen  Wirkungen  einer  Substanz ,  die  man  der 
vollständigen  Nährstofflösung  hinzugesetzt  hat,  werden  sichtbar 
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schwächer,  wenn  man  deren  Quantität  verringert,  die  Angaben : 
nacbtheilig  und  schädlich,  bleiben  daher  unsicher,  wenn  sie 
nicht  auf  jene  Quantitäten  bezogen  werden. 

Eine  andere  Unsicherheit  bei  der  Beurtheilung  der  Wir- 
kung einer  Substanz ,  die  man  der  NährstofflOsung  hinzugesetzt 
hat,  liegt  in  dem  Umstände,  dass  wir  nicht  für  alle  Mineralbasen 
und  MineraTsäuren,  und  namentlich  nicht  für  organische  Sub* 
stanzen  Reactionen  besitzen,  welche  scharf  genug  sind,  um 
minutiöse  Mengen  derselben  neben  den  natürlichen  Mineral- 
bestandlheilen  zu  erkennen.  Äschert  man  die  erzeugte  Pflanze 
ein  oder  zerstört  man  sie  durch  Erhitzen  mit  conc.  Schwefel- 
säure oder  Salpetersäure,  so  macht  es  die  Gegenwart  des 
phosphorsauren  Eisenoxyds  oft  allein  schon  unmöglich,  eine 
Spur  eines  anderen  Metalles,  z.  B.  des  Nickels,  daneben  zu  er- 
kennen, während  das  Kobalt  noch  sicher  an  der  blauen  Farbe 
erkannt  wird,  welche  die  Asche  beim  Schmelzen  mit  Phosphor- 
salz zur  Perle  annimmt,  und  Lithion,  Strontian  und  andere  noch 
leicht  in  der  Asche  mittels  der  Spectralanaiyse  nachgewiesen 
werden  können. 

Geben  die  zu  prüfenden  Substanzen  mit  der  normalen 
Nährstofflösung  keinen  Niederschlag,  so  hat  man  es  in  der  Hand, 
die  Quantität ,  welche  ein  Liter  der  Lösung  enthalten  soll ,  von 
vornherein  zu  bestimmen. 

Muss  man  dagegen  die  zweite  Methode  anwenden,  und  ein 
beliebiges  Quantum  des  Phosphates  einer  Erde  oder  eines  Me- 
talloxydes in  der  sauren  Lösung  aufschlämmen ,  so  kann  man 
allerdings  wohl  nachweisen ,  ob  von  dem  Phosphat  sich  etwas 
in  der  Flüssigkeit  löst.  Da  aber  bei  den  Vegetationsversuchen 
mit  completer  Nährstofflösung  immer  phosphorsaures  Eisen- 
oxyd mit  jenem  Phosphat  in  der  Lösung  aufgeschlämmt  werden 
muss,  um,  grüne  und  nicht  gelbsüchtige  Pflanzen  zu  erhalten, 
so  muss  man  in  Fällen,  wo  die  Bestimmung  der  aufgelösten 
Quantität  des  zu  prüfenden  Phosphates  gefordert  wird,  ein  Liter 
der  sauren  Nährstofflösung  für  sich  mit  demselben  Quantum  des 
zu  prüfenden  Phosphates  im  Gewächshause  längere  Zeit  stehen 
lassen  und  im  Filtrat  die  Quantität  des  gelösten  Phosphates  be-* 
stimmen. 

Bei  dem  Versuch  mit  phosphorsaurem  Uranoxyd  und 
Chromoxyd  wuchsen  die  Maispflanzen  gerade  so  gut  fort,  wie 
in  der  reinen  sauren  Nährstofflösung,   und  in  der  Asche  der 
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Pflanzen  war  keine  Spur  dieser  beiden  Oxyde  nachzuweisen, 
obschon  beide  Metalle  sehr  charakteristische  Reactionen  haben. 
Die  Prüfung  auf  die  Löslichkeit  der  Phosphate  beider  Oxyde  er- 
gab nun  aber,  dass  in  einem  Liter  der  sauren  Losung  auch  keine 
Spur  derselben  sich  gelöst  und  dass  die  Pflanze  bei  diesen  Ver- 
suchen lediglich  in  der  reinen  sauren  Nöhrsloölösung  vegetiri 
hatte.  Es  ist  aber  in  den  meisten  Fällen  nicht  nOthig,  solche 
Lösungen  für  sich  zu  analysiren,  weil  man  bei  Anwendung  der 
Phosphate  in  der  sauren  Nährstofflösung  weiss,  dass  diese  bei 
der  langen  Dauer  der  Versuche  sich  vollständig  sättigen ,  dass 
sie  also  eine  bestimmte  Menge  desselben  enthalten  müssen,  die 
in  allen  Fällen  gering  ist.  Kommt  auf  eine  genauere  Bestimmung 
etwas  an,  so  kann  dieselbe  später  jederzeit  nachgeliefert 
werden. 

Was  nun  die  Resultate  der  Untersuchungen  über  die  Auf- 
nahme und  Wirkung  verschiedener,  nicht  zu  den  nothwendigen 
Nährstoffen  gehöriger  Substanzen  durch  die  Wurzel  der  Pflan- 
zen anbetrifft,  so  zeigten  Versuche  von  Dircks  und  Weigelt  (Be- 
richt von  der  Sitzung  am  6.  Februar  4869),  dass: 

Brom  und  Jod  bei  geringem  Zusatz  zur  neutralen  Lösung 
ebenso  unschädlich  wie  Chlor  auf  das  Wachsthum  der  Pflanze 
sind  und  dass  sie  sich  durch  die  ganze  Pflanze  ebenso  wie  dieses 
verbreiten.  Bei  einiger  Steigerung  der  Quantitäten  wirkt  Brom 
schädlich  und  Jod  noch  schädlicher.  Beide  wurden  in  Form 
von  Jodkalium  und  Jodnatrium  der  Nährstofilösung  hinzugesetzt. 

Von  Strontian,  Baryt  und  Mangan  zeigte  ich  bereits  4877, 
dass  dieselben  ohne  allen  Nachtheil  von  Maispflanzen  mit  auf- 
genommen werden,  während: 

Zink  aus  einer  Lösung  von  0,4  Zinkvitriol  pro  Liter  und 
einer  Aufnahme  von  0,003  g  Zinkoxyd  pro  Exemplar  schon  giftig 
wirkte.   Ebenso  wirkte 

Fi^eie  Borsäure  bei  Quantitäten  von  0,5  g  pro  Liter  der 
neutralen  Nährstofilösung  schon  giftig.  Die  antiseptische  Wir- 
kung der  Borsäure  hängt  offenbar  damit  zusammen.  In  der 
Asche  der  abgestorbenen,  2—3  Cenlimeter  über  dem  Kork  ab- 
geschnittenen Pflanzen  liess  sich  die  Gegenwart  des  Bors  nicht 
nachweisen. 

Silber  in  Form  von  phosphorsaurem  Silberoxyd  zur  sauren 
Nährstofflösung  hinzugefügt,  Goldchlorid  in  Quantitäten  von 
0,05  Goldchlorid  zur  sauren  Lösung  und  Chlorplatinkalium  ebenso 
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wie  Chlorplatinammonium  bis  zur  Sättigung  in  der  letzteren 
Lösung  aufgelöst  (Versuche  von  4882)  wirkten  giftig. 

Kobalt  und  Kupfer  werden  aufgenommen  und  wirken  gif- 
tig. Nickel  wirkt  ebenso  wie  Kobalt^  indess  Hess  sich  aus 
Mangel  einer  hinreichend  genauen  Trennungsmelhode  dasselbe 
Dicht  in  der  Asche  nachweisen  (Versuche  von  1880  und  später). 

Uranoxyd  und  Chromoxyd  wirkten  gar  nicht  auf  das  Wachs- 
thum  der  Pflanze,  aus  dem  oben  schon  angegebenen  Grunde. 
Chromsäure  dagegen,  in  Form  von  saurem  chromsauren  Kali 
und  in  Quantitäten  von  0,05  bis  0,1  zur  neutralen  Lösung  hin- 
zugesetzt, stark  giftig  (Versuche  vom  Sommer  1882). 

Im  Verlauf  der  beiden  letzten  Jahre  habe  ich  noch  die  fol- 
genden Versuche  mit  Maispflanzen  angestellt  und  über  den  Ver- 
lauf der  Vegetationserscheinungen  einiger  dieser  Pflanzen  in  der 
letzten  Sitzung  1883  berichtet.  Die  Untersuchung  der  Aschen 
konnte  erst  später  ausgeführt  werden  und  stelle  ich  die  Resul- 
tate derselben  jetzt  mit  denen  der  Versuche  von  vorigem  Sommer 
hier  zusammen.  Die  Versuchspflanze  war  auch  hier  Cinquan- 
tinomais. 

Bei  allen  diesen  Versuchen  wurden  Pflanzen  angewandt, 
welche  Anfangs  Mai  auf  destillirtem  Wasser  gekeimt,  bis  Anfang 
Juni  in  destillirtem  Wasser  gestanden  und  darauf  bereits  eine  Zeit 
lang  in  der  reinen  NährstoSlösung  sich  bewurzelt  hatten.  Vana- 
dinsäure  in  Form  von  vanadinsaurem  Ammoniak  und  in  Quan- 
titäten von  0,05  g  und  0,1  g  pro  Liter  saurer  Lösung  zur  sauren 
Nährstofiflösung  hinzugesetzt,  zeigte  schon  nach  Verlauf  voa 
zwei  Tagen  eine  schädliche  Wirkung.  Während  der  Versuchs- 
dauer war  die  Temperatur  gerade  sehr  hoch  und  die  Beleuch- 
tung im  Gewächshause  stark.  Die  Temperatur  stieg  Tags  auf 
300  C.  und  sank  auch  Nachts  nicht  unter  20o  G.  Alle  Blätter 
dieser  Versuchspflanzen  erschlafften  im  Laufe  des  Morgens  und 
blieben  in  diesem  Zustande  ohne  weitere  Schädigung  bis  zur 
Nacht,  in  welcher  sie  sich  jedesmal  wieder  erholten,  so  dass  sie 
des  anderen  Morgens  früh  ihre  Turgescenz  vollkommen  wieder 
erhalten  hatten.  Nach  Verlauf  von  vier  bis  fUnf  Tagen  waren 
alle  Wurzelspitzen  und  stellenweise  längere  Strecken  der 
Wurzeln  blau  gefärbt,  durch  Reduction  der  Vanadinsäure  zu 
ihren  niederen  blauen  Oxyden.  Die  geringe  Menge  des  vana- 
dinsauren Ammoniaks  färbt  die  ganze  Lösung  schon  sehr  deut- 
lich gelb.  Die  Pflanzen  starben  aber  später  nicht  ab,  die  einmal 
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blau  gefärbten  Wurzeln  derselben  wuchsen  nicht  viel  weiter; 
in  dem  Maasse  aber  als  neue  Wurzeln  in  der  Nährstofilösung  sich 
entwickelten,  während  das  aufgesogene  Quantum  derselben 
durch  neue ,  nicht  ferner  mit  vanadinsaurem  Ammoniak  ver- 
setzte Lösung  ergänzt  wurde,  wuchsen  die  Pflanzen  bis  zum 
Herbst  fort.  Blttthen  entwickelten  sie  nicht,  was  aber  mit  der 
Wirkung  der  Yanadinsäure  in  keinem  Zusammenhang  zu  stehen 
braucht.  Ob  die  Säure  von  der  Pflanze  oberhalb  der  Wunel 
aufgenommen  worden,  Hess  sich  in  der  Asche  aus  Mangel  einer 
dazu  hinreichend  scharfen  Bestimmungsmethode  des  Vanadins 
nicht  ermitteln. 

Molybdänsäure,  ebenso  wie  vorige  Säure  als  molybdän- 
saures Ammoniak  und  in  derselben  Quantität  angewandt,  ver- 
hielt sich  genau  ebenso  wie  diese.  Auch  färbten  sich  die  Wur- 
zelspitzen und  stellenweise  die  Wurzeln  der  Länge  nach  durch 
Reduction  der  Säure  zu  ihren  niederen  Oxyden  gleich  in  den 
ersten  Tagen  blau. 

Wolframsäure,  als  Phosphorwolframsäure  in  Quantitäten 
von  0,05g  bis  0,04  g  pro  Liter  angewandt,  wirkte  stark  giftig. 
Alle  Pflanzen  starben  im  Verlauf  der  ersten  8  bis  4  4  Tage  ab. 
Ob  die  grttnen  Theile  der  Versuchspflanzen  während  dieser  Zeit 
von  der  Säure  etwas  aufgenommen  hatten,  Hess  sich  ebenso- 
wenig wie  bei  der  Vanadinsäure  und  Molybdänsäure  nach- 
weisen. 

Die  Phosphorwolframsäure  fällt  Eiweiss,  verschiedene  AI- 
kaloide,  z.  B.  das  Betain  (Scheiblbr),  aus  ihren  Lösungen  und, 
was  für  diesen  Vegetationsversuch  von  Belang  ist,  das  Chloro- 
phyll, wie  RoB.  Sachssb  bei  seinen  Untersuchungen  ttber  den 
grünen  Parbstofl*  der  Pflanzen  gefunden  hat,  ganz  vollständig. 
Der  natürliche  grüne  Farbstoff'  wird  dabei  in  die  gelben  Farb- 
stoffe, die  in  Losung  bleiben  und  in  die  dunkelgrünen,  die  sich 
schon  beim  Schütteln  der  Ghlorophylllösung  in  Benzin  mit  der 
trockenen  Säure  auf  dieselbe  niederschlagen,  gespalten. 

Tellur,  Bei  einer  Versuchsreihe  erhielten  die  Pflanzen  pro 
Liter  Losung  0,05g  und  0,4  g  tellurige  Säure,  bei  einer  zweiten 
ebensoviel  Tellursäure.  In  beiden  Fällen  wurden  die  Säaren 
zuerst  mit  Ammoniak  übersättigt  und  das  überschüssige  Ammo- 
niak nachher  durch  längeres  Stehenlassen  über  Schwefelsäure 
wieder  entfernt. 

Die  Versuche  mit  der  tellurigen  Säure  sind  nicht  rein,  da 
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dieselbe  sich  nicht  merklich  in  der  NährstoSIOsung  auflöst.  Im 
Verlauf  beider  Versuchsreihen  wurde ,  wie  bei  allen  Übrigen 
meiner  Versuche,  wo  eine  Abweichung  nicht  besonders  ange- 
geben ist,  die  aufgesogene  Quantität  Flüssigkeit  durch  reine 
NahrstofiflOsung  ohne  ferneren  Zusatz  der  zu  prüfenden  Substanz 
ersetzt. 

In  beiderlei  Lösungen  wuchsen  die  Pflanzen  mit  dunkel- 
grünen Blättern  ebenso  gut  wie  in  der  reinen  Nährstofllösung 
fort  und  starben  erst  wie  diese  im  Herbst  ab.  Zur  Blüthe  kamen 
sie  nicht. 

Die  Tellur  säur  ej  die  in  ihren  chemischen  Eigenschaften  und 
in  ihrer  Formel  der  Schwefelsäure  nahe  verwandt  ist,  verhält 
sich  also  bei  geringen  Zusätzen  und  bei  Gegenwart  des  noth- 
wendigen  Quantums  Schwefelsäure  wie  diese,  was  darum  von 
einigem  Interesse  ist,  weil  es  sich  mit  der  chemisch  gleichfalls 
ähnlichen  Selensäure  umgekehrt  verhält.  In  der  Asche  konnte 
ich  die  Gegenwart  des  Tellurs  mit  Sicherheit  nachweisen.  Ich 
erhielt  daraus  einige  Milligramme  Schwefeltellur  durch  die 
Analyse. 

Selertj  in  derselben  Quantität  wie  bei  vorigen  Versuchen 
als  selenigsaures  und  selensaures  Ammoniak  in  der  sauren 
Lösung  angewandt,  zeigte  sogleich  stark  giftige  Wirkungen. 

In  der  stärker  concentrirten  Lösung  von  0,4  g  von  beiderlei 
Säuren  fielen  schon  nach  zwei  Tagen  in  der  Nährstofflösung  die 
Nebenwurzeln  sämmtlich,  wie  welk ,  auf  und  um  die  Haupt- 
wurzeln  herum  zusammen.  Die  Wurzeln  der  Pflanzen  in  der  an 
den  Säuren  verdttnnteren  Lösung  folgten  in  derselben  Weise 
vier  bis  fünf  Tage  später  nach. 

£s  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Schädlichkeit  der  Säuren 
nicht  bloä  an  den  Grad  der  Oxydation  der  drei  verschiedenen 
Metalloide :  Schwefel,  Selen,  Tellur,  sondern  auch  an  die  Sub- 
stanz derselben  gebunden  ist.  Denn  es  ist  bei  der  Ernährung 
der  Pflanze 
Schwefelsäure :  nothwendig. 
Schweflige  Säure:   giftig,  wie  alle  reducirend  wirkenden 

Mittel. 
Tellursäure :  unschädlich. 
Selensäure:  giftig. 
Selenige  Säure :  giftig. 

Arsen.    Arsenige  Säure  und  Arsensäure  wirken  sehr  ver- 
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schieden  auf  die  Pflanze.  Die  arsenige  Säure  ist  ein  starkes 
Gift  für  dieselbe,  die  Arsensäure  dagegen  ist  nicht  giftig,  wenn 
sie  der  Wurzel  in  sehr  geringer  Menge  zugeführt  wird;  sie  ver- 
breitet sich  von  da  aus  durch  Stamm  und  Blätter,  die  Pflanzen 
können  Blüthen  und  Früchte  bringen,  doch  stellt  sich  nach  den 
im  Sommer  1883  angefangenen  und  1884  mit  vielen  Pflanzen 
wiederholten  Versuchen  eine  Beeinträchtigung  der  Massenpro- 
duction  deutlich  bei  der  Maispflanze  heraus. 

Schon  bei  der  Gabe  von  0,05  arseniger  Säure  pro  Liter  der  }, 
neutralen  wie  sauren  Lösung  starben  mir  alle  Pflanzen  bald  ab.       y 

Unabhängig  von  diesen  Versuchen  haben  im  Sommer  1883  jj 
auch  F.  NoBBB ,  P.  Baeselbr  und  H.  Will  gemeinschaftlich  in  | 
Tharandt  Versuche  über  die  Aufnahme  der  arsenigen  Säure  durch  } 
die  Pflanze  angestellt,  deren  Resultate  mit  vorstehenden  überein-  , 
stimmen.    Sie  fanden:  ] 

»Dass  die  arsenige  Säure  schon  in  einer  Beigabe  von  einem  '|, 
Milliontel  zur  Nährstofflösung  merkliche  Wachsthumsstörungen  j, 
hervorbringt.«  l 

Nach  ihren  Versuchen  tritt  das  Arsen  nur  in  sehr  geringer  l| 
Menge  in  die  Pflanze  ein,  so  dass  es  nicht  möglich  ist,  irgend  ' 
welche  erhebliche  Mengen  in  dieselben  einzuführen.  Diese  .'| 
schädliche  Wirkung  geht  nach  diesen  Beobachtern  von  den  l 
Wurzeln  aus,  indem  deren  Protoplasma  corrodirt  wird.  Die  j 
Wurzeln  sterben  dann  ohne  Zuwachs  ab.  \ 

x>Die  oberen  Theile  der  Pflanze  folgen  dann  unter  Welken  | 
und  einigen  Erholungsperioden  nach.« 

»Durch  Verhinderung  der  Transpiration,  Abschluss  der  Be- 
leuchtung oder  Einstellen  in  feuchte  Wärme,  lässt  sich  die 
Pflanze  längere  Zeit  in  der  Lösung  der  arsenigen  Säure  turges- 
Cent  erhalten,  sie  stirbt  aber  später  ab.« 

))Wird  die  Pflanze  nur  kurze  Zeit,  aber  länger  als  zehn 
Minuten  in  eine  mit  arseniger  Säure  versetzte  Nährstofflösung 
gesetzt,  so  verzögert  sich  die  schädliche  Wirkung,  später  aber 
tritt  Wachsthumsverzögerung  und  selbst  der  Tod  ein.« 

Die  von  Nobbe,  Babsblbr  und  Will  zum  Versuch  gewählten 
Pflanzen  waren  Buchweizen,  Hafer,  Pferdezahnmais,  Weisserle, 
Alnus  incana  und  rother  Ahorn ,  Acer  rubrum  (Landw.  Ver- 
suchsstat.  1884.  Band  30.  S.  382  und  S.  401). 

Auch  Francis  B.  Phillips  (Chem.  News  46.  Band  1882. 
Nr.  1119.   S.  224)  giebt  an,   dass  Kupfer-  und  Arsenverbin- 
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düngen  giftig  für  die  Pflanzen  seien.  Diese  Angabe  bezüglich 
des  Arsens  stimmt  mit  vorstehenden  und  auch  meinen  Versuchen 
ttberein,  so  weit  nnter  Arsenverbindnngen  die  der  arsenigen 
Säure  verstanden  werden,  die  Arsensäure  dagegen  stört  die 
Functionen  der  Maispflanze  nicht. 

Die  Arsensaure  als  arsensaures  Kali  angewandt  wirkt  bei 
jungen  Keimpflanzen  vom  Cinquantinomais  von  etwa  einem 
Deeimeter  Blatt-  und  Wurzellange  nachtheilig,  so  d^ss  die 
Pflanzen  im  Wachsthum  zurückbleiben  und  absterben  können, 
wenn  die  Lösung  pro  Liter  0,Oög  bis  0,4  g  und  darüber  Arsen- 
säure  enthalt. 

Lässt  man  die  Pflanzen  aber  bis  zum  40. — 45.  Blatt  zuvor 
in  der  reinen  Nährstofflösung  sich  kräftig  bewurzeln  und  setzt 
man  sie  darauf  in  eine  Lösung,  welche  0,05  g  Arsensäure  pro 
Liter  erthftlt,  so  wachsen  sie  fort  und  entwickeln  dieselben  ge- 
sunde grosse  und  grüne  Blätter.  Sie  gedeihen  bei  hoher  Som- 
mertemperatur nicht  so  gut  als  bei  kühlerem  Wetter  und  in  der 
sauren  Lösung  niemals  so  gut  wie  in  der  neutralen  Lösung.  Am 
besten  gedeihen  sie  bei  Wassercultur,  wenn  man  die  Versuchs- 
gefässe  ringsum ,  die  etwa  ein  Deeimeter  langen  Wurzeln  mit' 
groben  Quarzkiesen,  von  der  Grösse  des  Goriandersamens,  um- 
schüttet, die  Gefässe  darauf  zuerst  mit  reiner  neutraler  Nähr- 
stofflösung füllt  und  die  Pflanzen  bis  zum  fünfzehnten  Blatt  sich 
entwickeln  lässt,  bevor  man  das  arsensaure  Kali  hinzusetzt. 
Man  giesst  zu  dieser  Zeit  die  Hälfte  der  neutralen  Lösung  aus 
den  Getessen  aus  und  ersetzt  dieses  Quantum  durch  das  gleiche 
Volum  einer  neutralen  Nährstofflösung,  welche  pro  Liter  0,05g 
Arsensäure  in  Form  des  krystallisirten  arsensauren  Kalis 
AsKH20^  enthält  und  giesst  später  in  demMaasse,  als  die  Flüs- 
sigkeit aufgesogen  wird,  dieselbe  Arsensäurelösung  nach.  Auf 
solche  Weise  erhielt  ich  im  Herbst  18^4  eine  gedrungene  Hais- 
pflanze^  deren  Stamm,  ungefähr  ein  Deeimeter  hoch,  einen  Kol- 
ben von  zwei  Gentimeter  Durchmesser  zur  Reife  brachte.  Der 
Kolben  enthält  45  Samen,  von  welchen  eine  grössere  Anzahl 
vi^ig  voll,  nicht  runzlieh  und  ganz  normal  gebildet  aussehen. 
Die  oberen  Blätter  sind  an  fünf  Deeimeter  lang  und  zwei  bis 
drei  Gentimeter  breit. 

Auch  in  Gelassen,  die  ohne  Kiesfüllung  mit  der  arsensäure- 
baltigen  neutralen  Nährstofflösung  versehen  worden  waren,  er- 
hielt ich  kräftige  Pflanzen  von  fünf  bis  sechs  Deeimeter  Stamin- 

]bUi.-p]i7B.  Cluse  1885.  4 
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höhe,  mit  Blättern  von  drei  bi»  vier  Gentimeter  Breite  und  sechs 
bis  si^en  Deeimeter  Länge  der  oberen  Blätter. 

Fünf  bis  sechs  Stück  der  erzeugten  Pflanzen  reichten  voll- 
ständig aus,  um  die  bei  gelinder  Rothgluth  bereitete  Asebe 
qualitativ  auf  Arsen  zu  prüfen  und  Bwar  nicht  bloss  dasselbe  mit 
Hülfe  des  MiASH'schen  Apparates  nachzuweisen,  sondern  das 
Arsen  nach  Reduction  der  in  Salzsäure  getosten  Asche  durch 
schweflige  Säure  als  dreifach  Schwefelarsen  zu  gewinnen. 

Diese  Versuche  über  das  Verhalten  der  Arsensäure  boten 
beiläufig  Gelegenheit  zu  beobachten,  dass  auch  einzellige  grüne 
Algen  und  ein  farbloser  Pilz  in  der  neutralen  mit  arsensaurem 
Kali  versetzten  Lösung  üppig  fortwachsen. 

Die  Riese,  mit  welchen  ich  mehrere  GeiUsse  sur  Aufnahme 
der  Maiswurzeln  angefüllt  hatte ,  überzogen  sich ,  sobald  die 
Oberfläche  nicht  mdir  ganz  und  gar  von  der  Nährstofflösimg 
überdeckt  war,  mit  einer  zusammenhängenden  Schicht  von 
Volvox  globator. 

Im  Sommer  18S3  litten  viele  meiner  Maispflanzen  durch 
einen  Pilz,  dessen  Mycelium  sich  unter  dem  Spiegel  der  Nähr- 
stofiflösung  entwickelt  und  die  Wurzeln  derselben  ringsum  der 
ganzen  Länge  nach  überzieht,  so  dass  dieselben,  wenn  man  die 
Pflanze  aus  dem  Versuchsgefäss  heraushebt,  wie  mit  einer 
fingerdicken  Gallerte  überzogen  erscheinen.  Ich  habe  den  PUx 
bis  jetzt  nicht  bis  zur  Sporenentwicklung  züchten  und  bestim- 
men können.  In  demselben  Sommer  wucherte  der  Pilz  ebenso 
üppig  in  den  arsensäurehaltigen,  wie  in  der  normalen  Nähr- 
stofilösung. 

Dieser  Fähigkeit  der  Arsensäure ,  in  die  lebende  Pflanze 
einzutreten,  wird  man  in  Zukunft  bei  gerichtlich  chemischen 
Analysen  Rechnung  tragen  müssen. 

Cadmiumi  als  phosphorsaures  Gadmiumoxyd  in  der  sauren 
NährstofFlösung  (Versuche  vom  Sommer  i  884)  angewandt,  wirkt 
noch  etwas  giftiger  als  Zink.  Alle  Pflanzen  starben  dabei  in  40 
bis  44  Tagen  ab. 

Thallium^  als  salpetersaures  Thalliumoxyd  in  der  neutralen 
Lösung  angewandt,  wirkt  giftig.  Bei  0,05  Gehalt  an  Thallium- 
oxyd  starben  die  Pflanzen  binnen  4  4  Tagen  ab. 

Bleu  Das  phosphorsaure  Bleioxyd  in  der  sauren  Lösung 
aufgeschlämmt  haftet  in  lockeren  Flocken  den  Wurzein  gut  und 
bleibend  an.    Die  Pflanzen  blieben  klein  aber  kräftig,  sie  wur- 


Ueber  die  Aufnahme  verschiedener  Substanzen  etc.        ftl 

<lett  etwa  zwei  Decimeter  hoch,  bekamen  aber  an  fünf  Decimeter 
lange  und  an  zwei  bis  vier  Centimeter  breite  BläUer,  entwickei- 
len zu  gleicher  Zeit  männliche  und  weibliche  Bltttfaen  und  einen 
dicht  beblätterten  Kolben.  Ausser  der  Beeinträchtigung  der 
Massenentwicklung  wurden  die  Functionen  der  Pflanze  in  keiner 
Weise  gestört.  Die  Kolben  kamen  allerdings  nicht  zur  Reife, 
indessen  braucht  diese  Erscheinung  in  keinem  Zusammenhange 
mit  der  Aufnahme  des  Bleies  zu  stehen. 

Das  Blei  Hess  sich  deutlich  in  der  Asche  nachweisen ;  die 
Quantitäten  schätze  ich  ungefähr  halb  so  hoch,  wie  die  des  Ba- 
ryts von  einer  Pflanze  aus  den  entsprechenden,  mit  phosphor^ 
saurem  Baryt  versehenen  Pflanzen,  etwa  zu  ein  Milligramm  pro 
Stück.  Zu  demselben  Resultat,  dass  Blei  mit  dieser  Störung 
der  Massenproduction  auf  die  Pflanze  wirke,  ohne  dass  dieselbe 
übrigens  Krankheitserscheinungen  zeige  und  dass  das  Bleioxyd 
in  der  Asche  solcher  Pflanzen  sich  nachweisen  lasse,  gelangten 
(s.  d.  oben  citirte  Abhandlung)  auch  Nobbe,  Babsxlbr  und  Will 
bei  ihren  4  883  zu  Tharandt  angestellten  Versuchen. 

^ismtiM,  als  phosphorsaures  Wismuthoxyd  in  saurer  Lösung 
angewandt,  wirkte  vollständig  so  wie  das  entsprechende  Blei- 
salz. Auch  hierbei  wurden  stark  beblätterte  Kolben  erhalten, 
die  zu  gleicher  Zeit  vollkommene  männliche  und  weibliche 
Blttthen  brachten.  Es  gelang  mir  aber  nicht,  aus  der  Asche  von 
drei  solchen  Pflanzen  das  Wismuthoxyd  in  Substanz  (als  Schwe- 
felwismuth  aus  der  in  Salzsäure  gelösten  Asche)  auszuscheiden. 
Organische  Stä>stanzen.  Geringe  Zusätze  von  Oxalsäure, 
Humussäuren,  Aepfelsäure,  Weinsäure,  Gitronensäure,  Benzoö- 
Säure  und  Bemsteinsäure  zeigten  sich  bei  früher  angestellter 
Untersuchung  ohne  Yortheil  und  ohne  Nachtheil  für  die  Pflanze. 
Ueber  das  Verhalten  mehrerer  Alkaloide  habe  ich  gleichfalls 
(gemeinschaftlich  mit  W.  Wolf)  Versuche  angestellt. 

Dass  das  gelbe  Blutlaugensalz  oder  Perrocyankalium  die 
Gelbsucht  der  Pflanzen  in  auffallend  kurzer  Zeit  aufhebt,  bei 
Maispflanzen  oft  vollständig  in  drei  bis  vier  Tagen,  habe  ich  be- 
reits in  der  Sitzung  am  6.  Februar  486d  berichtet.  Dabei  zeigte 
es  sich,  dass  das  Blutlaugensalz  zersetzt  wird  und  in  der  dunkel 
gehaltenen  Nährstofflösung  ein  Absatz  von  Berlinerblau  sich 
bildet.  Bei  einer  im  Ganzen  geringen  Menge  von  gelbem  Blut- 
laugensalz, von  0,4  pro  Liter,  hob  es  das  fernere  Wachsthum 
von  Maispflanzen,  die  bis  zwei,  drei  und  fünf  Decimeter  Höhe 
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vorher  gelbsttchtig  (ohne  Zusatz  von  einem  Eisenoxydsah)  auf* 
gezogen  waren,  völlig  auf,  ohne  der  Pflanze  übrigens  schädlich 
zu  sein,  sie  erhielten  sich  bei  dieser  constanten  Grösse  bis  zam 
Herbst  gesund  und  grün  und  starben  dann  ganz  normal  ab. 

Im  Sommer  4883  habe  ich  diesen  Vorgang  noch  etwas  ge- 
nauer untersucht  und  gefunden,  dass  unter  der  Wirkung  der 
Wurzel  Ammoniak  sich  bildet,  das  in  die  Lösung  übergeht  and 
darin  nachgewiesen  werden  kann.  Bereitet  man  eine  Blatlau- 
gensalzlösung,  die  ein  Gramm  Salz  «  0,4326g  Eisen  im  Liter 
enthalt  und  fügt  von  solchem  Vorrath  bei  verschiedenen  Pflan* 
ten  10,  SO,  30,  40,  50ccm  zu  einem  Liter  NahrstoCTlösung  und 
halt  diese  dunkel,  so  verschwindet  in  wenig  Tagen  die  gelbliche 
Färbung,  welche  das  Blutlaugensalz  der  Flüssigkeit  ertheilt,  die 
Lösung  wird  farblos  und  reagirt  nicht  ferner  auf  Eisenchlorid. 
Dieses  Salz  wird  also  sofort  von  der  Wurzel  aufgenommen. 

Das  Ferridcyankalium  oder  rothe  BluÜaugensalz  wirkt  ähn- 
lich wie  das  gelbe,  nur  traten  schädliche  Wirkungen  schon  bei 
kleineren  Gaben  als  denen  vom  gelben  ein. 

Stellt  man  die  mit  dem  gelben  wie  rothen  Blutlaugensais 
versetzten  Näbrstofl*iösungen  bei  20^  Lufttemperatur  in  direcles 
Sonnenlicht,  so  werden  sie  gleichfalls  farblos,  und  später  trübe 
durch  Absatz  von  Berlinerblau.  Die  Lösungen  beider  Salze  entr 
halten  nun  freies  Ammoniak.  Das  Sonnenlicht  bewirkt  also  die* 
selbe  Zersetzung  der  beiden  Bluilaugensalze,  wie  die  Wurzel 
der  Pflanzen  im  Dunkeln. 

Dass  Rhodanammonium  (Schwefelcyanammonium)  giftig  aaf 
die  Pflanze  wirkt,  hat  Dr.  H.  Kracch  bereits  1882  gefunden. 

Das  Hydroxylamin  wirkt  nach  Bbrtoni  (Gazz.  ital.  9.  569) 
reducirend  auf  Blutkörperchen  und  ist  daher  ein  energisches 
Gift  für  den  thierischen  Organismus.  Ich  habe  daher  im  Sommer 
1883  Versuche  mit  dem  Salzsäuren  Hydroxylamin  NH^O^  HCly 
ein  halbes  Gramm  pro  Liter  Nährstofflösung,  angestellt.  Schon 
bei  dieser  Verdünnung  wirkt  das  Hydroxylamin  stark  giftig. 

Salzsaures  Methylamin  zeigte  sich  bei  geringem  Zusatz  zur 
neutralen  Nahrstoffiösung  ohne  merkliche  Wirkung. 

Die  MelUthsäurey  Honigsteinsäure,  findet  sich  in  Verbin- 
dung mit  Thonerde  als  Honigstein  in  schönen  Krystallen  auf 
Braunkohle.  Da  sie  von  einer  früher  zu  Grunde  gegangenen 
Vegetation  herrührt,  so  schien  es  der  Mühe  wertb,  zu  prüfen, 
wie  diese  Saure  sich  zu  Pflanzen  der  jetzigen  Flora  verhält.  Bei 
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einem  Zusatz  Ton  1  g  freier  Säure  und  auch  von  i  g  honigstein- 
saurem  Ammoniak  wirkte  dieSfiure  schon  giftig  in  freier  neutraler 
Nährstofflösung.  Waren  die  Yersuchsgefasse  aber  mit  Kiesen 
ausgefülH,  in  deren  Zwischenräumen  Wuraeln  und  Losung  sich 
befanden,  so  ertrugen  sie  den  Zusatz,  wenn^nachher  reine  Nif hr« 
stofiTlösung  nachgegossen  wurde. 

Da  es  meine  Absicht  ist,  diese  Art  von  Untersuchungen 
Doch  fortzusetzen  und  in  neuerer  Zeit  auch  von  anderen  Seiten 
dieses  Gebiet  in  Angriff  genommen  worden  ist,  so  gebe  ich  in 
folgender  Tabelle  eine  Uebersicht  der  Hineralbasen  und  Mine- 
ralsäuren,  welche  theils  durch  die  Analyse  der  Aschen  natür- 
licher Pflanzen  und  der  künstlich  ernährten  Pflanzen  als  con- 
stante  oder  zufällige  Begleiter  der  eigentlichen  Nährstoffe  in  die 
Pflanze  mit  aufgenommen  werden,  wenn  sie  in  derßodenQUssig- 
keit  oder  einer  künstlich  i^usammengesetzten  Nährstofflösung 
aufgelöst  vorhanden  sind,  dazu  über  diejenigen,  die  auf  die 
Wurzeln  einen  sichtbaren  Einfluss  ausüben,  obschon  bisher  ihre 
Verbreitung  in  der  Pflanze  nicht  nachgewiesen  werden  konnte. 
Es  sind  dieses  folgende  aufnehmbare : 


Alkalische  Erden 

Chlor 

Baryt 

Jod 

Strontian 

Brom 

Erden 

Fluor 

Thonerde 

Tellursäure 

Schwere  Metalle ' 

Arsenige  Säure 

Manganoxyd 

Arsensäure 

Kobaltoxyd 

Kieselsäure 

Nickeloxyd? 

AUcaUen 

Zinkoxyd 

Natron 

Cadmiumoxyd 

Lithion 

Bleioxyd 

Gäsiumoxyd 

Wismuthoxyd? 

Rubidiumoxyd 

Nickeloxyd  undWismuthoxyd  sind  unter  den  aufnehmbaren 
Oxyden  mit  hierher  gestellt,  weil  es  bei  der  chemischen  Aehn- 
lichkeit  des  Nickels  mit  dem  Kobalt  und  des  Wismuth  mit  dem 
Blei  sehr  wahrscheinlich,  dass  sie  sich  wie  diese  verhalten, 
wenn  es  bei  dem  Mangel  einer  zu  ihrer  Nachweisung  hinreichend 
scharfen  Methode  auch  thatsächlich  nicht  gelang,  das  Nickel  und 
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Wismuth  unter  denAschenbestandtheilen  der  geernteten  Exem- 
plare nachzuweisen. 

Wegen  völliger  Unltfslichkeit  ihrer  Phosphate  in  der  N^r- 
Stofflösung  wurden  nicht  aufgenommen  und  zeigten  keinerlei 
Wirkung  auf  die  Pflanze : 

Uranoxyd 
Chromoxyd. 

Die  folgenden  Substanzen  wirken  sogleich  mehr  oder  weoi- 
ger  nachlheilig  auf  die  Xbätigkeit  der  Wurzel.  Ob  sie  sich  dar- 
nach in  der  Pflanze  verbreiten,  ist  nicht  nachgewiesen.  Aber 
auch  wenn  sie  in  der  Asche  der  oberen  Theile  der  Pflanze  ge- 
funden wären,  würde  man  nicht  darüber  aburtheilen  köDoen, 
ob  sie  von  der  lebenden  Pflanze  selbständig  mit  eingeholt  oder  I 
ihre  Lösungen^  erst  nach  ihrem  Absterben  im  Körper  derselben  ; 
durch  die  Capillarilät  der  lodten  Organe  verbreitet  wurden.  Es  1 
sind  dieses  folgende:  j 

Silberoxyd  Thalliumoxyd 

Goldchlorid  Selenige  Säure  \ 

Platinchlorid  Selensäure 

Vanadinsäure  Borsäure  j 

Molybdänsäure  Chromsäure.  j 

Phosphorwolframsäure  ' 
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H.  Bnmsy  Über  die  Rotation  eines  starren  Körpers. 

Bei  der  Behandlung  der  Rotation  eines  starren  Ktfrpers  um 
einen  festen  Punkt  ist  bisher  fast  durchgSIngig  zm*  Integration 
der  Bewegungsgleichungen  von  der  Yereinfachuag  *  Gebrauch 
gemacht  worden ,  welche  die  Wahl  der  invariabelen  Ebene  als 
Fundamentalebene  einzufuhren  gestattet.  Diese  Specialisirung 
ist  indessen  zur  Durchführung  einer  directen  Integration  der 
Differentialgleichungen  nicht  erforderlich,  wie  vor  einiger  Zelt 
FiAHH  in  Bd.  VIII  der  Math.  Annalen  gezeigt  hat;  überdies 
ist  dieselbe  ohne  Yortheil  im  F^Ue  der  Astronomie,  wenn  es 
sich,  wie  bei  Erde  und  Mond,  darum  handelt,  die  durch  kleine 
störende  Krttfte  erzeugtQ.Modificttion  des  Vorganges  der  freien 
Rotation  auCEUsuchen.  Es  ist  deshalb  vielleicht  von  Interesse, 
hier  kurz  eine  Transformation  d^r  Bewegungsgleichungen  an- 
zugeben,  welche  nicht  nur  für  den  Fall  der  Astronomie  zu 
iweckmässigeB  Formeln  führt,  sondern  auch  eiicennen  l)isst, 
warum  man  bei  der  allgemeinen  lategration.  der  RotatipDSglei- 
chungen  —  abgesehen  von  den  beiden  bekannten  und  langst 
erledigten,  einfachsten  FfiUen  —  auf  bis  jelzl  nicht  überwun- 
dene Schwierigkeiten  gestossen  i^t. 

Es  seien  [x^y^»^  der  Ort  des  Massentheilchens  m^,  be- 
zogen auf  ein  durch  den  Drehpunkt  gelegteS;  festes  Axensystem 
[xy%),  [a^b^Cfj^  der  Ort  von  m^,  bezogen  auf  die  durch  den 
Drehpunkt  gelegten  HaupttrSgheitsaxen ,  femer  fgh^  fg'h% 
fg^h"  die  Richtungscosinus  der  beweglichen  Axen  gegen  die 
festen,  also 


56  H.  Bruns, 


35« 

=  /'«« 

+r*. 

+  r'c« , 

Va 

=  »a« 

+  »'*a 

+  9"c„  , 

»« 

=  Äa„ 

+  A'6. 

+  Ä"c„  , 

dann  bestehen  zwischen  den  /*,  9,  h  .  .  und  den  Componenten 
p,  q,  r  der  Drehungsgeschwindigkeit,  bezogen  auf  die  beweg- 
lichen Axen,  die  bekannten  Relationen 

f«  =  /"'-r9,     etc. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  m  die  Gesammtmasse  des  Kör- 
pers und 


^  =  5m„(6„«  +  O  ,  ;J  =  .2m„(c„«  +  «„»; 


die  drei  HaupttrSgheitsmomente  bedeuten,  fQr  die  lebendige. 
Kraft  T  die  Gleichung 


"  =  -(^-Ä*k)^ 


femer  werden  die  Componenten  der  doppelten  Fiächengeschwin- 
digkeit  bezw.  gleich 

Drückt  man  jetzt  die  /*,  g,  k  . .  in  bekannter  Weise  durch  die 
Winkel  1/;,  Xj  ^  ^^^1  ^<>  V^  ^^  aufsteigende  Knoten  der  a&-£beDe 
auf  der  a?y*  Ebene,  %  ^^^  Abstand  der  a-Axe  vom  Knoten  und 
&  der  Winkel  zwischen  der  c-Axe  und  der  a-Axe,  so  ist 

A  =  sin  X  sin  ^  ,         A'  =  cos  x  sin  *  ,         A"  =  cos  9  , 
pdt  =  hdip  -I-  cos;fd^  , 
qdt  =  h^dip  —  sinjfdd  , 
rd/  =  h"dtp  -^dx 

Fahrt  man  nun  die  zu  t^,  ;;,  &  oonjugirten  Variabeln  ip',  x'j  ^ 
durch  die  Gleichungen 
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dt 


X  = 


dT 
dt 


&' 


^7i 


eiOy  so  wird 


m  iVi  N,  Ar  j 

iL  —  JL 
mp 


sinx 


mo        cos  X  f  .,         ,         ^.  ;        ^, 


iV3     "■    ^ 


Hieraus  erhält  man  zunächst 

imT  -  (AT,  sin  jf*  ■*■  iV,  cofi;^«^  (^'",^7^  +  N^'* 
+  (iV,  cosjf*  +  iV,  sinx*)*'* 

Ist  nun  U  die  Kräftefunction;  If  k  r  —  C/^,  so  werden  die 
Bewegungsgleichungen 

dip        bH  dilf'  bH 

dt   ^  Iftj?  ^         dt   ^       5^  ' 


etc.; 


bilden  wir  femer  mittelst  einer  beliebigen  Function  V  von  den 
Variablen  tp,  Xi  "^  ^^^  ^^^  neuen  Grössen  s,  s'j  s"  die  Glei- 
chungen 

öF  e'      ^y         er/       ^^ 


bv 


so  fuhrt  die  Ersetzung  der  Yariabeln  tf}^* .  .  durch  die  sS 
zu  dem  kanonischen  System 

dS_  _bH  dl  _  _bH 

dt  ^  bs   ^  dt  '^        5S  ' 


etc. 


S8  H.  BiuNS, 

Die  transforxnirende  Function  F  soll  nun  in  folgender  Weise 
bestimmt  werden.  Wir  denken  uns  ein  sphärisches  DreiedL  mit 
den  Seiten,  ^,  id,  i^  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln 
0,  J,  Z,  wo  d  und  ^  als  Functionen  der  s  durch  die  Gleichungen 

s  =  ««"sind*  y       s'  =.  «Ä^sia^* 

gegeben  sind,  und  setzen  an 

V  =  5"0  -h  (s"  -  s)  (Z4.  V)  +  {«"  -  *')  {^•*-  X)  , 

wo  die  Dreieckswinkel  durch  &  und  die  s  ausgedrückt  zu  den- 
ken sind.  Berücksichtigt  man  die  Differentialformeln  ftlr  sphä- 
rische Dreiecke,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  die  Trans- 
formationsgleichungen 

t/;'  =  5"cos25  ,         S=— Z— t/;  , 

x'=5"cos2C  ,         S'  =  -^-;t 

^'  =  s"  sin  8(J  sin  Z  ,         S"  =  0  +  Z  +  ^  -h  V  +  X  • 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  die  oben  aufgestellten 
Ausdrücke -für  die  p,  q,  r,  A^  B,  C  brautzt  und  die  Kelationen 
im  sphärischen  Dreieck  berücksichtigt,  nach  den  erforderlichen 
Reductionen 

mp  =  N^s"  sin  2?  cos(S'  -h  -i-^)  » 

mq  «  N^s'-  sin  2^  sin  (S'  ^  i-  ^r)  , 
mr  =5  iVjS"  cos  2^  , 


A  «s"sin2tfcos(?^-s)  , 
l?«=V'sin«(J8in/^-^j  , 


C  =s  s''cos2d  , 

wo  die  geometrische  bezw.  mechanische  Bedeutung  der  einzelnen 
Grössen  unmittelbar  ersichtlich  ist.   Ferner  wird 

2m  r  =  {s"  sin  2^«  (AT,  sin  S'«  +  JV,  cos  S'»)  +  iV,(5"  cos  sr* 
=  [s"t  -  (5"  -  5')t]  [^^VtL?f?  _  ^V=J^  cos  2  S'] 

Um  nun  U  durch  die  Variabeln  S,  s .  .  auszudrücken,  ist 
es  erforderlich,  die  Richtungscosinus  /*,  g^  h\  .  durch  die  neuen 
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Yariabeln  explicite  darzustellen,  wobei  ich  der  Kürze  halber  die 
weiter  keine  Schwierigkeit  darbietende  Herleitung  unterdrücke. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

log  a^  =  log  sin  d  -^  iS  •+-  y  t  S"  , 

log  T^  =  log  sin  d  —  iS  —  ^  *^'  > 

log  a,  =  log  sin  C  -h  iS'  -»-  y  iS^  , 

log  T,  «  log  sin  e  -  tS'  —  i.  tS"  , 

so  erhält  man  die  zur  Bestimmung  der  reellen  Grossen  f,g,h.. 
ausreichenden  Gleichungen 

/•-*-^'  +  i(^-n  «*«tööS<)oos?-.r,T^)V^'  , 
f—  g'  -»- « (p  -»-  f)  —  2  (r^  coÄ  f  -4-  (T,  oos  d)*         ,' 

/•"  +  ig"  =5—2  ?(r^  cos  ^  4"  (Tj  cos  i)  (cos  3  cos  ^  —  r^rj  e  *        , 

h  —  »Ä'  Ä  —  %iifi^  cos  ^  -I-  T,  cos  d)  (cos ä  cos.£  —  ^^^Je         » 
r  »  oo3  8d  cos  SC  +  sin  2d  sin  2^  cos  [S^S  -¥  S')     . 

Wenn  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  so  ist  17  =*  0,  F  =s  T 
XU  setzen;  Wenn  dagegen  die  Schwere  einwirkt,  und  zwar 
parallel  der  js-Axe,  so  wird  17  eine  lineare  Function  von  Ä,  h\  hT 
mit  coDstaBten  Goefficieiilen»  die  sioh  «uf  k  *  h"  reduciri,  wenn 
der  Schwerpirakt  auf  der  e-*Axe  liegt.  Selztman  noch  N^  tm  A^, 
so  erhall  maa  den  LA«tANGB'sehen  Fall.  .  Aus  der  Form  vott  if 
erkennt  man  dann  sofort,  dass  sowohl  bei  dem  ersten  Problem 
((Jas  0),  als  auch  bei  dem  LAOftANGB'schen  Fall  die  voUsiändige 
Integration  nur  noch  die  Ausfttbnuig  einer  Ouadratur  erfordert^ 
indem  in  H  die  drei  Variabein  8,  S',  S'  nur  in  ein«r  einzigen 
VerUndung,  nämlich  entweder  S'  oder  S  -h  S'  -^  S'  auftreten. 


Erwin  PapiMritE,  Zur  algebraischen  Transformation  der 
hypergeometrischen  Functionen.   Vorgelegt  von  Pt^of.  Klein. 

Die  vorliegende  Note  bezieht  sich  anf  die  Verallgemeine- 
rung eines  Satzes,  welchen  Herr  Goubsat  zuerst  in  den  Comptes 
Rendas  de  PAcad^mie.  des  Sciences  vom  48.  Februar  und  40. 
März  4884  veröffentlicht  und  in  einem  im  XXIV.  Bde.  der 
Mathem.  Annalen  p.  445  abgedruckten  Artikel :  »Sur  les  inte- 
grales rationelles  de  T^quation  de  Kummera  ausführlich  darge- 
legt hat.  Sie  soll  im  Anschlüsse  an  jenen  Satz,  durch  welchen 
die  Frage  nach  den  rationalen  Integralen  der  Kummer'schen  l>if- 
ferenticägleichufig  5.  Ordnung,  von  welcher  die  TransformatioD 
der  hypergeometrischen  Functionen  abhängt,  ihre  Lösung  ge- 
fanden hat,  einen  Beitrag  zur  Lösung  des  allgemeinen  Problems 
der  Bestimmung  ihrer  cU^raisAen  Integrale  liefern  i). 

V^ir  legen  unserea  BelracbtungMi  einen  etwas  anderen 
Gesiofatapunkt  zu  Grunde  als  Herr  Govrsat,  indem  wir  von  der 
Bemerkung  ausgehen,  dass  die  Transformalioiislbeorie  der 
hyp^rgeometrischen  Fondionen  im  Wesentlichen  idenlisoh  ist 
mit  der  der  Schumrz^schm  Function  s  (A,  fi,  v,  a;),  d.  i.  des  Quo- 
tienten xweier  liDeamnabhlliigiger  Zweige  der  hypergeometri- 
adien  Function,  und  indem  wir  femer  auf  das  HttUsmitiel  der 
Riemann^schen  Fläche  und  die  Eigenart  der  durch  die  «-Function 
vermittelten  conformen  Abbildung  recurriren,  wie  sie  aus  den 
Untersuchungen  des  Herrn  Schwaez^}  bekannt  ist. 


4)  Eine  ausführlichere  Darstellang  soll  in  den  »Mathem.  Annalen«  er- 
scheinen. 

t)  Crblle's  Journal.   Bd.  75. 
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1. 
Maa  nebme  an,  dass  die  Differentialgleichung 

in  eine  Differentialgleichung  derselben  Form : 

abergehe,  sofern  man  statt  x  eine  neue  unabhängige  Variable  y 
einfuhrt,  welche  mit  x  durch  die  algebraische  Gleichung 

3]  y(a:,y)»o' 

zusammenhängt,  oder  dass  die  Gieichttng  3)  eine  Integralglei- 
chung der  KuMMBR^schen  Differentialgleichung : 


^  _   (<  -  /i'^y*  -t-  (V*  ♦  ^'«  --  •»  -  4)y  4-  (4  >>  A'^ 

""  iy«(4-y)^ 

darstelle. 

Der  Grad  der  Gleichung  3)  in  x  und  y  sei  resp.  durch  n' 
und'n,  ihr  Geschlecht  durch  p  bezeichnet.  Über  der  x-  und  y- 
Ebene  wollen  wir  uns  dementsprechend  die  zugehörige  Rie- 
iA!(H'sche  Fläche  mit  n  resp.  n'  Blättern  ausgebreitet  denken. 

Man  betrachte  jetzt  in  der  ^-Ebene  ein  Polygon  S,  welches 
aus  2n  abwechselnd  der  positiven  und  negativen  Hatbebene  x 
entsprechenden  Kreisbogendreiecken  [l,  ^,  v)  mit  den  Winkeln 
l7t^  ^ijt,  V7C  besteht.  Die  Randcurven  dieses  zunächst  einfach 
zusammenhängenden  Gebietes  8  denke  man  sich  einander  paar- 
weise durch  lineare  Substitutionen  der  Variablen  s  zugewiesen, 
welche  je  zwei  den  beiden  Ufern  einer  und  derselben  Strecke 
04,  4  cx>,  oo  0  der  Axe  der  reellen  x  entsprechende  Kreisbogen 
ineinander  fiberftthren.  In  dieser  Auffassung  repräsentirt  das 
»Fundamentalpolygon«  8  eine  geschlossene  Mannicbfaliigkeit  2 
von  bestimmtem  (eventuell  höherem)  Zusammenhang. 

Unsere  Voraussetzung  geht  dahin,  dass  diese  MannichCaltig- 
keit  2  genau  der  tiber  der  os-Ebene  zu  construirenden  RunuNN- 
schen  Fläche  entspreche,  mithin  auch  ausnahmslos  eindeutig  auf 
die  n'-blättrige  y-Fläche  bezogen  sei.    Hieraus  folgt  auf  Grund 


fl2  Erwin  Pappbritz 


des  ScBWARz'schen  Satzes,  dass  das  Polygon  S  einem  aus  in' 
(abwechselnd  der  positiven  und  negativen  Hall>ebene  y  ent- 
sprechenden)  Kreisbogendreiecken  [V,  fz\  v')  zusammengeseU- 
ten  Polygone  S'  äquivalent  ist.  Die  Dreiecke  des  letzteren 
werden  nämlich  das  Gebiet  S  in  solcher  Weise  einfach  erfüllen, 
dass  die  am  Rande  liegenden  Dreiecke  eventuell  zerstttckt  er- 
scheinen, die  getrennten  Theile  eines  und  desselben  Dreiecks 
aber  ihren  Zusammenhang  durch  Vereinigung  der  zugeordneten 
Randcurven  von  S  erlangen. 

Indem  wir  so  in  der  geschlossenen,  ein  doppeltes  Dreiecks- 
netz tragenden  MannichCaltigkeit  2  ein  Äquivalent  für  die  über 
der  CD-  resp.  y-Ebene  auszubreitenden  BiBMANN^schen  Flächen 
gewonnen  haben,  gelingt  es,  die  Eigenschaften  der  letzteren 
und  damit  die  Natur  der  zwischen  x  und  y  bestehenden  alge- 
braischen Beziehung  zu  erschliessen. 

Zuerst  bemerkt  man,  dass  y  in  Bezug  auf  rc  und  umgekehrt 
X  in  Bezug  auf  y  nur  an  solchen  Stellen  verzweigt  sein  kann, 
wo  wenigstens  eine  der  Variablen  x  und  y  einen  der  singulären 
Werthe  0,  oo,  <  annimmt.  Von  den  Werthepaaren ,  welche 
hiernach  für  die  Untersuchung  der  Verzweigung  beider  Ribman.v 
scher  Fachen  allein  in  Betracht  kommen,  sind  die  Combinatio- 
nen  der  Werthe  x  =0,  oo,  <  mit  den  Werthen  y  =  0,  oo,  \, 
welche  f{x,  y)  =  0  befriedigen,  gesondert  zu  behandeln.  Sie 
mögen  als  Verzweigungswerthe  i .  Art  bezeichnet  sein.  Nach 
Ausschluss  derselben  mag  die  Gleichung  /*(x,  y)  =  0  fUr 
a;  =  0,  oo,  <  noch  resp.  r,  s,  t  unter  sich  verschiedene  y- 
Werthe:  y  =  i?^,  .  .,  rj^;  i?/,  .  .,  i?/;  ij/^  .  ,,  i?/',  für y  =  0, 
oo,  ^  dagegen  resp.  /,  $\  f  verschiedene  cc-Werthe:  x  =|,. 
.  .,  f^/;  §/,  .  .,  §/ ;  f/',  .  .,  f/'  als  Wurzeln  zulassen.  Diese 
bilden  die  Verzweigungswerthe  2.  Art. 

Einem  Werthepaare  2.  Art,  z.  B.  o?  «  0,  y  «=  ?;,.,  entspricht 
in  2  ein  Eckpunkt  der  Eintheilung  in  Dreiecke  (i,  ju,  v),  fttr 
welchen  die  Summe  der  anliegenden  Dreieckswinkel  ss  2o;r 
ist,  unter  a  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden.  Die  Anzahl 
dieser  Winkel  ist  dabei  nothwendig  eine  gerade  und  zwar  dop- 
pelt so  gross  als  die  Zahl  der  Blatter,  welche  in  dem  Windungs- 
puncto  X  SS  0  der  a?- Fläche  cyclisch  zusammenhängen.  Die 
Zahl  a  hingegen  bedeutet  die  Zahl  der  im  Punkte  y^tji  der  y- 
Fläche  einen  Cyolus  bildenden  Blätter.    Für  unser  Beispiel  ist 
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5) 


^  =  A 


die  Grosse  der  in  Betracht  kommenden  Dreieckswinkel  durch 

l7tj  ihre  Anzahl  darch  -j-  gegeben  und  folglich  muss  -j  gleich 

einer  positiven  ganzen  Zahl  q  sein. 
Wir  setzen: 

und  eikennen  im  Verfolg  obiger  Schlussweise,  dass  die  Grössen 
a,  ßj  y,  a',  ß*,  /  und  p,  a,  r,  p',  er',  r*  positive  ganze  Zahlen  >] 
(die  letzteren  ]>4)  darstellen,  sofern  nicht  die  ihnen  ent- 
sprechenden Zahlen  r,  Sj  t,  r',  s\  t'  Null  sind.  Das  Resultat 
unserer  bisherigen  Oberlegungen  bringen  wir  in  folgende 
Übersicht. 


bei: 


Es  hängen  im  Gyclus  zusammmen: 
in  der  a;-Fläche 
£C  =  0     r  mal  q  Blätter 


je  a  Blatter 


Die  Übrigen 
Blätter  ver- 
laufen an 
diesen 
Stellen 
isolirt. 


bei: 


in  der  y-Fläche 


je  a  Blatter 


ß 


y  =  n: 
y'^Vt" 


Die  übrigen 
Blätter  ver- 
laufen an 
diesen 
Stellen 
isolirt. 


4)  Die  Exponenten  A,  ^,  v,  A',  ^',  •  können  unbeschadet  der  Allge- 
meinheit positiv  angenommen  werden. 
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Erwin  Pappbkitz, 


bei :  y  zs  0     r'  mal  q  Blätter 

y  sss  00   «'      -     a' 

y  =  1     r     .    IT'      - 

Es  blieben  noch  die  Werthepaare  2.  Art  unberücksichtigt. 
Diesen  werden  im  Allgemeinen  ebenfalls  Windangspunkte  der 
RiEMANN'schen  Flächen  entsprechen.  Die  Anzahlen  der  hierbei 
in  Betracht  kommenden  Blätter  mOgen  für  die  a>-Fläche  nach 
folgendem  Schema  bezeichnet  werden  : 


«  =  0 

X  a  ao 

,-i 

y  =  « 

«11 

«21 

«11 

y  aOO 

«12 

«22 

«32 

y=.i 

«13 

«23 

«33 

Dann  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass  die  entsprechenden 
Blätterzahlen  für  die  y-Fläche  durch  das  Schema : 


xbO 

X-» 

Xa  1 

1/-0 

«11  y 

""V 

l' 

«..y 

y  =  C30 

X 

«12^ 

«„4 

2/=1 

X 

«13 -T 

..;- 

«33^ 

gegeben  sind.  Ober  die  Art  der  Yertheilung  der  Blätter  in 
Gyclen  ist  dagegen  von  vornherein  Nichts  bekannt.  Die  Ge- 
sammtzahl  der  fraglichen  Gyclen  sei  fttr  jede  der  Flächen  mit  q 
bezeichnet. 

Setzt  man  jetzt  zur  Abkarzung : 

«si  +  «3«  -*•  «33  =  c  ,      jjr  (or„A  +  ö„.tt  4-  a,3y)  =  c    , 
wobei  die  Relation 
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bemerkenswerth  ist,  so  hat  man  fttr  die  Gesammtzahlen  n  und 
n'  der  Blätter  beider  RiEMANN'scher  Flächen  die  Zerlegungen : 
.  n  =s  a  -hrQ    =  6  +  scr    ss  c  -^  tt    , 

^>  n'  ^za'-h  r'q'  =  6'  +  sW  =  c'  +  t'x'  , 

überdies  aber  die  Ungleichungen : 

9)  a  -♦-  6  -I-  c  ^  g  ,         a'  +  &'  -h  c  ^  g  • 

Drückt  man  endlich  das  Geschlecht  p  nach  bekannter  For- 
mel durch  die  Blätterzahl  und  die  Multiplicitäten  der  Verzwei- 
gQDgspunkte  aus,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 6)  und  8]  : 

^  =  n'  -  r'  -  s'  -  ^  +  r{a  -  1}+  5(/J  -  1) 

Demnach  können  wir  sagen : 

Das  Problem  der  algebraischen  Transformation  hängt  in  erster 
Linie  ab  von  der  Auflösung  des  Systems  unbestimmmter  Gleichun- 
gen 5),  6),  8)  und  10)  in  positiven  ganzen  Zahlen  und  unter  Be- 
rücksichtigung der  Ungleichungen  9). 

Dieses  System  geht  für  p  ss:  0,  g  ^  3,  n'  ^  \  Über  in  das 
Diophantische  Gleichungssystem  der  rationalen  Transformation, 
welches  Herr  Goursat  aufgestellt  hat. 

Zu  weiterem  Gebrauche  stellen  wir  noch  einige  Relationen 
zusammen,  welche  algebraische  Folgen  der  bereits  angegebenen 
sind: 

H)         n(1  -  A  -  fi  -  v)  =s  n' (1  -  A'  -  ^'  -  v)  ; 
\l\    ^  te  -  3)  +  Ä  (a  -  3)  +  /  (r  -  3)  g  6p  +  2g  -  6  , 
^    r'(e'-3)+Ä'((y'-3)  +  i'(T  -3)S6p  +  2g-6  ; 

J  n'  -  r'  -  5'  -  ^  ^  2p  +  g  -  2  ; 

14]  «  +  ^  (P  —  2)  -H  6  +  5  (or  —  2)  ^  2(f  -H  2p  +  g  —  2)  , 
J  a'  +  r'  [q'  -  2)  -H  6'  +  5'  (o'  -  2)  S  2(V  +  2p  -h  g  -  2)  . 


2. 

Indem  wir  uns  dazu  wenden,  aus  den  aufgestellten  Be- 
diDgungen  Folgerungen  zu  ziehen,  übergehen  wir  die  Fälle,  wo 
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von  den  Exponenten  l,  gi,  v  oder  X\  (i\  v  noch  mindestens 
einer  willkürlich  bleibt.  Diese  Fälle  sind  schon  früher  von 
Herrn  Goursat  behandelt  worden  *] :  er  findet,  dass  nur  solche 
algebraische  Transformationen  stattfinden,  welche  durch  Com- 
bination  der  bekannten  rationalen  Transformationen  erhallen 
werden. 

Nun  zeigt  sich,  dass,  so  oft  von  jedem  der  beiden  Grössen- 
Systeme  r^  s,  t  und  ?*',  $',  f  wenigstens  ein  Element  Null  ist. 
hinter  den  Exponenten  A,  ju,  v  und  A',  fi',  v  im  Allgemeinen  ein 
-Paar  zugeordneter  vorkommt,  welche  durch  einen  völlig  will- 
kürlichen Parameter  darstellbar  bleiben,  sofern  man  nämlich 
ganzzahlige  Exponenten  wert  he  ausschliesst.  Wir  dürfen  daher 
voraussetzen,  dass  etwa  7*^  s,  t  sämmtlich  von  Null  vei'schieden 
seien. 

Neben  den  ^-Functionen  mit  ganzzahligen  Exponenten  (zu 
denen  unter  Anderen  auch  die  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunctionen    bekannten   Functionen   s(0,    0,    0,    aj)  und 

Äl-r-j  ö,  Y>  ^)  gehören,  welche  den  Werth  des  Periodenver- 
Jiältnisses  (o  eines  elliptischen  Integrals  \ .  Gattung  als  Function 
des  Moduls  x  =  A*,  oder  der  absoluten -Invariante  x  =  J  dar- 
stellen) nehmen,  wie  sich  zeigen  wird,  noch  die  Functionen : 

(')'(f.l.i.-).  «(fff.-).  »(f.|.f.4 

in  denen  er,  /9,  ^,  m  irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuten,  eine 
Ausnahmestellung  ein.  Die  unter  (I)  aufgeführten  sind  sämmt- 
licti  algebraisch^  die  unter  (II)  aufgeführten  aber  lassen  sich,  so- 
weit sie  nicht  ebenfalls  algebraisch  sind,  auf  elliptische  Integrale 
zurückführen.  Alle  diese  Functionen  theilen  nämlich  die  Eigen- 
schaft, eine  unendliche  Mannichfaltigkeit  algebraischer  Transfor- 
mationen ihres  Argumentes  zuzulassen. 

Der  Discussion  der  Diophantischen  Gleichungen  schicken 
wir  eine  allgemeine  Bemerkung  voraus,  welche  an  die  Gleichung 
11)  anknüpft: 


i )  Goursat,  Sur  T^quation  difförentielle  Unfaire  qui  admet  potfr  inte- 
grale la  sörie  hyperg6om6trique  (Thöse).  Paris  4  881.   p.  400,  f. 
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Das  Vorzeichen  der  Grösse  ii  =  1— A  —  ^c  —  i/  bleibt  bei 
jeder  algebraischen  Transformation,  welche  man  auf  die  Function 
s  [l,  ju,  V,  x)  anwenden  mag,  ungeändert  erhalten. 

Man  theilt  daher  die  s-FunctioneD  zweckmässig  nach  dem 
Zeichen  von  £i  ein,  wie  dies  schon  bei  Herrn  Schwarz  geschieht. 

Wir  nehmen  nun  die  Zahlen  p,  a,  r,  q\  a\  t'  von  der  Ein- 
heit verschieden  an  und  lassen  die  Voraussetzungen 

r>0 ,         s>0 ,         ^>0 

in  Kraft  treten. 

Man  bemerkt  ohne  Schwierigkeit,  dass,  solange  die  Zahlen 
p  und  q  nicht  fixirt  sind,  die  Diophantischen  Gleichungen  des 
ersten  Abschnitts  im  Allgemeinen  eine  unbegrenzte  Anzahl  von 
Lösungen  zulassen  werden.  Wir  wollen  uns  daher  die  Zahlen  p 
und  q  fest  gegeben  denken. 

Dann  folgt  aus  12),  dass  die  Grössen  q,  a,  t  nicht  gleich- 
zeitig ^  6p  H-  Ä^f  —  3  sein  können.  Ist  aber  r>6p  +  2g  —  3, 
so  folgt  Q  =s  2  und  wir  können  (den  Fall  p  =  a  =  2  ausschlies- 
send)  ^  =  2,  (r>2,  r^a  annehmen.  Aus  14)  ergiebt  sich 
dann: 

6  +  5((y-2)  ^2(f  +  2p  +  5f-  2)  , 
oder 

c  +  ^r  =  6  +  Äor  ^  ^^fä  (^  +  2p  +  g  —  2)  ; 

mithin,  da  ^^  S  ^  »st,  t(T~  6)  ^  6 (2p  -h  9  —  2),  d.  h.: 
15)  T<12p  +  69-5  . 

Sonach  kommt  nur  eine  bestimmte  endliche  Anzahl  mög- 
licher Systeme  der  ß,  a,  t  in  Frage.  Für  jedes  dieser  Systeme 
Ist,  sobald  man  es  nicht  mit  den  oben  angeführten  Ausnahme- 
fällen (I)  und  (II)  zu  thun  hat,  die  Grösse  1  -,  i-  —  -i i 

positiv.    Aus    13)  aber   folgt,    wenn   r  =  ** ""  ^  ,    5  =  ^—-^, 
t  s=  — ^^  gesetzt  wird  : 

also  filr  n  die  obere  Begrenzung : 

5* 


68  Erwin  Pappbritz, 

^  (T  T 

Über  die  Zahlen  r  ,  $\  i  kann  noch  eine  vierfache  Annahme 
gemacht  werden.  Für  jede  derselben  lässt  sich  die  soeben  ge- 
branchte  Schlussweise  mit  unwesentlichen  Modificationen  wie- 
derholen und  zwar  findet  sich  Folgendes : 

A)  r'  =  5'  =  r  =s  0  ,         n'  <2p  +  9  -  2  ; 

B)  r'>0,  s'  =  r«0      ,         e'<6p4-2g-2, 

,  ^2p4-9-a    . 
4  —  — r 

(  p',a'<6p  +  2g-.2 

C)  r'>0,  />0,  r  =  0,     ^       oder 

\  p'=  2,  (y'<12p  +  6g-.5, 

.  ^  lp^-^-2    . 

(   e',  er',  T  <6p  +  29-2 

D)  r'>0,  5'>0,  <'>0,     {       oder 

I  p'  =  2,  (7',T'<12p  +  6gf-.5, 

^^    .  4  4  4 


^'        <r'        T' 


Nach  dem  Gesagten  ergiebt  sich ,  so  oft  p  und  q  gegeben 
sind,  eine  obere  Begrenzung  für  die  beiden  Ordnungszahlen  n 
und  v! .  Sind  aber  diese  fixirt,  so  existirt  auch,  wie  man  sofort 
erkennt,  jedesmal  eine  bestimmte  endliche  Anzahl  von  LOsungs- 
systemen  der  Diophantischen  Gleichungen. 

Wir  fassen  die  erhaltenen  Resultate  zusammen : 
Soll  die  Kummer^sche  Differentialgleichung  algebraische  Inte- 
grale besitzen^  so  ist  im  Allgemeinen  erforderlich,  dass  die  Zahlen 

A,  fi,  V,  l\  /,  v'  rationale  Werthe^,  L^lL^^^^^t  haben. 

Sind  die  Grössen  < und  1 r r rposi- 

tiv  und  von  Null  verschieden,  so  ergiebt  sich  nur  eine  endliche  be- 
stimmte Anzahl  wesentlich  verschiedener  Lösungen,  andernfalls 
unendlich  viele. 

Ist  andererseits  für  die  gesuchte  algebraische  Integralgleichung 
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/"(x,  5)  =  0  das  Geschlecht  p  der  Riemann^ sehen  Fläche  und  die 
GtsamnUzM  q  der  Blättercyclen  gegeben,  welche  Combinationen 
der  singiUären  Werthe  oj  =  0,  oo,  4  und  y  =  0,  oo,  4  ent- 
$pr€chen  sollen,  so  giebt  es  immer  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von 
FtUterij  die  nicht  zu  den  oben  angeführten  Ausnahmen  ge?iören  und 
in  denen  die  Kummer' sehe  Differentialgleichung  Integrale  der  ge- 
forderten Art  besitzt. 

Liegt  ein  voUständiges  Lttsungssystem  der  Diophantischen 
Gleichungen  berechnet  vor,  so  erscheint  für  die  hier  mitgetheilte 
Auffassung  das  Transformationsproblem  identisch  mit  dem 
Problem  der  Aufstellung  der  algebraischen  Irrationalitäten, 
welche  eindeutige  Functionen  des  Ortes  auf  einer  gegebenen 
RniANR'schen  Fläche  sind. 

Hierbei  wird  man  in  jedem  gegebenen  Falle  durch  eine 
vorgängige  Untersuchung  zu  entscheiden  haben,  ob  und  auf  wie 
vielerlei  Weisen  durch  das  betrachtete  LOsungssystem  der  Dio- 
phantischen Gleichungen  eine  zusammenhängende  Riemanrische 
Fläche  definirt  werden  kann.  Diese  Entscheidung  wird  dadurch 
erleichtert,  dass  die  RiiMANN'sche  Fläche  in  zweierlei  Form  (als 
X-  und  y-Fläche)  definirt  erscheint. 

Leipzig,  den  89.  Januar  4885. 


SITZUNG  AM  2.  MÄRZ   1885. 

Felix  Klein,  Neue  Untersuchungen  über  elliptische  Modul- 
functionen  der  niedersten  Stufen. 

I. 

Die  Betrachtungen,  welche  ich  in  meiner  vorigen  Note*) 
der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  unterbreitete,  sind  ur- 
sprünglich dadurch  veranlasst  worden,  dass  ich  die  Falle  kleiner 
Primzahlen:  n  =s  8,  3,  5,  7,  11  einer  directen  functionen- 
theoretischen  Untersuchung  unterwarft]  und  dadurch  einen 
Fingerzeig  erhielt,  in  welcher  Richtung  auch  bei  höheren  Prim- 
zahlen einfache  Modulsysteme  zu  finden  sein  möchten.  Die 
solchergestalt  erhaltenen  Resultate  erwiesen  sich  dann  über- 
haupt für  ungerade  Zahlen  als  gültig,  oder  doch  für  solche  un- 
gerade Zahlen,  welche  nicht  durch  3  theilbar  sind.  Es  ist  aber 
keineswegs  ausgeschlossen,  dass  für  zusammengesetzte  Zahlen 
dieser  Art  noch  einfachere  Modulsysteme  existiren  mögen***); 
während  die  Moduln  gerader  Stufe  allgemein  noch  zu  behandeln 
bleiben.  Unter  diesen  Umstanden  schien  es  nützlich,  jene 
directe  functionentheoretische  Methode,  die  ihrer  Natur  nach 
nur  bei  kleinen  Zahlen  durchführbar  ist,  auf  kleine  zusammen- 
gesetzte Zahlen  anzuwenden.  Ein  Mitglied  meines  Seminars, 
Herr  Fr  icke,  hat  sich  mit  der  hierdurch  bezeichneten  Frage- 


*)  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  n^r  stufe  (Sitzung  vom 
U.  Nov.  1884). 

**)  Vergl.  meine  bez.  Arbeiten  in  den  Bänden  U  und  4  5  der  Mathe- 
matischen Annalen. 

***)  Eine  gleiche  Vermuthung  äusserte  mir  gelegentlich  Herr  Kiepert. 
Man  sehe  auch  die  neueste  Arbeit  von  Herrn  Weber,  Bd.  6  der  Acta 
Mathematica. 
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stelluDg  ausführlich  beschäftigt;  und  ich  möchte  im  Folgenden 
zunächst  über  die  hauptsächlichen  von  ihm  erhaltenen  Resultate 
Bericht  erstatten.  Die  Beweise,  welche  ich  unterdrücke,  be- 
ruhen in  allen  Fallen  auf  directer  Betrachtung  der  zugehörigen 
Fundamentalpolygone  der  w-Ebene  [w  =  Periodenverhaltniss], 
Erinnern  wir  uns  zunächst  der  Fälle  71  =  2,  3.  In  beiden 
Fällen  existirt  ein  einziger  sogenannter  Hauptmodul,  durch  wel- 
chen sich  alle  anderen  Moduln  derselben  Stufe  rational  dar- 
siellen.  Es  ist  dies  bei  n  =  2  das  DoppelverhäUniss  A,  welches 
mit  der  absoluten  Invariante  J  durch  eine  Di^dergleichung 
sechsten  Grades  verbunden  ist*)  : 

bei  n  =  3  die  Tetraederirrationalüät  a,  deren  Verbindung  mit 

J durch  folgende  Gleichung  fixirt  sei**) : 

[2)     /:  J-i  :  1=  (a^+8a)':  (a«-20a'- 8)«  :  64(a3- 1)^. 

Auch  bei  n  =  4  existirt,  wie  ich  früher  ausführlich  zeigte***), 
ein  Hauptmodul :  die  Oktaederirrationalität  0,  definirt  durch  die 
Gleichung  24**"  Grades : 

y :  y  -  1  n  = 

'■'^'  (o«+Uo*  +  1)*:  (o»'-33o«-33o*  +  1)«:  108o*(o*  -  1)*. 

Herr  Fricke  hat  nun  zunächst ,  um  die  vierte  Stufe  an  die 
zweite  anzuschliessen ,  den  Zusammenhang  zwischen  0  und  l 
klar  gelegt.  Wir  schreiben  in  gewöhnlicher  Weise  für  A(w)  das 
Legendre'sche  x*  und  wählen  x(w)  insbesondere  so,  dass 

x(0)  =  0,     x;i)  =.+  1,     x(i.oo)  =  00 
ist,  während 

o(|)  =  0,     o(0)  =  4,     o{i  00)  =  00 
sein  soll.     Setzen  wir  dann  noch  in  üblicher  Weise 


/  ==r  K4  -  X* 
und  nehmen  x'(0]  =s  1,  so  kommt: 

*)  Vergl.  wegen  der  im  Text  gebrauchten  Ausdnicksweise  ausser 
den  bereits  genannten,  in  den  Mathematischen  Annalen  publicirten  Ar- 
beiten meine  »Vorlesuogen  über  das  Ikosaäder  und  die  Gleichungen  fünften 
Grades«  (Leipzig,  4884),  im  Folgenden  kurz  als  »Vorl.«  citlrt.  ^—  üebrigens 
ist  X  dieselbe  Grösse,  welche  bei  Legendre  ond  Jacobi  als  x'  bezeichnet 
wird,  eine  Benennung,  auf  die  ich  später  im  Texte  zurückgreife. 
»*)  Vorl,  pag.  4  33. 
***)  Math.  Ann.  XIV,  pag.  4  55. 
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(4)  o^y^^tyc,        x  =  t -^^  ,       x  =  -^^  • 

Wir  betrachten  ferner  die  sechste  Stufe.  Das  aus  72  Dop- 
peldreiecken bestehende  Fundamentalpolygon  der  sechsten  Stufe 
gehört  zum  Geschlechte  ;?  s  1 .  Daher  wird  sich  ein  volles 
Modulsystem  sechster  Stufe  nur  durch  Nebeneinanderstellong 
mindestens  zweier  Moduln  erreichen  lassen.  Am  nächsten  liegt 
es ,  in  diesem  Sinne  die  beiden  Grössen  X  und  a  (mit  denen 
man  in  der  That  ausreicht)  simultan  zu  betrachten.  Das  Fun- 
damentalpolygon erscheint  dann  eindeutig  auf  die  Curve  be- 
zogen, deren  Gleichung  sich  durch  Elindination  von  /aus[ri 
und  (2)  ergibt : 

Inzwischen  erscheint  es  zweckmässig,  die  beiden  Moduln  k  und 
a  durch  zwei  andere  x,  y  zu  ersetzen,  indem  wir  schreiben: 

Die  Elimination  von  l  und  a  zwischen  (5) ,  (6)  ergibt  dann 
nfimlich : 

(7)  y»  =  a?»  -hl 

und  es  erscheint  also  die  Curve  vom  Geschlechte  p  =n  |  auf 
die  für  sie  geltende  NormcUform  bezogen.  Will  man  x  und  y 
rational  durch  l  und  a  ausdrücken,  so  hat  dies  keine  Schwierig- 
keit, ftthrt  aber  zu  Formeln,  die  wir  der  Kürze  halber  hier  weg- 
lassen müssen. 

Im  Falle  der  achten  Stufe,  den  wir  nunmehr  betrachten, 
kommt  ein  Fundamentalpolygon  von  4  92  Doppeldreiecken  und 
dem  Geschlechte  p  ss  5  in  Betracht.  Zugehörige  Moduln  sind, 
wie  selbstverständlich,  die  Quadratwurzeln  Vx ,  Vx  .  Es  ist 
aber  sehr  wichtig ,  zu  bemerken ,  dass  sie  allein  genommen  noch 
nicht  ausreichen,  um  die  einzelne  Stelle  des  FundamentcUpolygons 
zu  fixiren.  Vielmehr  gehören  zu  jedem  Puncto  der  durch  Vx . 
Vx  bestimmten  ebenen  Curve  vom  Geschlechte  3  und  der 
Gleichung : 

(8)  {V7Y  +  (V7)«  =  < 
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immer  noch  zwei  Stellen  des  Polygons.     Um  eindeutige  Be- 

%iehung  zu  erhalten^  müssen  wir  zu  Vx ,  Vx'  etwa  noch  folgende 

Grösse  hinzunehmefi : 

(9)  Vö^  F^x'-fx. 

Wir  haben  dann  neben  (8)  noch  folgende  Relation : 

(10)  (v^*  =  {vwy  -  i  (viT)* 

und  also  unser  Fundamentalpolygon  eindeutig  auf  eine  (durch 
(8)|  (40)  dargestellte)  Raumcurre  achter  Ordnung  abgebildet. 
»Des  Näheren  wollen  wir  die  hier  angeführten  Wurzelzeichen 
in  der  Folge  so  fixirt  denken,  dass 

y;^«4,      y7(ö)  =  i,     y^=i 

wird. 

Wir  schreiten  zu  n  s  9.     Wir  haben  dann  324  Doppel- 
dreiecke und  ein  Geschlecht  p  s=  4  0  des  Fundamentalpolygons. 
Im 

Sei  p  a=  c  •  .  Eine  einfache  Ueberlegung  zeigt  dann,  dass  ein 
volles  Modulsystem  der  neunten  Stufe  durch  Nebeneinanderstellung 
der  folgenden  Cubikwurzeln  gegeben  ist: 

Zwischen  denselben  bestehen  die  selbstverständlichen  Re- 
lationen : 

das  Fundamentalpolygon  erscheint  also  vermöge  unserer  Dar- 
stellung eindeutig  auf  eine  Raumcurve  neunter  Ordnung  be- 
zogen. 

Wir  erledigen  endlich  noch  den  Fall  n  s  16.  Es  handelt 
sich  um  ein  Fundamentalpolygon  von  4536  Doppeldreiecken 
und  dem  Geschlechte  p  b  84.  Zugehörige  Moduln  sind  vor 
allen  Dingen : 

(13)  v^,   v^, 

zwischen  denen  die  Relation  besteht : 

(u)  (i^k)'  +  (M  -  i , 

aber  allein  genommen  reichen  dieselben  wieder  keineswegs 
aus,  uro  die  einzelne  Stelle  des  Fundamentalpol ygons  festzu- 
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legen.  Wollen  wir  ein  volles  Modulsystem  der  sechszehnten 
Stufe  haben,  so  können  wir  einmal,  wie  bei  der  achten  Stufe, 
die  Quadratwurzel  aus  der  Oktaäderirrationalität : 

(15)  Vö 

hinzunehmen,  worauf  neben  (H)  die  folgende  Gleichung  tritt: 

(16)  (vöY  ^  (m  -  iiv^Y  • 

Aber  hiei^mü  reichen  wir  noch  nicht  aus;  wir  müssen  überdies 
noch  eine  zweite  Irrationalität  adjungiren,  welche  selbst  wieder 
mit  den  vorgenannten  Moduln  durch  eine  quadratische  Gleichung 
zusammenhängt.  Als  derartige  Irratipnalität  bringt  Herr  Fricke 
insbesondere  in  Vorschlag : 


|/X'-  IX 

Zwischen  den  so  definirten  Moduln  bez.  Hodiilsystemen  er- 
geben sich  natürlich  bei  Transformation  zweiter  oder  dritter 
Ordnung  von  u)  zahlreiche  Zusammenhänge,  von  denen  hier  die 
einfachsten  erwähnt  werden  sollen*). 

1)  Es  ist: 

ilöj        A  ^2 j   -    -  80(1  +  0«)    '      ^  l"~r"/    **"  8fO{1-0«J    ' 

i(2fti)  ==  1  ^0«**); 
analog : 

(19)  w^\^_(«^«:-«viF)' 

(20)  u^\ :^  - iii±y^f-iL^Aj^:^ ,  e^ 

^  '  «V«  Vx'  y4  +  x'  [i  +  Vx')* 

2)  Von  den  transformirten  Werthen  von  o  kommen  insbe- 
sondere die  folgenden  in  Betracht : 


*)  Man  könnte  insbesondere  imnoer  auch  die  transformirten  Werthe 
von  J  in  Betracht  ziehen,  doch  haben  die  betreffenden  Formeln  wegen 
ihrer  Complicirtheit  kein  sonderliches  Interesse. 

♦*)  Bei  anderer  Fixirang  von  o  wird  diese  Formel  einfach: 

A(iw)  «  0*. 
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(21)  0  (f )  =  V7,  0  (^)  =  -  'Tx ,  o{2c„;  =  ^ 


**^  V?+yx' 


(22)  0  (^)  =  4±5_  u.  s.  w. 


_  yx'-Vx 


I  yx'  yo 

3)  Endlich  hat  man  für  Transformation  dritter  Ordnuüg  der 
Tetra^derirrationalität ,  wenn  man  die  Moduln  neunter  Stufe 
(M]  der  Kürze  halber  bez.  mit  x,  y,  z  bezeichnet: 

M  •(?)=- vz-"-i!,    ..0.,     ,.(3„)=1±H^-). 
y9 

Andererseits  wird  man  fragen ,  wie  die  eingeführten  Mo- 
duln mit  den  Theilwerthen  der  elliptischen  Functionen  zusammen- 
bäDgen.  Es  muss  dabei  wohl  beachtet  werben,  dass  Weierstrass^ 
elliptische  Functionen  (die  einzigen,  die  wir  hier  gebrauchen) 
homogene  Functionen  der  beiden  Variabelen  w^y  oi^sind,  während 
unsere  Moduln  nur  von  dem  Verhältnisse  la^  :  (o^  abhängt.  Es 
ist  daher  zweckmässig,  unsere  Moduln  X,  a,  o  selbst  in  Zahler 
and  Nenner  zu  spalten : 

(24)  ^  =  J-;,        a  =  ?i,        0  =  1, 


*)  Ebenso»  wie  man  die  wiederhoite  quadratische  Transformation 
verwenden  kann,  um  aus  gegebenem  X  das  zügehörige  to  zu  berechnen, 
kann  man  die  Formel  des  Textes  dazu  benutzen,  um  bei  gegebenem  a 

das  Entsprechende  zu  erreichen.    Für  sehr  kleine  Werthe  von  g  (=«*'*") 

3 
ist  (u  annäherungsweise  s  —  -rr—  log  (8  a  — 8).     Sei   nun   abkürzend 

ZtTt 

dp  =^  a [Z*' io] f  worauf  wir  dem  Texte  die  Formelkette  entnehmen: 


_  a 
log 

.-,  +  «  Vai^, 

—  i 

,  +  2  yaj  -  4 

-  t 

a,  -  yal  -  i 
(3a,-  3)"] 

) 

Dann  ist  allgemein: 

rnog  (3  a,-  3)1 
"'  ""   l      271  .  3*'-»     Jlim  */  =  OO 
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wobei  wir  nun  Zähler  und  Nenner  (Qbrigens  in  Uebereinstim- 
mung  mit  den  Fundamentalgleichungen  (1),  {%),  (3))  definiren 
werden ,  indem  wir  bestimmte  Darstellungen  von  g^  und  g^ 
durch  X^,  X^  etc.  verlangen. 

Zunächst,  was  die  Theäwerthe  von  p{u)  angeht,  so  findet 
Herr  Fricke  folgende  Resultate. 

1)  Sei  n  =  2  und 

so  wird : 

(26)  p(^)  -  X,-U, ,  p(^)  -  K-iX, ,  p(?^»)  =  A.+i,. 

oder  auch  (indem  wir  die  Weierstrass^sche  Bezeichnung  e^,  e^, 
e,  für  die  drei  Theilw^rthe  aufnehmen) : 

(27)  «i—e^  =»  — 3(^4— A,),  «4— e,  =r  —  SA^ ,  «t—^s  =  ""^i,. 

2)  Im  Falle  n  «  3  bestimme  man  a^ ,  o,  in  Uebereinstim- 
mung  mit  folgender  Gleichung: 

Es  gelten  dann  nachstehende  Formeln : 


(29) 


3)  Endlich  sei  n  s  4.    Wir  unterwerfen  o^,  o,  der  folgen- 
den Bedingung : 

^      '  ^3  ""  *"  y  '  Ot»»  -  38  Ol»  V  -  «8  Ot*  V  +  V  ' 

Dann  kommt : 

(31)    ^  P  j'H^)  =  (°« -  '■'*•)*  -  '^»■»«"«K*  -  «»«*)  ' 

p  J!Sit+iL.)  =  (0.  +  0,)'  +  20.0.(0/  +  0.*)  , 
P  i^J!^i±^)  =.(0,  +  .0.)«  +  210,0.(0.«  -  0.«;  . 
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Wichtiger  erscheinen  auch  hier  wieder  die  Theilwerthe  von 
a,  die  ich  in  meinet  vorigen  Note  (pag.  64  daselbst]  mit  (T;^^ 
bezeichnete  und  durch  die  Formel  definirte : 

(32)    cTA^=-e  «»*  .(x\       ^       /  ; 

je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist ,  ist  bereits  die  n^*  Po- 
tenz von  oxf^,  oder  erst  die  2n**,  eine  Modulform  der  n*^'* 
Slufe.  Herr  Fricke  findet  für  die  Darstellung  der  in  Rede 
siebenden  Potenzen  von  a^^  in  den  einzelnen  von  ihm  behan- 
delten Fällen  folgende  Resultate. 

i)  Sei  n  =  S  und  dabei  A^,  X^  in  der  Art  gewählt,  dass 

Dann  kommt  für  die  Theilwerthe  von  a : 
;34)    a,/  =  A,  ,      (y,o*  =  A.  ,       «^i/  =  -  A,  +  A,  . 
2]  Im  Falle  n  =  3  seljsen  wir 

3»)  3,.--V-jy_^;j;.-V, 

wir  finden  dann*) 
36)      ~  "«•'  *  l^-^^-  «»  >         -  <^»»'  =•  0|  -  «t     . 

vier  Ausdrücke,  deren  nahe  Betiehung  zu  den  oben  eingeführ- 
ten Hodnln  neunter  Stufe  ersichtlich  ist. 
3]  Für  n  a  4  nehmen  wir: 


o,'o»»(Oi«-V)' 
Es  kommen  dann  folgende  Darstellungen  der  Theil-Sigma : 


38) 


'10 


o«'  = 


a*  =  -  8  ^ 


«1 
"I  ^  "« 

//»     _  --yx  '3 


Ol  -  02 


.  _  (Qj  -  io^^  ,T    •  —  —  (Ol  ■■■  «0«)'  . 


*]  Mao  vergl.  auch  Bianchi   im   47.  Bande   der  Math.  Annalen, 
pag.  »U. 


78  FcLiK  KlbiN) 

Ihnen  laufen  die  folgenden  Formeln  parallel,  bei  denen  rech- 
ter Hand  die  in  (34)  bestimmten,  zweiten  Theilwerthe  gebraucht 
werden,  die  ich  dei*  Reihe  nach,  um  jedes  MLssverständniss  zu 
vermeiden,  mit  ju,  i/,  q  bezeichnen  will: 


(39) 


Die  Formeln,  welche  die  zweiten  Potenzen  der  vorliegen- 
den oxu  durch  die  Moduln  46^«'  Stufe  darstellen,  werden  xu 
complicirt,  um  hier  eine  Stelle  finden  zu  können. 

4)  Sei  endlich  n  =  8.  Es  möge  genügen,  eine  einzige  der 
dann  in  Betracht  kommenden  Fonneln  anzuführen.    Es  wird: 

(40)    o,,=  -e-~^^^'.a(^) 


Neben  diese  Darstellungen  der  a^^  durch  unsere  Moduln  stel- 
len sich  natürlich  andere,  welche  unsere  Moduln  durch  die  Ox^i 
ausdiilcken.  Dieselben  erscheinen  um  so  bemerkenswerther, 
als  die  Oxu  ^on  vornherein  für  sämmtliche  Stufen  bekannt  sind 
und  wir  also  hoffen  dürfen,  bei  höheren  Stufen  einfachste  Mo- 
dulsysteme zu  finden,  indem  wir  analoge  Combinationen  der 
axu  heranziehen,  wie  sie  für  niedere  Stufen  fn  unseren  Formeln 
sich  thatsachlich  einstellen.  Herr  Fricke  bemerkt  in  dieser 
Hinsicht  insbesondere  folgende  Darstellungen  der  Moduln  46^^^ 
Stufe. 

4)  Unter  ax^  die  vierten  Theilwerthe  verstanden  hat  man: 
2)  Ferner,  unter  a;^^  die  achten  Theilwerthe  verstanden : 
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»Ol  .  «21  -  "41  •  »61 


<^oa 

<f^ 

^^2 

«^fa 

t 

^u 

.^31 

^ii' 

<^71 

<^13 

^^aa. 

^S3 

<^73 

) 

^10 

^la 

^U 

^1? 

yi"  '^     ySx'    +  yi    +  X'  «^30  •  <^32  .  «'ai  •  «^30 

Der  Buchstabe  £  bedeutet  dabei  eine  32*^  Einheiiswurze}. 


II. 

An  die  Theorie  der  Moduln  schliesst  sich  naturgemäss  die 
Lehre  von  den  Modulargleichungen,  Eigentliche  Modularglei- 
chungen  existiren  bekanntlich  nur  fllr  Hauptmoduln  und  bei 
ihnen  auch  nur  für  diejenigen  Transformationsgrade ,  welche 
zur  Stufe  des  Hauptmoduls  relativ  prim  sind  *) .  Nun  zeichnen 
sich  unter  allen  Hauptmoduln  die  drei,  die  wir  vorhin  voran- 
stellten: das  Doppelverhältniss  A,  die  Tetraederirrationalität:a, 
die  Oktaederirrationalitat  o,  denen  dann  noch  die  Ikosaeder- 
irrätionalität  (die  wir  17  nennen  wollen]  hinzutritt,  dadurch  aus, 
dass  sie  zugleich  Galois'scheModuln  ihrer  Stufe  sind  und  sich 
daher  bei  beliebiger  Transformation  von  w  selber  linear  substi- 
tuiren.  In  Folge  dessen  haben  die  für  sie  geltenden  Moduiar- 
gleichungen  die  charakteristische  Eigenschaft,  durch  gewisse 
simultane  lineare  Substitutionen,  denen  einerseits  der  ursprüng- 
liche, andererseits  der  transformirte  Modul  zu  unterwerfen  ist, 
in  sich  selbst  überzugehen. 

Ausserdem  bleiben  die  Modularglelcbungen^  wie  selbst- 
verständlich, bei  Vertauschung  des  ursprünglichen  Moduls  mit 
dem  transformirten  ungeändert  bestehen.  Handelt  es  sich  jetzt 
um  Aufstellung  der  Modulargleichungen,  so  wird  man  zweck- 
mässigerweise in  der  Art  beginnen,  dass  man  vorab  die  allge- 
meine Form  derjenigen  Gleichungen  zu  bestimmen  sucht,  die 
bei  den  erwähnten  Processen  invariant  bleiben:  die  wirk- 
liche Berechnung  der  Modulargleichung  im  gegebenen  Falle 
muss  dann  auf  Auswerthung  nur  weniger  Zahlencoäfficienten 


*}  Vergl.  etwa  Bd.  17  der  Mathematischen  Annalen,  pag.  66  fT. 
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mit  HQlfe  der  fQr  A,  a,  o,  tj  geltenden,  nach  q  fortschreitenden 
Reihenentwickelungen  zurückkommen. 

Der  hiermit  bezeichnete  Ansatz,  den  ich  schon  bei  früherer 
Gelegenheit  zur  Sprache  gebracht  hatte*},  ist  jetzt  von  Herrn 
Friedrich  durchgeftihrt  worden.  Es  handelte  sich  dabei  ein- 
mal zur  Fixirung  der  auf  den  ursprünglichen  und  den  transfor- 
mirten  Modul  auszuübenden  simultanen  Substitutionen  um  ge- 
schickte Wahl  der  zur  Transformation  gehörigen  Repräsentanten, 
es  handelte  sich  dann  aber  femer  um  algebraische^  der  Invarian- 
tentheorie entnommene  Processe,  welche  an  diejenigen  Theorien 
anknüpfen,  die  ich  neuerdings  in  meinen  »Vorlesungen  über 
das  Ikosa^der  etc.«  dargestellt  habe. 

Im  Falle  des  Doppelverhältnisses  X  [dessen  Stufe  die  zweite 
ist)  kommen  als  Transformationsgrade  n  beliebige  ungerade 
Zahlen  in  Betracht.  Nennen  wir  den  transformirten  Werth  /i, 
so  kann  man,  wie  Herr  Friedrich  zeigt,  fi  in  allen  Fällen  so 
wählen,  dass  es  mit  k  zusammen  je  dieselben  Doppelverhält- 
nisssubstitutionen erfährt.  Wir  nehmen  X  gleich  l^ :  X,,  /i  gleich 
/i| :  fif  und  ersetzen  die  linearen  Substitutionen  von  A,  bez.  /i 
je  durch  die  ihnen  entsprechenden  homogenen  von  der  Deter- 
minante Eins.  Alle  homogenen  ganzen  Functionen  von  k^ ,  k^ 
allein,  welche  bei  den  in  Rede  stehenden  Substitutionen  unge- 
ändert  bleiben,  sind  bekanntlich  ganze  Functionen  der  folgen- 
den drei  einfachsten  unter  ihnen : 

[  (V-^i^t  +  Vr, 
(43)  {  (V-^*^.  +  V)(V^.-^.V)*  , 

Aus  ihnen  leitet  man  dann  leicht  alle  Formen  ab,  welche  k 
und  fi  gleichzeitig  enthalten  und  bei  den  simultanen  Subtitu- 
tionen  dieser  Grössen  ungeändert  bleiben :  die  in  Rede  stehen- 
den Formen  setzen  sich  aus  der  Determinante  (k^fi^  —  k^fi^) 
und  den  nach  fi^ ,  jti,  genommenen  Polaren  der  Formeln  (43)  zu- 
sammen. Nunmehr  beachte  man  noch,  dass  die  Modularglei- 
chung  bei  Vertauschung  von  k  und  fi  ungeändert  bleiben  soll. 
Schliesslich  ergibt  sich,  dass  die  linke  Seite  der  Modulargleichung 
eine  ganze  Function  der  folgenden  vier  Atisdrücke  sein  mms: 

*)  Vergl.  Annalen  XVII,  pag.  69. 
♦*)  Vorl.  pag.  68.  —  Man  verg!.  auch  Gleich.  (0  des  Textes. 


.45) 


(46) 
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i,  —  (»i,/*4  -^4l«t  -*»M.  +«  Vi)  (^«*^t— ^»  V)  (m«  V»  -i»»^t*) . 

Beispielsweise  kommt  fürn  s  S,  5,  7  der  Reihe  nach : 

tt=:  3:  v4.»-428>l^Ä  0  , 

n  =  5:  V  -  5<2M6.4',>1,  -9.4,^-32  .  27 ^)  «=  0  , 
«  «r  7 :  i<,*  -  256(2**.4Vi<4  -  ^«  •  «M,i4\i4,  + 
+  43.3».  5^M,  +  126  . 2« .  3M',^  -  «5 . 8' .  3M^.4,). 

Die  Gleichungen  für  n  =  3,  5  finden  sich  bereits  in  Ja- 
cobi's  Fundamenta  (Bd.  I,  p.  422,  429  der  gesammelten 
Werke)^  worauf  hier  um  so  mehr  verwiesen  sei,  als  der.Fort- 
sdiriti  der  Methode^  welcher  bier  vorliegt,  beim,  Vergleioha  un- 
verkennbar faervorlritt. 

Bei  der  Tetranderirrationalität  a  müssen  wir  unterscheiden, 
ob  der  Transformationsgrad  n  zu  i  oder  2  modulo  3  congruent 
ist.  Beidemal  schreiben  wir  a^ :  a,  für  a  und  b^:  b^  flir  den 
traosfonnirlen  Werth.  Wir  haben  femer  von  folgenden,  die 
a^,  a,  allein  enthaltenden  Formen  ausmgehen^): 

a/  — 20a/a,'  — 8  a,«         , 
(a,»a,-o^*Ka/  +  8cHo,»)  , 

Ist  jetzt  n  =  1  (mod.  3),  so  kann  man  6^  :  6,  so  wählen,  dass 
es  je  dieselben  Substitutionen  erieidet  wie  a^  :  ü,.  Im  anderen 
Falle  gilt  der  analoge  Satz,  sofern  man  für  b^  :  5,  setzt  — -  2b, :  6^ . 
Schliesslich  bekommen  wir  in  beiden  Fällen  vier  Fanetionen, 
aus  denen  sich  die  linke  Seite  der  ModulargleichuQg  zu£Eunmen- 
setzen  muss.   Es  sind  dies  bei  n  s  1  {mod.  3J ; 

(ö, -(0.6,-0,6.)», 

D,  =s  —  a.»6,«  +  o,»6,»  +  9o,*o,6.6,»  +  9a.o,»6,*6,  + 

+  o,»6/ +  »o^'i,»  , 
D,  =»  (o.»a,-o,«)(6/+86,6,»)+(6/6,-6,«)(o.«+3a.o,») , 
0.  =  (a>.-a,«)(6.'6,-6,«)(«.»6.6,+o,a,6,»-2a,«6,'), 


(47) 


♦}  Siehe  oben  Gleich.  (2) ;  Vorl.  pag.-  63. 
lbtli.-ph7S.  ClMse  1885. 
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dagegen  im  anderen  Falle : 
' E^  a=  a^b^  +  2a, 6,  , 

£■,  a  o,'6,»  -  48o,*o,6/6,  +36o,a,»*i  V  -  »W  + 

+  8o,»6,»  +  8V^'  • 
£,  «  (a,«  +  8a,a,»)(6,«  +  86,6,')  ,    . 
£,  =  (a.'o,-a/)(6/H-86,6.»)(o.»^6,-2o,o,6,»+a,'6,' 
.  (a,«+8  a.a.')  (6«'6,-6,*](a.»6.»+a,a.6.*-8a/6.6,  . 

Beispiele  von  HodalargleicliaDgen  der  TetraSderirrationali- 
tat  sind  folgende : 

n  =  2:  J?,»  +  £,  —  0  , 

n  »  i  :  D,  +  2''D,»  +  5.2«.  3«D,D, 

+  5*.2».3».44ß,»  =  0. 
n  s»  6 :  {£,»  -  £,)*  -  48jB,»£,  »  0  , 
n  =s  7 :  (27 D,  +  UOZ),»)*  +  27 ß,  (Z),»  +  896Z),) 

-  42800D,»  s  0  . 


it 


(50) 


Auch  bei  Oktaeder  und  Ikosaüder  sind  die  Verhältnisse  ganz 
ahnlich ;  es  wird  genügen,  wenn  ich  die  in  den  einzelnen  Fällen 
geltenden  Resultate  tabellarisch  angebe.  Dabei  ist  wieder  o^ :  o, 
für  0,  ijf  :  1},  für  17  gesetzt ,  während  die  transformirten  Werthe 
beziehungsweise  mit  p^ :  p,  und  ^^  :  ^,  benannt  wurden. 

Modulargleichungen  des  Oktaeders. 

4)  n  s  1  (med.  4).  Die  Irrationalitäten  0  und  p  erfahren 
simultan  je  dieselben  Substitutionen.  Grundformen,  aus  denen 
sich  die  linke  Seite  derModulargleichung  zusammensetzen  muss: 

Z),   s  öo/p/  +  o,*p/  +  46o,o,'p,»p,  +  360/0.V4V/ 

+  ^öo^'OjP^p,»  +  o/p,*  H-  5o,*p,*  , 
(8<)i  D.    «  [o,»p.«p.  +  o.U^p,^  -  0,  o,*Pt'  -  o,»p,p/]«  , 

.(a/p,*-l-8o,»o.p,p/-l-45o,«o/p,»pt*+8o.o,»p,'p.+o,*p,*rv 

5)  n  s  3  (mod.  4) .  Die  Substitutionen  für  0  und  p  unter- 
scheiden wir  durch  das  Vorzeichen  von  t(=:y— 4).  Volles 
Formensystem : 
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^6     «=  [04'PlPi*  -  Oi*OlPl'  -  Ö4  0t'Pi*  +  VP4Pi*]*    » 
^4i   =   [K^Pt*  +  0,'p,']  -  (0,»p.*  +  0,*p,«)  . 

.  (o/p/-8o,»o,p,»p,+15o,»o,»p,Vt*-8o,o.'p,p,»+o.*Pt*)]*- 
3)  Beispiele.   Man  findet: 

In  =  3 :  J?/  —  ^^  =  0  , 
«  =  6:  20 />e  —  4^»iP4  —  D^*  Ä  0  , 
n  =  7 :  79  J?,*  -  78i^/jF,  -  E*  -♦-  400 J^.^JS'e  =  0  . 
Die  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  sind  übrigens  in 
anderer  Form  wohlbekannt.    Da  nämlich  o(ai},  wie  oben  er- 
wähnt, bei  geeigneter  Fixirung  des  in  Betracht  zu  nehmenden 

Functionszweiges  mit  yA(Sai)  s  Vx  (2  (o)  gleichbedeutend  ist, 
so  sind  die  Modulargleichungen  der  Oktaäderirrationalität  mit 
den  für  Vx  geltenden  identisch ;  letztere  aber  finden  sich  für 
n  =  3,  5  beispielsweise  bei  Cayley  im  lOi^*^  Bande  der  Phi- 
losophical  Transactions  (p.  454 ,  452)  aufgestellt. 

Modulargleichungen  des  Ikosaüders. 

4)  n  s  1  (med.  5).    Die  Substitutionen  von  rj  und  ^  sind 
dieselben.   Es  giebt  vier  Grundformen : 

woD,,  DfQ,  D^^  aus  den  wohlbekannten  Ikosa^erformen : 

If    =»?4^«(^4*'+^<W-V)     , 
^  -   -  ('24*^  +  '?t**)+2«8(^4"'?t"-^4''?,";— "^4*^i^% 

T  =  (,,"  +  ,,,»•)  +  522  (1?,",.»  -  i?/!?.«^) 

-  40005  (V»V*  +  V'»?«") 
beziehungsweise  durch  sechs-,  zehn-,  fünfzehnmalige  Polari- 
sation nach  ^f,  l^  erwachsen. 

2]  n  s  4  (mod.  5].   Vier  Grundformen : 

''^^!  ^4    >        ^t  J        ^40   y        ^45   > 

wo 

^4    =^4^4    +'?!?»    J 

6* 


155) 
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während  E^^,  i?,^,  £"^5  aus  den  gerade  genannUn  D^^  D^^^  D^^ 
hervorgehea,  indem  man  t« ,  ^  durch  —  C, ,  ^f  erseut. 

3)  n  £  2  (mod.  5).  Di#  Substitutionen  von  C^,  C,  ergeben 
sich  aus  denjenigen  von  ri^,  rj^  durch  Verwandlung  der  fünften 
Einheitswurzel  €  in  e*.  Es  gibt  drei  Grundformen,  dieselben, 
welche  Herr  Gordan  im  13^®^  Band^  der  Mathematischen  An- 
nalen  (p.  379,  381  daselbst)  unter  der  Benennung /*,  y,  1/;  auf- 
gestellt hat.    Wir  schreiben : 


(57) 


i)  nS3  (mod,  &).   Drei  Gruadfonuen: 

(58)  9',         V'',-      X', 

die  sich  aus  den  gerade  genannten  ergeben^  wenn  wir  t^,  l, 
durch  —  C^,  C^  ersetzen. 

5)  Beispiele  von  Ikosaödermodulargleichungen : 


(59) 


[n  =  2: 

<p  =  0  , 

n  =3: 

V  =  0  , 

n  =  4: 

^.•-^0  =  0, 

n  s  6: 

H  .<7Z)e»-<8.49Z),©„  +  421.<6Z),'D, 

—  <7.73Z),''  =  0  , 

tt  B«  ■?: 

V»»-qP){»0, 

fl  =  8: 

?>'*  -  «Jf>Y  +  V"  -  0.  , 

n  =«  9: 

H  .  <7£„»  -h  6  .  49AVJ?„  +  41  .  f6  .  53£,»£. 

-<7.677£;"=tO  , 

n  =  44: 

41  .  17Z),«  -  18,  49/),/),,  -11.8.  335D,'fl, 

-  17.  75841  Z),»  =  0  , 

n^  13: 

9"X  -  fp'*fp'*  -  «/''Z'*  =  Ö  . 

(Man  vergl.  hierzu  die  Entwickelungen  in  meinen  »Vorlesungen 
über  das  Ikosa^der«)  sowie  insbesondere  Bd.  XIV  der  Mathe- 
matischen Annalen,  p.  163,  wo  die  Resultate  für  n  s  2,  3,  4 
bereits  angegeben  sind.) 
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Die  Theorie  der  Modttlargleichungen  findet  in  derjenigen 
der  Modularcorrespondenzen  ihre  natürliche  Fortsetzung.  Sind 
allgemein  Jf^,  Jf,,  .  .  .  dteMoAihi  eines 2nrf***  Stufe  gehörigen 
vollen  Systems,  so  findet  zwischen  M^,  M^,  ...  einerseits  und 
den  transfonnirtenWerthen  J?4,  5f,,  ...  andererseits  für  jeden 
tu  Q  reldiiv  pfimen  Transfofmalronsgrad  n  ein  Entsprechen  statt, 
welches  nach  &rad,  GaloiB'sober  Gruppe  «iidVenaiiwbbark^ft 
der  Ariguoteate  lait  den  eigeDtliohen  Modulargleichungen  Utwr- 
eiastiuuBl'^)«  Hiermit  ist  aber  noch  keineswegageaagi)  wie  sich 
im  gegebeMD.  WbIW  dieses  Eoiaprochen  matyXlseh  daraielk. 
Zwischen  JffyJtf^y  *  • .  nttinlicb  und  ebenso  zwischen  ü^"  4,  M\j  >.- 
besteboB^  «HgeiBdin  m  reden^  btfbere  algebraisohe  Relationen, 
and  es  ist  die  Besieh  ung  der  in  Auesieht  genaromenen  Corre^ 
spoiMkiM^z«  die«ea  RelatiODe« -von  vorne  herein  durehaus  un- 
beka&At  Oie  bierin  liegende -prinoiptelle  Sehwierigkeit  ist  0ur 
erst  neuerdings  von  Herrn  Hurwitz  durch  Heransieben  der 
zogehörigen  überajl  endlich^  Abel^acben  taktegrale  (iberwun- 
den  worden.  Herr  Hurwitz  hat  in  diesem  Sinne  in  einer  im 
Jahre  1883  publlcirten  Note**)  die  Modularcorrespondenzen 
behandelt,  zu  denen 

(60)  Jf,  =  Vx"  ,         if,  =  Vx' 

Anlass  geben,  neuerdings,  im'  S5^^  bände  der  Mathematischen 
AniudeQ,  die  anderen,  die  sich  auf 

(6<)  •    -»4  =  ?  ,         >».»? 

beliehen,  wo  j^^,  k,,  js,  specieli  turn  sat  7  diejenigen  Grössen 
sind,  die  ich  in  meiner  vorigen  Note  für  beliebige  ungerade 
Stufe  einführte.  Auch  die  zahlentheoretischen  auf  die  elfte  Stufe 
bezüglichen  Resultate,  welche  ich  der  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  vergangenen  December  vorlegte,  sind  von  Herrn 
HorwitK  durch  daa  Studium  h(4)erer  Modularoerrespondenzen 
gewonnen  worden. 


*]  Vergl.  wieder  Mathem.  Annalen  XVII,  p.  66  ff. 
*♦)  Götlinger  Nachrichten  (p.  850  ff.). 


/^' 
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Inzwischen  handelt  es  sich  bei  den  in  Rede  stehenden  Un- 
tersuchungen nur  um  die^allgemeine  Form  der  dieModularoorre- 
spondenzen  definirenden  Gleichungen  i  nicht  eigentlich  um 
wirkliche  Aufstellung  derselben.  Letztere  aber  muss  um  so 
mehr  Interesse  haben,  als  einzelne  besonders  einfache. Resultate 
in  dieser  Richtung  bereits  seit  lange  bekannt  sind*}.  Ick  glaubte 
also  Herrn  Fiedler  ein  richtiges  Thema  zu  stellen,  indem  ich 
ihm  eine  eingehende  Rearbeitung  der  für  Vx,  VW  geltenden 

Modularcorrespondenzen,  sowie  der  weiteren,  denen  1/x,  yt 
genttgen,  in  Vorschlag  braehte.  Ich  werde  hier  nur  von  den 
Resultaten  fttr  den  letzteren  Fall  berichten.  IK0  CeberlegungeD^ 
welche  Herr  Fiedler  bei  Ableitung  derselben  aniostellen  hatte, 
bewegen  sich  übrigens,  wenn  man  von  der  durch  die  AbeFschen 
Integrale  veranlassten  Complication  absieht,  in  einer  gam  ähn- 
lichen Riditung,  wie  diejenigen  von  Herrn  Friedrich,  nur  dass 
statt  der  simultanen  binären  Substitutionen  zweier  Reiben  von 
Variabelen  simultane  temöre  Sobstitutionen  in  Betraeht  zu 
ziehen  sind» 

Setzen  wir  zunächst  mit  Herrn  Fiedler: 

(62)  x^  :  x^  :  a?,  =  y^:  fx"'  :  e^    . 
Wir  haben  dann : 

(63)  o:/  +  x/  +  o?,«  =  0 

und  damit  die  Gleichung  einer  ebenen  Gurve  achter  Ordnung 
vom  Geschlechte  p  =«  21 .  Dieselbe  geht,  wie  leicht  ersichtlich, 
bei  384  CoUineationen  in  sich  ttber.  Wir  wollen  die  letzteren 
in  homogener  Form  schreiben,  indem  wir  die  absoluten  Werthe 
der  Substttutionscoefficienten  in  geeigneter  Weise  fixhren.  Bei- 
spielsweise sollen  drei  der  CoUineationen  durch  folgende  Formeln 
vorgestellt  sein : 


(64)^ 


a)  X  I  SS  £X|   ,        X  2  ae  X, 

b)  x\  =  x^ 

C)    X  j   =  X,      ,        X  ,  :=  X3 


0^3 ;    l«  ««V  ; 


*)  VergK  Mathero.  Annalen  Bd.  47,  pag.  68—70 
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Die  anderen  ergeben  sich  ans  ihnen  durch  Wiederholung  und 
Combination. 

Wir  gehen  einen  Augenblick  auf  die  AbhängiglLeit  der 
jf :  rr,  :  0^3  von  cu  zurück.  Zuvörderst  constatiren  wir,  dass 
x^:x^:  x^  bei  allen  denjenigen  und  nur  denjenigeii  Substitu- 
tionen 

UDgeändert  bleiben^  deren  Co^fficienten  a]  ß,  y,  d  modulo  4  6 
einer  der  folgenden  Congruenzen  genügen : 


1.65) 


med.  46*). 


Andererseits  bemerken  wir,  dass  die  Substitutionen  a),  b), 
c]  (6i)  beispielsweise  bei  denjenigen  linearen  Transfermationen 
von  cu  entstehen,  die  in  bekannter  Weise  durch 

S*,     T    und    S-*rS-* 

zu  bezeichnen  sind. 

Es  seien  jetzt  z^:  z^:  js,  diejenigen  Werthe,  welche  aus 

OJ, :  a>^ :  x,  hervorgehen,  wenn  wir  w  durch  ^  ersetzen  (unter 

n  eine  ungerade  Zahl  verstanden).    Wir  schreiben  femer : 

/  a  \         (*»  ^  ^^  ft- 

wo  1^1  das  LEGfiKDRB'sche  Zeichen  bedeuten  soll. 

Dann  ergibt  sich  als  erstes  Resultat  folgendes:  dass  die 
zwischen  dem  Punkte  x  und  dem  ebenfalls  der  Curve  achter  Ord- 
nung angekorigen  PutUcte  y  bestehende  Modularcorrespondenz  un- 
geändert  bleibt,  wenn  man  die  x  den  Substitutionen  a),  b),  c)  (64), 
die  y  aber  simultan  den  folgenden  unterwirft: 


*)  Hiermit  ist  genauer  prflcisirt,  was  oben  über  Vx",  V?  als  Mo- 
doln  secbszehnter  Stufe  gesagt  wurde. 
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Fbux  Klein, 

(67) 

a')  »'<«*«"•  y«.      y.  »yt. 
b')  y,  ==  y,      ,      y',  =  y« , 
<<)  y«  -  y,     ,      y'»  «*  y» . 

Vi  -  y. ; 
y'j  "=  y» ; 
y',  *  y»  • 

Dei»  Weilef6ii  hat  man  in  die  Betrachtung  der  überall  end- 
iichen  zur  Curve  achter  Ordnung  gehörigen  Integrale  einzu* 
treten.  Ich  will  von  den  bei.  Resultaten,  die  noch  nicht  voll- 
ständigabgeschlossen dastehen,  nur  dieses  einfachste  erwähnen: 
dass  nämlich  für  n  S  7  {mod.  8)  die  Modularcorrespondenz  durch 
eine  einzige  zioischen  x  und  y  bestehende  Gleichung  ausgedruckt 
wird : 

(68)  /•((»„  x^,x^\  ]hj  y,,  y,)  -  0  , 

indem  die  Punkte  y,  welche  demselben  Punkte  x  correspondire», 
(und  umgekehrt  di€  Punkt»,  x^wdche  demselben. y  eaU^prechenj 
das  volle  Schnittpunktsystem  der  Curve  achter  Ordnung  mit  einer 
zutretenden  Curve  bilden. 

Der  Grad  von  /  »  0  in  den  x,  oder  den  y,  ist  aatttriich 

SS  -^ ,  unter  N  den  Grad  der  ModalafgleichüHg  verstanden. 

Vertauscht  man  die  x  mit  den  y,  so  muss  die  Gleichung  f  ssO 
ungeändert  bleiben ;  eine  nähere  Ueberlegung,  die  auf  der  Irre- 
ducibilität  der  Alodularcorrespondenz  basirt,  die  wir  aber  hier 
nicht  ausfuhren  können,  beweist,  dass  das  Gleiche  bereits  für 
die  linke  Seite  der  Gleichung,  d.  h.  für  die  l^tyrrn/* selbst  gilt 
Ausserdem  muss  f  völlig  ungeändert  bleiben  ^ .  wenn  man  die 
Substitutionen  (64),  (67)  simultan  zur  Anwendung  bringt. 

Versucht  man  nun  vorab,  alle  Formen  f  zu  bilden,  welche 
gegenüber  den  genannten  Processen  invariant  sind,  so  komont 
man  zu  einem  äusserst  einfachen  Resultate.  Alle  diese  Farmen 
nämlüJi  setzen  sich  aus  folgenden  drei  niedrigsten  liusammen : 


(69) 


s,  =««»y, +a?,y, -«-iPjy, , 

S,  =  x^x^x^y^y^y^  . 


Wir  werden  dieses  Resultat  am  besten  verstehen,  wenn  wir  für 
x^:x^:  Xy  die  ilinen  proportionalen  Werthe  (6S)  und  entspre- 
chend fttr  y^ :  y«  :  Vi  iQ  Uebereinstimmung  mit  (66)  die  folgen- 
den Ausdrücke  eintragen : 
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in 

(70)  fÄ:ia'::5:e"8    , 

wo  l,  l'  die  traDsfonnirten  Werthe  von  x,  x'  bezeichnen  und 
das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
n  B  7  oder  n  s  45  (mod.  1 6) .  Wir  finden  so : 

Ist  na  7  [mod.  16),  so  ist  die  linke  Seite  der  swisthen 

ya,  y*'  und  yX,  yT  bestehenden  Modularcorrespondenz  ein« 
ganiu  Function  der  drei  Ausdrücke : 

S,  =  -  f  xx'Ar  ; 

iit  aber  ns  45  {/nod.  46),  so  gilt  das  entsprechende  Theorem 
unter  Zugrundelegung  folgender  drei  Terme : 

is,  «.fxX  +  f^7F+4  , 
s,  =  VxTIF . 

Sei  noch : 
(73)  S*,  =  S,»-4S,. 

Dann  belLommt  man  beispielsweise  im  ersten  Falle : 

fttr  n  «B  7  :  S,  =  0  , 

-  n  =  23  :  S.»  —  4  S,  -  0  , 

-  n  «  30  :  S/  S',  -  4  S,  (S*,»  -♦■  5  S,«  S',  -  8  S,«) 

-44*S,S,**  0  I 

-  n  =  55:5,'S',-4S,(S',»-l-7S,*S'4»+40S/S',-2S,*) 

-  46S,S,»(6S',  +  49Sj»)  -  428S,»  =  0  , 

-  n  =  74:  S,»- 4S,(S',»+9S,*S',»+21S,«S',-l-42V) 
—  46S,S,*(«S',  +  7S,*)  ■».  4980 S,»  =  0 

und  im  zweiten  ftlle : 

Itarnmm  45:S,S',  H-  4S,  c.  0  , 

-  n  =  34  :  S\»  —  S,  S,  =  0  , 

-  n  =  47:  S','  -  4S,S,  (6S',  -»•  S,*)  -f  32S,*  =  0  , 

-  n  «79.SV-4S,S,(24S',»+28S,«S','+40S/S',+S,*) 
-46S,*(24SV+*«'S|*«'»+7S»«)+542S,S,'  =  0. 


(74) 


(75) 
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Bekannt  waren  von  diesen  Gleichungen  bisher  nur  diejenigen 
tilrji  =  7  (Gtttzlaff,  Crelle^s  Journal  Bd.  XII)  und  n  =:  23 
(Hurwitz,  Mathematische Anualen  Bd. XVII,  p.  69,  siehe  auch 
Schröter,  Acta  MatheinaticaBd.V,p.  208),  aber  auch  die  anderen 
Gleichungen  sind,  wie  mansi^ht,  keineswegs  complicirt  und 
enthalten  nur  eine  relativ  geringe  Zahl  solcher  Goefficienten, 
die  auf  empirischem  Wege  haben  bestimmt  werden  müssen. 
Dass  in  diesen  Gleichungen  gewisse  Terme,  S^^S'^I^S/  nicht 
vorkommen,  die  ihrer  Dimension  nach  vorkommen  könnten,  ist 
allemal  schon  aus  den  Anfangsterm.en  der  fUr  S^ ,  S\ ,  S,  gel- 
tenden Reihenentwickelungen  zu  erkennen. 

Herr  F  i  e  d  1  e  r  hat  auch  einige  derjenigen  Pttlle  untersucht, 
in  denen  n,  ohne  selbst  von  der  Form  8A  +  7  zu  sein,  doch 
einen  Primfactor  dieser  Gestalt  in  nicht  gerader  Potenz  enthält. 
Die  Analogie  mit  den  für  Vn ,  VtT  geltenden  Modularcorrespon- 
denzen  Ittsst  vermuthen  und  die  Untersuchung  der  Aberschen 
Integrale  bestätigt  es  jedenlallsfür  kleine  Transformationszahlen, 
dass  auch  in  diesem  Falle  die  Modularcorrespondenz  zwischen 
X  und  y  sich  durch  nui^  eine  Gföichung  rein  darstellt.  Die  fun- 
damentalen Invarianten,  aus  denen  sich  die  linke  Seite  der  be- 
treffenden Gleichung  zusammensetzt,  gestalten  sich  dann  frei- 
lich wesentlich  anders.  Sei  beispielsweise  n  ss  21 .  Wir  setzen: 

^'^^  F=  {vn:^ywl)f^i7n'^ {v^^  yr)f iT-  (Vx-  v^)i^i 

und  finden  zur  Darstellung  der  Modularcorrespondenz: 

(77)  Z-.2F=0. 
Analog  kommt  für  n  =s  35  die  Gleichung : 

(78)  Z/-8Z,Z,  +  8Z,  +  4Pr=  0  , 
wo  Z|,  Z^yZ^y  TF  folgende  Invarianten  bedeuten: 


(79) 


Z,  -  Vxx'U-  yiä  -  WT  ,    Z,  =  VxTIT  , 


*)  Ich  benutze  die  sich  darbietende  Gelegenheit,  um  betreffs  meiner 
vorigen  Note  einige  Bemerlcungen  zuzufügen. 

4)  Za  p.  88  daselbst.    Das  Voncei«hen  von  C  bestimmt  sich  vermöge 
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der  Theorie  der  Gaussischen  Summeo,    sobald  man  hiozunimmt,  dass 
(Sr)»=  r*  ist. 

2)  Zu  p.  94.  Die  Kiepert'sche  Reihe  Itfsst  sich  aus  der  Reihe  für 
$1  ableiten,  indem  man  Formel  (50)  für  n  a  8  betrachtet.  Hierdurch 
folgt  dann  auch  das  Verhalten  der  Yy  aus  dem  der  X« .  Uebrigens  muss 
die  Potenz  von  i,  welche  in  Formel   (84)  linker  Hand  auftritt,  durch 

n  — 1 


C)'"" 


ersetzt  werden. 
8)  Formel  (89)  soll  heissen: 


/n  — 1\«  n  — 3         na  — 1 


wodurch  auch  die  folgenden  auf  n  a  5  bezüglichen  Formeln  in  etwa 
modificirt  werden. 


L.  Scheeffer  in  München^  lieber  die  Bedeutung  der  Begriffe 
nMaxünum  und  Minimume  in  der  Variationsrechnung,  Vorgelegt 
von  A.  Mayer. 

Zur  Losung  der  Aufgabe,  zwischen  zwei  festen  Puncten  mit 

0   0  11 

den  Coordinaten  xy  und  xy  diejenige  Curve  zu  finden,  für 
welche  das  Integral : 

1 


J=  fp[x,y,t/)dx 


0 
X 


ein  Minimum  (resp.  Maximum)  wird ,  entwickelt  man  die  Dif- 
ferenz : 

F{x,  y  +  Jy,  y  +  Jy')  -  F{x,  y,  i/) 
nach  Potenzen  von  ^y  und  Jy'.    Bezeichnet  man  dann  mit  G^ 

0  1 

das  von  x  bis  x  genommene  Integral  der  Glieder  r^  Dimen- 
sion in  jener  Entwickelung,  sodass 

1  I 

X  X 

JJ  —Jp{x,  y  +  Jy,  y  +  Jy')  dx  —fP[^,  V,  !/)äx 

0  0 

X  X 

=  G,  ^  G^  -h  G,  +  . .  • 

wird ,  so  wird  die  Function  y  durch  die  Forderung  bestimmt, 
dass  die  »erste  Variation«  G^  für  jede  beliebige  Function  ^y, 

0  1 

welche  an  den  Grenzen  x  und  x  verschwindet,   gleich  Null 
werde. 
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Man  pflegt  hierauf  die  Frage ,  ob  das  Integral  J  fttr  diese 
bestimmte  Gvrve  y  wirklich  einen  MiDÄmalwerth  annehme,  da- 
hin lu  beantworten,  dass  dieses  der  Fall  sei  oder  nicht,  jenaoh- 

0  1 

dem  die  »zweite  Variationcr  G^  für  alle  an  den  Grenzen  x  und  x 
verschwindenden  Functionen  z/y  positiv  ist  oder  auch  ne- 
gativ werden  kann.  Die  Begründung  dieses  Kriteriums  ge- 
schieht gew0hnlich  folgendennassen.  Man  setzt  Jy  »  xiy,  wo 
X  eine  Gonstante  ist.  Dann  geht  die  Entwicklung  JJ  über  in 
die  Entwicklung  x*y^  -*•  x'y,  +  •  •  •  •  ,  wo  y,.  sich  von  G^  nur 
dadurch  unterscheidet,  dass  t}  und  rf  an  Stelle  von  Jy  und  J%f 
stehen.  Bei  einer  bestimmten  Annahme  der  Function  i;  und 
fortgesetzter  Verkleinerung  der  Constante  x  erhalt  dann  JJ 
schliesslich  immer  das  Vorzeichen  von  /, ;  ist  also  y,  negativ, 
so  wird  auch  ^/schliesslich  negativ,  d.  h.  das  Integral 


J*F{<3c,y  +  X1J,  y'-l-  nYi')dx 


0 

X 


betrachtet  als  Funelion  von  x  allein ,  hat  (Ur  x  a«  0  ein  Maxi«- 
mum ;  und  ist  y^  positiv,  so  wird  auch  JJ  aehliesslieh  positiv, 
d.  h.  jenes  Integral  bat  Ittr  x  «>  0  ein  Minimum.  Nennt  man 
die  einfaoh  unendliche  Mannigfaltigkeit  aller  derjenigen  Curven 
y  H-  ^y,  welche  sich  von  einander  nur  durch  die  Werthe  der 
Gottstanten  x  unterscheiden,  eine  ))ii7-4cbaaM,se  kann  man  sagen, 
die  Cnrve  y  macht  das  Integral  J  su  einem  Minimum  oder  Maxi- 
mum «innerhalb  der  einielnen  i^Schaarc,  jenachdem  der  zu 
emer  soldien  Sdiaar  gehörige  Werth  von  7,  positiv  oder  nega- 
ttT  ist.  Nun  pfl^t  man  weiter  so  zu  ttberiegeo :  Ist  y^  fttr  irgend 
eine  Function  t/  negativ,  so  tritt  schon  innerhalb  dieser  einsei- 
nen  i^-Sefaaar  fttr  die  Curve  y  kein  Miaimum,  sondern  im  Ge* 
gentheil  ein  Maximum  ein,  es  kann  also  um  so  weniger  von 
einem  Minimum  unter  allen  ttberfaaupt  uH^gliohen  Curven  die 
Rede  sein ;  wird  dagegen  y^  fttr  alle  Functionen  ij  positiv,  30 
ist  für  die  Curve  y  ein  Miaimum  innerhalb  jeder  i/*Schaar  vor- 
fanden, es  muss  daher,  weil  jede  beliebige  Curve  sich  einer 
ffSchaar  einreihen  lässty  auch  ein  Minimum  Überhaupt  statte 
finden. 

Der  letzte  Theii  dieser  Ueberlegung,  auf  welche  man  das 
Kriterium  des  Minimums  zu  grttnden  pflegt,  enthSilt  nun  einen 
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Fehlscbluss,  dessen  Aufdeckung  es  zunfiehst  sehr  zweifelhaft 
macht,  ob  jenes  Kriterium  überhaupt  richtig  ist.  Daraus  nSm- 
Hch,  dass  ein  Minimum  innerhalb  jeder  einzelnen  i;-Sohaar  statt- 
findet, folgt  noch  nicht,  dass  auch  ein  Minimum  überhaupt  ein- 
tritt, obschon  es  unbestreitbar  ist,  dass  jede  willkürlich  gegebene 
Curve  sich  einer  gewissen  i;-Schaar  einreihen  lässt.  Und  dieser 
Schluss  ist  nicht  etwa  ein  Fehlschluss  von  der  Art,  dass  man 
seine  Anfechtung  als  ein^  Spitzfindigkeit  ansehen  könnte,  die 
für  alle  in  der  Anwendung  vorkommenden  Fälle  ohne  Bedeutung 
wäre ;  vielmehr  führt  derselbe  bei  ganz  concreten  Problemen  di- 
rect  zu  falschen  Resultaten.  So  zum  Beispiel  könnten  wir — um 
nur  eine  der  verschiedenen  Richtungen  anzugeben,  nach  wel- 
chen sich  der  Fehler  weiter  verfolgen  lässt  —  vermittelst  jenes 
Schlusses  auf  dem  vorher  eingeschlagenen  Wege  offenbar  auch 
folgenden  Satz  beweisen :  »Ein  Minimum  des  Integrales  J  findet 
statt,  wenn  erstens  die  zweite  Variation  G^  niemals  negativ  wird 
und  zweitens  für  diejenigen  Functionen  Jy^  für  welche  jene 
etwa  verschwinden  sollte,  die  nächsthöhere  von  Null  verschie- 
dene Variation  von  gerader  Ordnung  und  positiv  ist«;  denn  wenn 
diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  tritt  wiederum  sicheriich  ein 
Minimum  innerhalb  jeder  einzelnen  i^-Schaar  ein.  Nun  exi^tiren 
Beispiele  von  verhältnissmässig  einfacher  Beschaffenheit,  welche 
mit  dem  letzten  Satze  entschieden  im  Widerspruche  stehen.  In 
einem  solchen  Beispiele,  welches  ich  gefunden  habe,  hat  das 
Integral,  durch  welches  die  Länge  einer  Curve  auf  einer  ge- 
wissen Fläche  zwischen  zwei  gegebenen  Endpunkten  ausge- 
drückt wird,  für  eine  bestimmte  Curve  y  die  erste  Variation 
gleich  Null,  die  zweite  im  Allgemeinen  positiv,  ausgenommen 
eine  einzige  Schaar  z/y  s  xi;,  für  welche  gleichzeitig  die 
zweite  bis  fünfte  Variation  verschwindet,  während  die  sechste 
positiv  wird.  Trotidem  tritt  kein  Minimum  ein,  vielmehr  gibt 
es  auf  der  Fläche  kürzere  Verbindungslinien  derselben  End- 
punkte noch  in  jeder  Nähe  der  betrachteten  Curve.  Es  war  ur- 
sprünglich meine  Absicht,  dieses  Beispiel  hier  ausführlich  mit- 
zutheilen,  zumal  dasselbe  vermöge  seines  geometrischen  Inhalts 
wohl  geeignet  ist,  den  inneren  Grund  für  die  Unzulässigkeit  der 
angestellten  Ueberlegung  zn  Tage  treten  zu  lassen.  Inzwischen 
habe  ich  gefunden,  dass  analoge  Verhältnisse  in  der  weitaus 
einfacheren  und  durchsichtigeren  Theorie  der  gewöhnlichen 
Maxime  und  Minima  bestehen.    Ich  möchte  aus  diesem  Grunde 
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auf  die  Discussion  jenes  Fehlschlasses  und  auch  auf  die  aus- 
führliche MittheiluDg  meines  Beispiels  verzichten  und  in  dieser 
Hinsicht  lieber  auf  eine  demnächst  zu  publicirende  Untersuchung 
über  die  gewöhnlichen  Maxima  und  Minima  verweisen*). 

In  der  vorliegenden  Note  soll  nun  aber  der  Nachweis  ge- 
führt werden,  dass,  solange  es  sich  nur  um  die  zweite  Variation 
handelt,  das  gewöhnliche  Kriterium  des  Minimums  unter  be- 
stimmten Voraussetzungen  doch  noch  in  gewissem  Sinne  hin- 
reicht. Dieser  Nachweis  wird  freilich  auf  einem  ganz  anderen 
Wege,  als  dem  vorher  angedeuteten,  erreicht  werden.  Wir 
werden  nämlich  zeigen,  dass,  wenn  die  zweite  Variation  des 
Integrales 


jF{x,y,y')dx 


0 

X 


für  alle  Functionen  Jy  positiv  ist,  sich  im  Allgemeinen  zwei 
Grössen  g  und  g'  so  angeben  lassen,  dass  auch  die  Differenz 

X  X 

JJ  ^fP{x,  y  +  ^y,  y'  +  Jy^)  dx  --  Jf[x,  y,  y')  dx 

0    .  0     ' 

X  X 


*)  Die  erste  ADregung  zu  derartigen  Ueberlegungen  verdanlce  ich 
Herrn  A.  Mater,  der  mich  gelegentlich  auf  ein  von  EiniiANir  behandeltes 
Problem  (Zeltschrift  f.  Biathem.  Bd.  ii,  p.  SS4)  aufmerksam  machte.  Eao- 
«AHH  untersooht  das  Integral,  durch  welches  die  Länge  einer  zwischen 
zwei  Gegenpolen  auf  einer  Kugelflttcbe  sich  erstreckenden  Curve  gegeben 
ist,  und  findet,  dass  bei  gewisser  Wahl  des  Coordinatensystems  für  einen 
Halbkreis  die  zweite  Variation  jenes  Integrals  zwar  verschwinden  kann, 
aber  nur,  indem  gleichzeitig  die  dritte  Variation  verschwindet  und  die 
vierte  positiv  wird.  Es  tritt  also  hier  innerhalb  jeder  i^Schaar  ein 
virlcliches  Minimum  ein,  während  doch  in  jeder  Nähe  der  betrachteten 
Curve  andere  Curven  (Halbkreise)  zwischen  denselben  Endpunkten 
existiren,  für  welche  der  Werth  des  Längenintegrales  wenigstens  nicht 
grötsw  ist.  Auf  Eaoiunn's  Beispiel  codstruirte  ich  mir  dann  das  meinige, 
in  welchem  bei  ganz  analogem  Verhalten  der  verschiedenen  Variationen 
sogar  Corven  mit  geringerem  Werthe  des  Längenintegrales  in  jeder  Nähe 
der  betrachteten  Curve  existiren.  —  Uebrigens  zeigt  das  in  der  Note  auf 
Seite  97  angegebene,  höchst  einfache  Beispiel,  dass  unter  speciellen  Um- 
ständen sogar  schon  die  zweite  Variation  beständig  positiv  sein  kann, 
ohne  dass  ein  Minimum  stattfindet.  Wir  haben  hier  nur  deshalb  jene 
in  analytischer  Hinsicht  weit  complicirteren  Beispiele  in  den  Vorder- 
grund gestellt,  weil  dieselben  eine  geometrische  Bedeutung  besitzen. 


96  L.  SCHBBFFBA, 

0  t 

positiv  wird  für  jede  Function  Jy^  welche  im  Intervalle  xx 
selbst  durchweg  absolut  kleiner  als  ^  ist,  während  ihre  Ablei- 
tung Jy'  durchweg  absolut  kleiner  als  g'  bleibt.  Auf  diesen 
Satz  ist  alsdann  die  präcise  Definition  des  Begriffes  Minimum  für 
die  Variationsrechnung  zu  gründen :  »^Vn  Minimum  ist  vorhanden^ 
wenn  ztvei  Grössen  g  und  j'  so  bestimmbar  sind,  dctss  das  Inte- 
gral/durch  die  Function  y  einen  kleineren  Werth  erhält  als  durch 
alle  Functionen  y  -i-  ^y,  welche  den  Beschränkungen  \^fy\  <  j, 
I  ^y'  I  <  9'  unterliegen ;  oder  wenn  —  geometrisch  zu  reden  — 
das  Integral  J  für  die  Curve  y  kleiner  wird  als  für  alle  anderen, 
welche  ganz  in  einem  jene  Curve  enthaltenden  (durch  die  Grösse 
g  bestimmten)  Flächenstreifen  liegen  und  zugleich  überall  höchstens 
einen  gewissen  (durch  g'  bestimmten)  Winkel  mit  jener  Curve 
bilden.fn 

Dieser  Begriff  des  Minimums  ist  zwar  enger  als  der  gewöhn- 
lich angenommene,  welcher  nur  die  Beschränkung  der  Variation 
^y  durch  die  Bedingung  |  Jy  |  <  9 ,  nicht  aber  die  Beschrän- 
kung ihrer  Ableitung  durch  die  Bedingung  \Jy'  |  <  g'  verlangt; 
man  darf  indessen,  wenn  man  allein  mit  den  Hülfsmitteln  der 
Variationsrechnung  zu  hinreichenden  Kriterien  des  Minimams  ge- 
langen will,  die  zweite  (auf  ^y'  bezügliche)  Beschränkung  nicht 
fortlassen  und  überhaupt  über  die  aufgestellte  Definition  des 
Minimums  nicht  hinausgehen.  In  der  That  zeigt  das  von  Herrn 
Wbokstrass  angegebene  Beispiel,  welches  ich  in  der  meinem 
Aufsatze  i>Über  die  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  ein- 
facher Integrale«  beigefügten  Note  (Mathem.  Annalen  Bd.  %) 
mitgetheilt  habe,  dass  die  zweite  Variation  durchaus  positiv  sein 
und  doch  das  Integral  für  gewisse  Nachbarcurven  y  -h  Jy, 
welche  hur  der  Bedingung  |  Jy  \  <  g,  nicht  aber  der  Bedingung 
l^y'l  <  g'  unterliegen,  noch  kleiner  als  für  die  Curve  y  wer- 
den kann. 

Auch  den  Beweis  des  Satzes,  dass  ein  Minimum  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  stattfindet,  falls  die  erste  Variation  gleich  Null 
und  die  zweite  beständig  positiv  ist,  vermögen  wir  nur  unter 
gewissen  Voraussetzungen  zu  führen.  Es  sind  genau  dieselben 
Voraussetzungen,  an  welche  man  von  den  Untersuchungen  über 
die  Transformation  der  zweiten  Variation  in  eine  zur  Discussion 
ihres  Vorzeichens  geeignete  Form  seit  Jacobi  gewöhnt  ist.  Diese 
Voraussetzungen  sind  für  unseren  Beweis  deshalb  unentbehr- 
lich; weil  derselbe  sich  von  Anfang  an  auf  jene  Transformation 
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stützt ;  sie  zeigen  sich  aber  bei  genauerer  Prttfang  zum  Theil 
auch  als  wesentlich  für  den  Bestand  des  Satsies  selbst*).  Jeden- 
falls ist,  was  wir  nachweisen  werden,  nicht  eigentlich,  dass  ein 
MiDimum  stattfindet,  sobald  die  zweite  Variation  positiv  ist, 
sondern  vielmehr^  dass  ein  Minimum  stattfindet,  sobald  gewisse 
Bedingungen  erfüllt  sind,  die  man  als  hinreichende  Bedingungen 
für  das  Posüivsein  der  zweiten  Variation  langst  kennt. 

Die  Voraussetzungen ,  welche  wir  machen,  sind  folgende: 


*)  Dies  gilt  wenigstens  von  der  Yoraussetznng  v-75  >  0 .  Für  den 
Schlass  auf  das  positive  Vorzeichen  der  zweiten  Variation  genügt  näm- 
lieh  unter  sonst  gleichen  Umstttnden  die  Sicherheit,  dass  jr-y^  im  All- 
gemeinen positiv  und  höchstens  an  einzelnen  Stellen  gleich  Null  wird; 
für  den  Schluss  auf  das  Minimum   im  angegebenen  Sinne  hingegen   ist 

Ä*F  0  i 

es  noth wendig,  dass  jr-^  im  Intervalle  o;  o;  auch  einen  positiven  Aftntma/- 

werth  besitzt,  da  man  sonst  in  manchen  Ftfllen  noch  bei  beliebig  kleinen 
Variationen  ^y  und  ^^  bewirken   kann,    dass    das  Vorzeichen  der 

drittm  Variation  ausschlaggebend  wird.   Es  i^ei  zum  Beispiel  Fix,  y,  y')  = 

(0  i\  0 

«  <  a  •<  a?y ,  ferner  seien  die  für  o?  s  a;  und 

X  s  X  vorgeschriebenen  Werthe  von  y  beide  gleich  c.  Durch  Nullsetzen 
der  ersten  Variation  und  Anwendung  der  Grenzbedingungen  erhält  man 

dann  die  LOsung  y  «  c,  und  für  diese  Lösung  wird  die  zweite  Varia- 

1 

X 

tion  gleich  f  {x  »^  a)^^y^dx,  also  beständig  positiv.    Trotzdem  findet 

X 

kein  Minimum  im  angegebenen  Sinne  statt.   Setzt  man  nSmlich  ^y  von 

2  bis  a-^  6,  sowie  von  a  +  e  bis  x,  gleich  Null,  von  a  —  c  bis  a  aber 
gleich  x{x  —  a  •¥  s)  und  von  a  bis  a  +  6  gleich  x  [a  +  e  —  o;) ,  so  wird 
die  zweite  Variation  gfeich  }x*e^,  die  vollständige  Differenz  ^/  &b 
1  1 

X  X 

I  Fix,y  -¥•  ^y,  y'  +  Jy')dx  —  / F (a;,y,y') da;  hingegen  gleich  Jx'e'— 

X  X 

x^s^  Der  grösste  absolute  Werth  von  Jy  ist  dann  xe,  derjenige  von 
^)f  ist  «.  Mag  mail  nim  die  Grenzen  g  und  g'  für  |  Jy  \  und  |  Jy'  \ 
noch  so  klein  annehmen,  immer  sinkt,  wenn  man  zuvörderst  den  Werth 
von  X  (und  damit  von  |  ^y'  \ )  kleiner  als  g'  macht  und  sodann  festhält, 
xe  [und  damit  |  jdy  \ )  bei  fortgesetzter  Verkleinerung  von  b  schliesslich 
hinter  die  Grenze  gj  während  die  Differenz  ^J  gerade  für  kleine  Werthe 
von  fi  schliesslich  negativ  wird. 

Mftth.-phyg«  Classe  1SS5.  7 
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I.  Alle  partiellen  Ableitungen  der  Function  F(x,  y,  y']  nach  y 

0       1 

und  y'  bis  zur  dritten  Ordnung  sind  im  Inlervaile  x  x  ein- 
schliesslich  der  Grenzen  endlich  und  stetig,  r-72  ausserdem  durch- 

0 

aus  positiv,    II.  Eine  gewisse  Determinante  ^  (a:,  x]  ist  für  alle 

Ol  '       '  i 

Werthe  von  x  zwischen  er  und  rr  und  ^uch  noch  für  x  =  cc 

von  Null  verschieden  und  nebst  ihrer  ersten  Ableitung  endlich 

und  stetig. 

0 
Die  Determinante  J  {x,  x)  ist  folgendermassen  zu  bilden. 

Durch  Nullsetzen  der  ersten  Variation  ergiebt  sich  für  y  zu- 
nächst eine  Function  mit  zwei  willkürlichen  Constanten,  welche 

0  1 

nachher  vermittelst  derGrenzwerthe,  die  y  (iXvx  =  a7undx=j 

annehmen  soll,  bestimmt  werden.    Sind  v^  und  t/^  die  beiden 

0 
partiellen  Ableitungen  von  y  nach  jenen  Constanten,  w^  und 
0  00 

i/j  die  Werthe  von  u^  und  u^  für  x  =  a:,  so  ist  ^[x,  x]  = 
00 

y,  w,  -  «,  w,. 

Sind  von  den  gemachten  Voraussetzungen  die  nur  auf  End- 
lichkeit und  Stetigkeit  bezüglichen  erfüllt,  während  irgendwo 

Ol'  ^i  f  o 

im  Intervalle  x  x  entweder  -^2  negativ  oder  ^[x,  x]  gleich 

Null  wird,  oder  beides,  so  ist  die  zweite  Variation  auch  des 
negativen  Vorzeichens  fähig*)  und  es  findet  daher  nach  den  frü- 
heren Auseinandersetzungen  sicher  kein  Minimum  statt,  da 
innerhalb  ge\yisser  ij-Schaaren  sogar  ein  Maximum  vorhanden 
ist.  Wir  zeigen  jetzt,  dass  andererseits,  wenn  alle  aufgezählten 
Voraussetzungen  erfüllt  sind,  sicher  ein  Minimum  eintritt. 

Der  Gang  des  Beweises  ist  in  den  Grundzügen  folgender. 
Nach  Laghangb  ist 

F(x,  !/  -4-  Jy,  y'  -H  Jy')  =  F{x,  t/,  y')  =  ff^  -h  J,  +  r,  , 
wo    9, 5-^  Jy  ■*-  ^.^y, 


*]  Der  Beweis  ist  in  §  2   meiner  bereits  genannten  Arbeit  (Matb. 
Ann.  Bd.  25)  gegeben. 
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•*•  ^  JVb^-^  ^y  ^y  *  +  J7-3  -^y '  - 

(0<^<11. 

1 

Es  wird  daher,  weil  das  Integral  y^^  dx  für  die  in  Betracht  ge- 

0 

X 

zogene  Function  y  identisch  verschwindet  (vorausgesetzt  natür- 

0  1 

lieh,  dass  Jy  an  den  Grenzen  x  und  x  verschwindet), 

1  t 

X  X 

\]  JJ  =rF{x,y'hJy,y''hJyjdx--lF;,x,y,y]dx:=G^'hR^, 

0  0 

X  X 

wo  zur  Abkürzung 

1  1 

X  X 

0  0 

X  X 

gesetzt  ist.  Wir  zeigen  nun ,  dass  unter  den  aufgezählten  Vor- 
aussetzungen A3  immer  absolut  kleiner  als  G,  wird,  sobald  nur 
die  absoluten  Werthe  von  Jy  und  Jy  durchweg  unterhalb  ge- 
wisser Grenzen  g  und  g'  liegen;  woraus  dann  unmittelbar  folgt, 
dass  bei  dieser  Beschränkung  der  Variationen  Jy  und  Jy'  die 
Differenz  JJ  immer  das  (positive]  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  h),  d.  h.  der  zweiten  Va- 
riation, hat. 

Es  werde  zunächst  G,  untersucht.  Dieses  Integral  kann 
nach  Jacobi  ,  wenn  die  gemachten  Voraussetzungen  sämmtlich 
erfüllt  sind,  immer  auf  die  Form 

1 

X 

0 
X 

gebracht  werden,  w^o  u  eine  von  o?  bis  a?,  einschliesslich  dieser 
Grenzen,  von  Null  verschiedene  und  nebst  ihrer  ersten  Ablei- 
tung endliche  und  stetige  Function  bedeutet,  welche  linear  aus 
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den  vorher  deßnirten  Functionen  u^  und  u^  zusammengesetzt 
ist*).   Führen  wir  statt  ^y  eine  Function  ^  durch  die  Gleichung 

3)  r=.^^ 

ein,  so  wird  also 


*)In  §  2  meiner  mehrfach  genannten  Abhandlung  (Math.  Ann.  Bd. 25)  habe 
ich  diejenige  Transformation  der  zweiten  Variation  abgeleitet,  in  welche 

die  obenstehende  Formel  IJ  für  u  «s  -^icßt  x)  übergeht.    Die  Pnnctioo 

/         0\  Ol 

^Vj;,  x)  verschwindet  indessen  zwar  nicht  zwischen  x  und  x,  aber  für 

0 
X  =  X  selbst,   während   in  der  Formel   2)  für  unsere  jetzigen  Zwecke 

0  1 
eine  Function  u  gebraucht  wird,  die   im  Intervalle  xx  einen  von  Null 
verschiedenen  Minimalw^rth  besitzt.     Zu   einer  solchen  Function  u  und 
dem  Beweise  der  Gültigkeit  obiger  Formel  fttr  dieselbe  gelangt  man  nun 
auf  Grund  der  im  genannten  Aufsatze  gegebenen  Entwickeluogen  leicht 

o 
folgendermassen.    Bedeutet  ^  einen  Werth  von  x,  der  ausserhalb  des 

Intervalles  x  x  und  so  nahe   bei  x  liegt ,   dass  auch  ^  \x,  i)  noch  im 

0  1 
ganzen  Intervalle  ^x  von   Null  verschieden  und   nebst  der  ersieo  Ab^ 

leitung  endlich  ist,   so  gilt  die  in  jenem  Aufsatze  ausgeführte  Traas- 

00 
formation  auch  dann  noch,  wenn  überall  x  durch  |  ersetzt   wird,  es 

wird  also  auch 
1 

0 

0  1 

WO  die  Function   Jy  an  den   Grenzen  |  und  x   verschwinden   muss. 

0  0 

Hieraus  ergiebt  sich  aber,  wenn  Jy.yon  ^  bis  x  gleich  Null  und  von 

0*1  {       ^\ 

X  bis  X  ganz  willkürlich    angenommen  und  gleichzeitig  ^V^,-|j  mit  u 
bezeichnet  wird,   unmittelbar  die  obenstehende  Formel  1),  in  welcher 

0  1 

nun  u  wirklich  eine  von  x  bis  x  eintchUestUch  dieser  beiden  GreMen  von 

Null  verschiedene  Function  von  x  ist. 


dx  , 


Max.  u.  Min.  in  dir  Variationsrechnung.  lOf 

d'  F 

und  wenn  der  kleinste  Werth  des  Ausdruckes  v-t,  u*  im  Inter* 

0     1 

valle  X  X,  welcher  nach  Voraussetzung  positiv  ist,  mit  2a*  be- 
zeichnet wird, 

1 

X 


4)  G^>a*fc*dx. 


0 
X 


Wir  untersuchen  tweitens  das  Restglied  A,  =»/r^  dcD,  und 

u 
X 

zwar  wollen  wir  auch  in  diesem  Bestgliede  slatt^y  und  Jy'  resp. 
die  Ausdrücke  u^  und  u^'  >¥  u'^  sabstituiren.  Es  entsteht  d9^ 
durch  suDttohit  fttr  r,  ein  hemogener  Ausdruck  dritten  Grades  in 
^  uimI  Cj  dessen  Goi^fficienten  aus  den  dritten  Ableitungen  der 
Function  F  für  die  Argumente  ac,  y  •+■  ^Jy,  yf  -♦-  ^^^y'  und 
aas  f<  und  v!  zusammengesetzt  sind.  Den  geroachten  Voraus- 
setzungen gemäss  werden  sich  dann  jedenfalls  ftlr  die  Grossen 
Jy  I  und  I  ^/y'  |  vorweg  solche  obere  Grensen  bestimme  lassen, 

0       1 

dsss  alle  jene  Cotsfficienten  im  Intervalle  x  x  endlich  und,  ab- 
solut genommen,  kleiner  als  eine  angebbare  Constante  (?  blei- 
ben, so  lange  Jy  und  Jy'  jene  Grenzen  nicht  überschreiten. 
Fttr  alle  so  beschrankten  Functionen  Jy  wird  dann  offenbar 

i'-,i<c»(isi  +  in){^  +  n 

und  demnach 

i 

X 

|lt,|<C»(/  +  Z')y*(C*+r«)rfar  , 

« 

X 

wo  mit  Z  und  Z'  die  grössten  absoluten  Werthe  bezeichnet  sind, 

welche  die  Functionen  ^  und  C'  zwischen  x  und  x  annehmen. 
Die  letzte  Ungleichung  kann  noch  umgestaltet  werden  ver- 
mittelst des  —  nachher  zu  beweisenden  —  Satzes,  dass  das  In- 


*  X 

X 

/  1         o\  s    /• 

Hralfip  dx  niemals  grösser  als  ^^^=^  1  t'^dx  ist, 

0  •' 

X  0 

X 


wie  man 
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0  1 

auch  die  an  den  Grenzen  x  und  x  verschwindende  Function  ^ 
im  Uebrigen  annehmen  mag.    Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise, 

wenn  noch  für  C*  M  -h  '^  "",  ^    I  eine  neue  Constante  c*  geseUl 
wird,  schliesslich  die  Relation 


1 

X 


5)  |fl,i<c»(z+o/r* 


dx  . 


0 
X 


Combinirt  man  die  Formeln  4)  und  5)  mit  einander,  so  er- 
kennt man  ohne  Weiteres,  dass  für  die  Grösse  Z  -k-  Z'  und  da- 
her auch  für  Z  und  Z' ,  d.  h.  für  die  absoluten  Werthe  von  iT 
und  ^',  obere  Grenzen  h  und  K  angebbar  sind  mit  der  Eigen- 
schaft, dass  in  der  Formel  h)  die  rechte  Seite  sicher  das  (posi- 
tive) Vorzeichen  ihres  ersten  Gliedes  G,  hat,  sobald  im  ganzen 

Ol 

Intervalle  xx  zugleich  1C|  <  Ä  und  |r|  <  A'  ist. 

Auf  Grund  der  Gleichungen  C  =  — ,  S'  =  —  ^  ^y  +  — 

wird  man  nun  endlich  noch  für  \^y\  und  \^y'\  solche  obere 
Grenzen  g  und  g  aufstellen  können,  dass  unter  der  Bedingung 
\^y\<,g  und  \^y'\<9'  immer  auch  |S|<ä  und  \i'\<h' 
wird.  Ist  nämlich  U  der  (nach  Voraussetzung  von  Null  ver- 
schiedene) kleinste  absolute  Werth  von  m,  U'  der  (nach  Voraus- 
setzung endliche)  grösste  absolute  Werth  von  u'  im  Intervalle 

XX,     so     ist    zunächst    1^1^'-^,  \V\^^i\Jy\^^-^  ^ 

Man  braucht  daher  nur,  was  immer  möglich  ist,  vorerst  die 

Constante  g  so  zu  wählen,  dass  sowohl  ^  <  A,  als  auch  rig  <h' 

wird  und   darauf  die   Constante   g'  so   zu   bestimmen,   dass 

-^<A'-  ^affwird*). 

*)  Wir  bemerken,  dass  die  Constanten  g  und  g'  desto  kleiner  wer- 
den^ je  kleiner  der  mit  L' bezeichnete  Minimalwerth  von  |«|  wird,  d.  b. 

wenn  wir  uns  die  obere  Integralgrenze  x  auf  der  Curve  y  verschoben 
denken  und  dabei  die  in  einer  früheren  Anmerkung  gegebene  Bestim- 
mung der  Function  u  im  Auge  behalten,  je  naher  x  an  diejenige  Stelle 

ON 

rückt,  wo  die  Determinante  ^  ^x,  x)  zum  ersten  Male  den  Werth  Null 
annimmt.  Hieraus  erklürt  sich  die  anderweitig  bewiesene  Thatsache, 
dass  beim  Ueberschreiten  jener  Stelle  das  Minimum  des  Integrals  J 
überhaupt  aufhört. 


Max.  u.  Mix.  in  der  Varutionsbechncxg.  lOS 

£s  ist  noch  der  Beweis  des  Satzes  nachzuholen,  dass  das 
II 

X  -Ol 

Integral/ f*dx,  falls  die  Function  ^  an  den  Grenzen  x  und  x 


.0 
X 


X 
^X  "xf     Pf 

verschwindet,  niemals  grösser  als  ^^    ^     >  jV'^dx  sein    kann. 

0 
X 

Es  gibt  nämlich  unter  allen  denjenigen  Functionen  ^,  für  welche 

X 

das  Integral  /S'* da;  einen  vorgeschriebenen  Werth  A  annimmt, 

0 
X 

1 

X 

eine,  welche  das  Integral /^^ da?  zu  einem  Maximum  macht. 

0 

X 

Man  findet  dieselbe  nach  den  bekannten  Regeln  der  Variations- 


V%{x-x) 


rechnung  gleich  A  — ^ sin  l-j ^  ttI  und  kann  vermittelst 


n 


(X  ^  X       \ 
1 ö^M 
X  "  X      I 


der  JACOBi'schen  Transformation  der  zweiten  Variation,  auf 
welche  sich  in  diesem  Falle  die  Gesammtvariation  des  Integrales 
reducirt,  zeigen,  dass  der  jener  Function  entsprechende  Werth 


*  1  0\2 


ix  -  x) 
von /^*dar,  nämlich  ^-^^ — 5^,    wirklich   der  grösstmögliche 

0  ^ 

X 

ist.  Die  JAcoBi'sche  Transformation  beruht  auf  folgender  For- 
mel, in  welcher  man  eine  von  der  Theorie  der  Variation  ganz 
UDabhängige,  für  beliebige  Functionen  ^  und  oi  gültige  Identität 
erkennen  wird: 

iläjr' Jx  -ji'dx  -  ^'f(C  -  »■  -i)*  da: 


(x-x      \ 
Y — f  ^  )  und  geht  gleichzeitig  von 
X  —  X      f 

den  unbestimmten  zu  den  bestimmten  Integralen  Über  (wobei 
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zu  berücksichtigen  ist;  dass  der  Quotient  —  auch  an  den  Gren- 

0  1 

zen  X  und  x  endlich  bleibt,  da  ^  daselbst  verschwinde!  uud  ^ 
endlich  ist) ,  so  erhält  man  die  JACOBi'sche  Transformation 


t  1  1 

XX  X 


0  0  0 

XX  X 

Die  rechte  Seite  ist  niemals  negativ,  folglich  kann  auch  die  linke 


1 

X 


es  nicht  sein,  das  heisst  das  Integral  j  ^^dx  ist  bei  jeder  be- 

0 

X 

liebigen  Wahl  der  Function  ^,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  an  den 

0  1 

Grenzen  x  und  x  verschwindet  und  eine  endliche  Ableitnng 


1 

X 
OvS 


besitzt,  höchSteas  gleich  \^£l  I  ^«rfx  •     W.  z.  b.  w. 


f^'dx. 


0 

X 


Wir  formuliren   zum  Schluss   das  Hauptresultat  unserer 
Untersuchung  in  folgendem  Satze: 

Es  sei  für  eine  bestimmte  Functicm  y  die  erste  Variation  des 


1 

X 


Integrales  J  =s  j F{Xj  y^  y)dx  (in  welchem  die  GrenMuperAe 


0 
X 


von  y  für  x  ^  x  und  x  sss  x  als  gegeben  anzusehen  sind)  iden- 

0     1 

tisch  gleich  Null;  es  seien  femer  im  Intervalle  xx  die  partieUen 
Ableitungefi  von  F{x,  y,  y')  bis  zur  dritten  Ordnung^  sowie  die 

Determinante  ^\x,x)  nebst  ihrem  Differentialquotienten  endlich 

h^F  Ol 

und  stetig.  Hat  dann  -v-^  im  Intervalle  xx  einen  positiven  Mini^ 
malwerth^  und  verschwindet  die  Determinante  J  (a:,  x)  weder  zwi- 

Ol  1 

sehen  x  und  x  noch  an  der  Stelle  x  =  x  selbst^  so  ist  nickt  nur  die 
zweite  Variation  beständig  positiv,  sondern  es  findet  auch  ein  Mi- 
nimum  des  Integrales  J  statt,  in  dem  Sinne,  dass  die  Differenz 
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jj  =y^(^,  y  +  ^y,  y  +  Jy']  dx  -fFi^j  y,  yl  dx 


positiv  wird  für  jede  Function  Jy,  deren  absoluter  Betrag  überall 
unterhalb  einer  gewissen  Grenze  g  bleibt,  während  der  absolute 
Betrag  der  Ableitung  Jy    sich  durchweg  unter  einer  zweiten 

Grenze  g'  hält.   Ist  dagegen  entweder  -j-^j    irgendwo   im  Jnter- 

vallexx  negativ,  oder  verschwindet  J\x,x}  irgendwo  im  In- 
neren desselben  Intervalles,  so  ist  die  zweite  Valvation  auch  des 
negativen  Vorzeichens  fähig,  und  es  tritt  schon  aus  diesem  Grunde 
kein  Minimum  des  Integrales  J  im  angegebenen  Sinne  ein. 

Per  sKweite  Tbeil  des  vorstebeodeD  Satzes  ist  io  dieser  Note 
nicht  bewiesen,  sondern  aus  meinem  Aufsataie  Matb.  Ann.  Bd.  25 
ttbemommen  und  nur  der  Vollständigkeit  wegen  hinzugefügt. 
Der  erste  Tbeil  bingegen  bildet  eine  wesentlicbe  Ergänzung  zu 
den  in  jenem  Aufsätze  angestellten  Untersucbungen.  Erst  durcb 
ihn  wird  der  a.  a.  0.  immer  obne  Weiteres  gezogene  Scbluss 
von  dexa  Vorzeichen  der  ^weiten  Variation  auf  das  Stattfinden 
61009  Minimums  re$p.  Maximums  begründet  und  inhaltlich  prä- 
cisirt. 

Von  einer  Ausdehnung  des  Satzes  auf  den  allgemeinen,  in 
§  3  der  genannten  Arbeit  behandelten  Fall  sehe  ich  an  dieser 
Stelle  ab. 


Curt  Eeinhardt,  Zu  Möbius^  Polyedertheorie.  Vorgelegt 
von  Prof.  Dr.  Klein. 

1.  Als  die  Pariser  Akademie  für  die  Bewerbung  um  den 
grossen  Preis  auf  das  Jahr  1864  das  Thema  stellte  »Perfectionner 
en  quelque  point  important  la  thöorie  g6om6trique  des  poly- 
ödres«,  befand  sich  auch  Möbius  unter  den  concurrirenden  Mathe- 
matikern. Das  deutsche  Original  seiner  Preisarbeit,  deren  In- 
halt er  später  auf  die  zwei  gesonderten  Abhandlungen  i>Theorie 
der  elementaren  Verwandtschaft«  und  »lieber  die  Bestimmung 
des  Inhalts  eines  Polyeders«*)  vertheilte,  ist  jetzt  wieder  unter 
seinen  nachgelassenen  Hanuscripten  aufgefunden  worden.  Wah- 
rend MöBiuS;  wie  sich  aus  den  mir  von  Herrn  Professor  F.  Elbin 
gütigst  zur  Einsicht  überlassenen  Manuscripten  ergiebt,  anfangs 
geneigt  schien ,  eine  Aufzählung  aller  möglichen  Polyeder  von 
n  Ecken  zu  versuchen,  Hess  er,  wohl  in  der  Erkenntniss  der 
ungeheuren  Schwierigkeiten  dieses  Problems,  bald  davon  ab 
und  wendete  sich  allgemeinen  Untersuchungen  über  den  Inhalt 
der  Polyeder  und  den  Zusammenhang  ihrer  Oberfläche  zu.  Hier- 
bei war  es,  wo  er  am  Ende  des  Jahres  1858  die  Existenz  von 
Polyedern  erkannte,  »bei  welchen  man,  auf  der  Oberfläche  fort- 
gehend, ohne  auf  diesem  Wege  irgend  einmal  die  Fläche,  auf 
welcher  man  geht,  zu  durchbrechen,  auf  die  entgegengesetzte 
Seite  der  Fläche,  von  weicher  man  ausging,  gelangen  kann«. 
Zur  Erläuterung  der  Eigenthümlichkeit  der  Structur  solcher 
Polyeder,  die  Möbius  als  einseitige  Polyeder  bezeichnete,  bedient 
er  sich  eines  aus  Dreiecken  zusammengesetzten  Dekai^ders**}; 


*)  Diese  Berichte  4  5.  Band  4  863  und  17.  Band  4865. 
**)  Diese  Berichte  4.7.  Band  pag.  38  und  39. 
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er  erwähnt  ausserdem  in  §  34  der  Preisschrift  das  zu  jenem  De- 
kaeder polare  einseitige  Hexaeder  und  giebt  endlich  (ebenda 
§  44)  ein  Beispiel  eines  gleichfalls  einseitigen  Trigonalpolyeders, 
welches  ausser  einseitigen  auch  noch  eine  zweiseitige  Zone  *) 
aufweist.  Auch  seine  Theorie  der  ringförmigen  Polyeder  erläu- 
tert MöBius  in  den  §§  61  und  62  seiner  Preisschrift  durch  einige 
Beispiele,  und  zwar  ausser  an  dem  PoiNsor'schen  stemeckigen 
ZwöifOach  an  zwei  interessanten  Polyedern  der  2.  Classe. 

In  allen  diesen  Fällen  ist  es  unmöglich,  die  Gestaltung 
dieser  Körper  sofort  anschaulich  zu  erfassen.  Möbius  drückt  die 
betreffenden  Polyeder  allein  durch  die  Angabe  ihrer  Flächen 
aus,  welche  ihrerseits  wieder  durch  die  Angabe  der  in  ihnen 
enthaltenen  Ecken  bestimmt  werden.  Er  überlässt  es  dem  Leser 
selbst,  sich  ein  Bild  von  der  Configuration  der  Ecken,  Flächen 
und  Kanten  eines  jeden  Polyeders  zu  machen.  Dies  ist  aber  ge- 
rade das  Schwierigste ,  insbesondere  dann,  wenn  die  Flächen 
sich  gegenseitig  durchdringen,  und  unerlässlich,  wenn  man  die 
Modelle  solcher  Polyeder  construiren  will.  Vermuthlich  ist  auch 
die  Schwierigkeit  der  Modellirung  ganz  besonders  der  einsei- 
ligen Polyeder  der  Grund  gewesen,  warum  man  bis  jetzt  so 
wenig  mit  diesen  interessanten  Gebilden  sich  beschäftigt  hat. 
Auch  sind  die  von  Möbius  angegebenen  Beispiele  nicht  gerade 
derart  einfach ,  dass  sich  an  ihnen  besonders  leicht  die  Eigen- 
thttmlichkeit  der  Einseitigkeit  erkennen  Hesse. 

Es  sei  mir  daher  gestattet,  zunächst  zwei  von  mir  gefun- 
dene, sehr  einfache  einseitige  Polyeder  zu  beschreiben,  aus 
denen  sich  das  von  Möbius  construirte  Dekaöder  bez.  das  hierzu 
polare  Hexaeder  unschwer  durch  eine  Deformation  herstellen 
lässt.  Femer  werde  ich  des  sonst  wenig  Interesse  bietenden  ein- 
seitigen Polyeders  mit  einer  zweiseitigen  Zone  gedenken  und 
dann  neue  Beispiele  von  einseitigen  Polyedern  höherer  Art  an- 
fuhren, endlich  die  beiden  ringförmigen  Polyeder  einer  Be- 
trachtung unterwerfen,  durch  welche  Möbius  seine  Theorie  die- 
ser Classe  von  Körpern  erläuterte. 

2.  Bekanntlich  besitzt  das  reguläre  Oktaöder  drei  Diagonal- 
ebenen, von  denen  jede  vier  ein  Quadrat  bildende  Kanten  des 
Körpers  enthält.    Fügt  man  nun  denjenigen  vier  dreieckigen 


*)  Bezüglich  des  Zonenbegriflfs   bei  Trigonalpolyedern  vergl.   diese 
Berichte  47.  Band  pag.  88. 
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Fläcbeo  des  01(ta6ders,  durch  deren  Erweiterung  sich  die  eine 
oder  die  andere  hemiedrische  Form  desselben  ergeben  würde, 
z.  B.  den  Flächen 

(i)  ABE,  BCF,  CDE,  DAF 

jene  drei  Diagonalquadrate 

(2)  AB  CD,  EBFD,  APCE 

hinzu,  die  den  Mittelpunkt  Jd  des  Oktaeders  gemein  haben 
und  zu  zweien  in  den  Oktaäderdiagonalen  AC^  BD,  EF  sich 
schneiden,  so  bilden  diese  7  Flächen  [\)  und  (2)  ein  Polyeder  JIi. 

Jede  der  6  congruenten,  vier- 
seitigen Ecken  des  Körpers  wird 
abwechselnd  von  dreiseitigen 
und  vierseitigen  Flächen  gebil- 
det,  z,  B.  die  Ecke  B  von  den 
Flächen  ABS,  EBFD,  BCF, 
AB  CD,  Die  drei  Geraden  AC, 
BD ,  EF  sind  als  Schnittlinien 
nicht  benachbarter^  d.  b.  in  kei- 
ner Kante  aneinander  grenzen- 
der Flächen  nicht  als  Kanten  zu 
rechnen ,  so  dass  JI^  dieselben 
12  Kap ten  besitzt,  wie  das  ursprüngliche  Oktaeder.  An  die 
Stelle  der  Eulbr' sehen  Gleichung  tritt  daher,  wenn  man,  wie 
gewöhnlich,  unter  e,  /*,  A*  die  Zahlen  der  Ecken,  Flächen  und 
Kanten  versteht,  hier  die  Relation 

e  >^  f  Q»  k  '^  i  , 

Dieses  Polyeder  ^^ ,  das  man  sieh  auoh  aus  den  vier  (nicht 
regulären)  Tetraedern  AB  EM,  BGFU,  CDEM,  DAFMzxxswoi^ 
mengeeetst  denken  kann,  gehört  nun  zu  den  einseitigen  Polye« 
dem:  man  kann,  von  einer  beliebigen  Fläche  ausgehend  und 
von  einer  Fläche  zur  benachbarten  nur  über  die  gemeinsame 
Kante  fortschreitend,  in  umgekehrter  Stellung  zu  dem  Ausgangs* 
punkte  zurückkehren.  Denkt  man  sich  z.  B.  auf  der  Fläche 
ABE  ausserhalb  des  Tetraeders  AB  EM  stehend,  se  schreite 
man  über  die  Kante  BE  nach  der  Fläche  EBFD  fort.  Dann 
wird  man  sich,  nachdem  man  die  Doppelgerade  i?Af  gekreuzt 
hat,  auf  derselben  Fläche,  aber  im  Inneren  des  Tetraeders 
CDEM  befinden,  über  ED  nach  CDE,  weiter  über  CD  nach 
AB  CD  und,  auf  dieser  Fläche  fortgehend  und  entweder  AU 
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oder  BM  Uhersehreitend ,  in  das  Innere  des  Tetraeders  ABEM 
gelangen  können.  Tritt  man  dann  endlich  aus  dem  Quadranten 
ABM  der  Fläche  ABCD  Über  die  Kante  AB  wieder  auf  die 
Fläche  ABEXib^T^  so  ist  man  zum  Ausgangspunkte  mit  umge- 
kehrter Stellung  zurückgekommen. 

Grössere  Klarheit,  als  durch  die  Figur,  wird  durch  ein 
Modell  von  Tt^  erreicht.  Man  kann  ein  solches  dadurch  ohne 
Schwierigkeit  herstellen,  dass  man  z.  B.  an  die  vier  Seilen  der 
quadratischen  Flache  ABCD  die  Netze  der  vier  Tetraöder 
ABEM,  BCFM,  CDEM,  Z> .1  FJf  anheftet  und  diese  abwech- 
selnd auf  verschiedene  Seiten  von  ABCD  aufsetzt. 

Von  besonderem  Interesse  erscheint  mir  folgende  Bemer- 
kung, die  ich  Herrn  Professor  Klein  verdanke.  Denkt  man  sich 
nämlich  die  vier  Tetraöder,  aus  denen  77«  besteht,  aufgebläht, 
ohne  deren  Zusammenhang  in  den  Doppelgeraden  AC^  BD,  EP 
zu  lösen,  so  ergiebt  sich  hieraus  eine  Flache  von  derselben  Ge- 
staltung, wie  sie  das  bekannte  KuHUBR'sche  Modell  der  Steinbr-^ 
sehen  Fläche  besitzt,  das  von  Herrn  Klein  in  seinen  Vorlesungen 
als  einfaches  Beispiel  einer  einseitigen ,  ganz  im  Endlichen 
enthaltenen  algebraischen  Flaehe  angeführt  zu  werden  pQegt*). 
Den  vier  Ebenen  von  JI^ ,  welche  je  drei  Kanten  des  Polyeders^ 
aber  keine  seiner  Flachen  enthalten,  nämlich  den  Ebenen 

(3)  ABF,  BCE,  CDF,  DAE  , 

entsprechen  die  vier  Ebenen,  welche  die  SxEiNER'sche  Fläche  in 
Kreisen  berühren. 

Betrachtet  man  dagegen  /|\ 

diese  vier  Dreiecke  (3)  als  Po-  /i  \ 

lyederflächen  und  fügt  ihnen  /  J^  \ 

die  drei  Vierecke  (2)  hinzu,  so  ''y/R^^^N!"« 

entsteht  ein  Polyeder,  welches  ^  \  \    \S€. 

dem  n^  congruent  ist.  ^^^^^UA^cT   '  A 

3.  Das  zu  n^  polare  Po-  /J/    |/^^^-0\    ^^^ . 

lyeder  /T/  kann  aus  dem  Wür-  /7'  ^^  \-..^^ 

fei  construin  werden,  wie  das         /nL^^='^Tr^=^^^T^^ 
erstere  aus  derPolarflgur  des      ^^^' — 
Würfels,  dem  Oktaeder,  ent-  Fig.  2. 

standen  gedacht  wurde**).    Es  seien  AB,  AC,  AD  die  drei  von 

♦)  Vergl.  Klein  in  Bd.  VII  der  Math.  Ann.,  p.  649— 557,  sowie  die 
weitergehenden  Entwickelangen  in  Bd.  IX  ebenda,  p.  A76^48J. 

*•)  Zur  Construotion  der  Figur  2  ist,  um  gewisse  -Punkte  nicht  in  die 
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einem  Eckpunkte  A  des  Würfels  ausgehenden  Kanten  des- 
selben und 

(1)  ABEC,  ABGD,  ACFD 

die  in  A  sich  treffenden  WUrfelflächen ,  welche  von  dem  nicht 
ebenen  Sechseck  -ß£'CFZ>G  begrenzt  werden.  Zieht  man  nun 
die  drei  die  gegenüberliegenden  Ecken  dieses  Sechsecks  verbin- 
denden WUrfeldiagonalen  BF,  CG,  DE,  welche  sich  in  einem 
Punkte  Af  schneiden,  so  liegen  je  zwei  derselben  in  einer  Ebene 
und  bilden  mit  den  ihre  Endpunkte  verbindenden  Seiten  jenes 
Sechsecks  drei  sog,  überschlagene  Vierecke 

(2)  BEDF,  ECGD,  CFBG, 

Die  6  Vierecke  (1)  und  (2)  können  nun  als  die  Flächen  eines 
Polyeders  11^'  angesehen  werden,  denn  jene  Polygone  {\)  und 
(2)  erfüllen  die  Bedingung,  dass  jede  Seite  eines  jeden  der- 
selben eine  Seile  eines  und  nur  eines  der  anderen  ist.  Von  den 
7  Ecken  von  IT/  sind  A,  B,  C,  D  dreiseitig,  G,  E,  F  vierseitig, 
w  eiche  abwechselnd  die  Eckpunkte  einer  jeden  Fläche  bilden. 
Der  gemeinsame  Punkt  M  der  drei  Kanten  BF,  CG,  DE  ist 
ebenso  wenig  als  Eckpunkt  von  ^^'  zu  rechnen,  wie  man  ihn 
als  Eckpunkt  irgend  eines  der  drei  Vierecke  (2)  betrachteD 
kann.  Es  gilt  daher,  da  J7/  42  Kanten  besitzt,  wie  für  TI^ ,  so 
auch  für  das  polare  Polyeder  JT/  die  Relation 

Nimmt  man  zu  dem  Punkte  M  noch  die  drei  Punkte  hinzu,  in 
welchen  sich  je  drei  der  übrigen  Kanten  schneiden,  nämlich  die 
Punkte 

P=  BE'  AC'DF 

Q  =  CF' AD' BG 

R  ==  AB'  DG'CE 

so  sind  dieselben  polar  zugeordnet  den  vier  Ebenen  von  11^ , 
welche,  ohne  Flächen  dieses  Polyeders  zu  sein,  doch  je  drei 
ein  Dreieck  bildende  Kanten  desselben  enthalten.    In  Verbin- 


Lnendlichkeit  fallen  zu  lassen,  nicht  das  reguläre  Hexaöder,  sondern  ein 
ihm  coUinear  ver^^andter  Scchsflächner  verwendet  worden,  wfihrend  im 
Text  der  Einfachheit  des  Ausdrucics  wegen  die  Entstehung  aus  dem 
Würfel  beibehalten  ist.  Ebenso  gut  hätte  im  Vorigen  /7,  aas  jeder 
collinearen  Abbildung  des  regulären  Oktaeders  construirt  werden  können. 
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dung  mit  den  Punklen  B,  C,  D  bilden  die  Punkte  M,  P,  Q,  R 
ein  Polyeder,  dessen  12  Kanten  und  6  Flachen 

MDRC,  31BPD,  MCQR 
BQDR,   BRCP,    CPDQ 

mit  den  Kanten  und  Flächen  von  JT/  in  denselben  Geraden  bez. 
in  denselben  Ebenen  liegen  und  dessen  Oberfläche  denselben 
Zusammenhang  besitzt,  wie  die  von  77^' . 

Die  Behauptung,  dass  das  Polyeder  JT/  ebenso  wie  JT^  em- 
mtig  sei,  bedarf  einer  etwas  ausführlicheren  Begründung. 
Wtirde  man  M  als  Spitze  einer  sechsseitigen  Ecke  auffassen, 
welche  von  den  6  Dreiecken  MBE,  MEC,  MCF,  MFD,  MDG, 
MGB  begrenzt  wird,  so  würde  der  auf  diese  Weise  aus  JT/  ent- 
standene Neunflächner  den  Baum  alsdann  in  zwei  gesonderte 
Tbeile  zerlegen,  in  den  vollständig  begrenzten  inneren  Baum  J 
und  den  unbegrenzten  äusseren  Baum  0.  Befindet  man  sich  nun 
auf  der  Fläche  BEDFyon  11^  und  zwar  in  0  auf  der  dreieckigen 
Zeile  MBE,  so  muss  es  möglich  sein,  von  dieser  Stelle  aus  nur 
in  BEDF  fortgehend  über  die  Kante  DF  auf  die  benachbarte  ' 
Flüche  DFCA  zu  gelangen.  Hierbei  ist  man  jedoch  genöthigt, 
den  Knotenpunkt  M  zu  durchschreiten,  in  welchem  es  scheinbar 
unbestimmt  wird,  ob  man  sich  weiterhin  auf  die  äussere  (d.  h. 
dem  Baumtheil  0  zugewendete)  oder  innere  Seite  der  Zelle  MDF 
zu  begeben  hat.  Die  beiden  Zellen  MBE  und  MDF  haben  nun 
entgegengesetzt  gleiche  Go^fficienten  *) ;  *giebt  man  einer  Seite 
der  ersteren,  etwa  der  äusseren,  den  Goöfficienten  +  1,  so 
kommt  der  zu  derselben  Seite  der  Vierecksebene  gehörigen 
Seite  der  Zelle  Z)Fif,  also  der  äusseren  Seite  derselben,  der 
Coöfficient  —  1 ,  der  inneren  dagegen  der  Co^fficient  +  1  zu. 
Das  heisst  nichts  anderes,  als  dass  mit  der  äusseren  (inneren] 
Seite  der  Zelle  3fBE  die  innere  (äussere)  Seite  der  Zelle  MDF 
in  Zusammenhang  steht ^'^j.   Befindet  man  sich  also  auf  irgend 


*}  MöBius,  tber  die  Bestimmung  des  Inhalts  eines  Polyeders  §  14. 
**}  Deutlicher  und  anschaulicher  tritt  dies  hervor,  ^enn  man  sich 
eine  vierseitige  Pyramide  vorstellt,  deren  Grundfläche  ein  überschlagenes 
Viereck  bildet.  Httlt  man  an  der  für  Polyeder  mit  gewöhnlichen  Flächen 
immer  erfüllten  Forderung  fest,  dass  man  stets  auf  dieselbe  Seite  einer 
Polyederfläche  gelangen  muss,  an  welcher  Stelle  der  Kante  man  auch 
von  der  angrenzenden  Fläche  in  die  erstere  übertritt,  so  muss  man  die 
äussere  Seite  der .  einen  Zelle  der  Grundfläche  jener  Pyramide  als  zur 
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einer  Seite  einef  der  beiden  Zellen ,  so  hat  man ,  sobald  man 
durch  den  Knotenpunkt  M  in  die  andere  Zell«  Übertritt,  cu^ 
gleich  die  Seite  der  Yiereckflebene  zu  wechseln  '^) . . 

Man  gelangt  deshalb,  auf  der  äusseren  Seite  von  ACFD  in 
dem  Raumtheil  0  stehend,  über  die  Kante  AC  auf  die  äussere 
Seite  von  ABßC,  von  da  über  die  Kante  BE  auf  die  äussere 
Seite  der  Zelle  MBß,  durch  den  Knotenpunkt  M  auf  die  innere 
Seite  der  Zelle  MDF  in  den  Raumtheil  /  und  Hber  die  Kante 
VF  auf  die  AusgangsflSiche  A  CFD  zurtlck,  jedoch  auf  die  innere 
Seite  derselben. 

Far  diese  Riehtungsanderung  beim  Übertritt  aus  einer  Zelle 
einer  Polyederfläche  in  eine  andere  lässt  sich  folgende  allge- 
meine Regel  aufstellen : 

Wandert  man  von  irgend  einer  Stelle  der  Oberfläche  emes 
Polyeders  aus,  dessen  Mücken  alle  oder  %um  Theil  ausstrgt- 
wohnliche  Polygone  sind^  mit  der  in  irgend  welcher  Richtung 
genommenen  Flächennormale  weiter^  so  hat  mon,  um  auf  der- 
selben Überflächenseite  zu  bleiben,  dann  und  nur  dann  die  Ridh 
tung  der  Flächennormale-  in  die  entgegengesetzte  umsukekren^ 
wenn  man  in  eine  Zelle  übertritt,  deren  Cot'fficient  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  von  demjenigen  der  Zelle  besitzt,  aus  wekher 
man  kommt. 

4.  Gehen  wir  jetzt  zu  den  von  Möbius  selbst  angegebenen 
einseitigen  Polyedern  über ,  deren  Gonstruction  sich ,  wie  sehen 
erwähnt,  aus  derjenigen  der  Polyeder  11^  und  JT/  ohne  Schwie- 
rigkeit ableiten  lässt.  Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem 
MöBiusVhen  Dekaeder,  das  mit  IT,  bezeichnet  werden  mag. 
Dasselbe  entsteht  aus  JT^ ,  wenn  man  (Fig.  4}  die  Doppelgeraden 
AC,  BDy  EF  des  letzteren  als  Kanten  betrachtet,  and  zwar 

Inneren  Seite  der  andern  Zelle  gehörig  betrachten.  Denn  man  kann 
bei  jener  vierseitigen  Pyramide  von  einer  und  derselben  Seite  jeder  der 
Dreiecksflächen  aus  auf  die  Seiten  der  Zellen  der  Grundfläche  gelangen, 
welche  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  derselben  angehören. 

*)  Man  kann  sich  dies  auch  in  der  Art  veranschaulichen,  dass  man 
sich  zuerst  ein  gewöhnliches  Viereck  durch  Ausspannen  einer  elastischen 
Membran  zwischen  den  vorgegebenen  starr  zu  denkenden  Kanten  reali- 
sirt,  dann  aber  eine  der  Kanten  (die  unter  Beibehaltung  ihrer  Lunge 
sammtlich  frei  um  ihre  Endpunkte  beweglich  sein  sollen)  umMe^^ 
während  die  gegenüberstehende  Kante  unveränderlich  bleibt:  man  wird 
dann  ein  überschlagenes  Viereck  erhalten,  welches  einen  Theil  der  oberen 
Seite  der  ursprünglichen  Membran,  daneben  aber  auch  einen  Theil  der 
unteren  Seite  dem  Auge  des  Beschauers  zukehrt.  (F.  Kleik.) 
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z.  B.  SO;  dass  in 

A  C  die  Dreiecke  A  CE  und  .1  CF,  ] 

BD    -         .        BDA    -    BDC,  >  {<) 

^F    -  -        J^FÄ     -    EFD    j 

aneinander  grenzen.    Fügt  man  hierzu   die   vier  dreieckigen 

Fläclien  von  11^ 

ABB,  BCF,  CDE,DAF,  [i) 

so  sind  (1)  und  (2)  die  40  Flachen  von  IT,,  während  jede  der 
6  Ecken  von  ^^  nunmehr  fttnfseitig  geworden  ist.  Zu  den  42 
Kanten  von  ^^  sind  jetzt  jene  drei  Doppeigeraden  desselben 
als  Kanten  hinzugetreten,  so  dass  11^  15  Kanten  besitzt.  Es  gilt 
daher  auch  fttr  17,  die  Relation 

Aus  den  Dreiecken  von  11^  kann  man  nun  nach  einem  ge- 
wissen Gesetz  diejenigen  periodischen  Reihen  ableiten,  aus 
welchen  MöBits  ursprUnglicii  dieses  Polyeder  construirte*).  Bil- 
det man  nämlich  nach  seiner  Vorschrift  aus  den  die  Ecken  dieses 
Trigonalpolyeders  bezeichnenden  Buchstaben  eine  Reihe  der- 
t^estalt,  dass  je  drei  nächstfolgende  Buchstaben  der  Reihe  ein 
Dreieck  des  Polyeders  ausdrücken ,  und  dass  von  diesen  Drei- 
ecken je  zwei  nächstfolgende  absolut  von  einander  verschieden 
sind,  so  erhalt  man  6  periodische  Reihen  von  je  5  Gliedern, 
deren  Periodicität,  wie  es  in  der  Substitutionentheorie  gebräuch- 
lich, durch  Klammem  angedeutet  werden  soll.  Zum  Unterschied 
von  gewissen  andern  in  der  Polyedertheorie  auftretenden  perio- 
dischen Reihen ,  deren  Glieder  nicht  die  Ecken  von  Polyedern 
sind ,  sollen  diese  hier  anzugebenden  Reihen  Eckenperioden  ge- 
nannt und  mit  E  bezeichnet  werden.  Nach  obiger  Regel  er- 
geben sich  aus  den  Flächen  (4)  und  (2)  für  JT,  die  Ecken- 
perioden : 

F,  =  [AB  EFD),  E,  =  [AFDEC], 

F,  «  (BCFAD),  E^  =  [AEBFC), 

£3  =  {ECDBA),  Fe  =  (EFBCD), 

Die  5  Dreiecke  einer  jeden  Eckenperiode  bilden  eine  ein- 
seitige Zone*).  In  jeder  derselben  ist  nur  die  halbe  Anzahl  aller 
Flächen  des  Polyeders  JT,  enthalten,  und  zwar  fehlen  in  jeder 

*;  MöBius,  Inhalt  eines  Polyeders  etc.  §  8. 

M&th.-ph7i.  Clas86  1S85. 
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alle  die  Dreiecke ,  welche  die  in  der  entsprechenden  Ecken- 
periode fehlende  Ecke  gemeinschaftlich  haben. 

Nimmt  man  daran  Anstoss,  dass  in  dem  bis  jetzt  betrachteten 
Polyeder  il,  drei  der  Flächenwinkel  180»  sind,  so  braucht  man 
nur  eine  solche  Deformation  von  11  ^  vorzunehmen,  dass  keine 
vier  Eckpunkte  in  einer  Ebene  liegen,  z.  B.  auf  folgende  Art: 
Man  verbinde  die  Mittelpunkte  von  zwei  gegenüberliegenden  Ok- 
ta^derflächen  und  drehe,  indem  man  sich  die  Kanten  und  Flächen 
von  ^^  dehnbar  denkt  und  diese  Verbindungsgerade  zur  Axe 
nimmt,  die  eine  von  beiden  Flächen  gegen  die  andere  um  einen 
Winkel,  der  kleiner  als  60^  ist.  Dann  werden  sich  die  drei 
Diagönalflächen  von  ^^  in  den  jetzt  als  Kanten  geltenden  Doppel- 
geraden ACj  BDj  EF  brechen,  die  daraus  entstehenden  6  Drei- 
ecke (1)  werden  sich  durchdringen  und  es  wird  so  das  eigent- 
liche einseitige  Dekaeder  11^  entstehen. 

Die  4  5  Kanten  von  77,  bilden  ausser  den  Flächen  dieses 
Polyeders  noch  die  4  0  Dreiecke 

(3)  ABF,  BCE,  CDF,  DÄE, 


...  f  AGB,   BDE,    EFA  , 


ACD,   BDF,   EFC, 

welche  für  sich  genommen  selbst  wieder  ein  einseitiges  Deka- 

^er  P,  von  demselben  Zusammenhang,  wie  IJ^ ,  bestimmen. 

Die  6  fttnfgliedrigen  Zonen  von  P,  sind  ausgedrückt  durch  die 

Eckenperioden 

£'/  =  [AEDBF]  ,  £/  =  (ABFDC)  , 
AV  =  (FCDAE)  .  E^'  =  {AFECB)  , 
£/  =  {EBCAD)  ,      £•/  =  [BDFCE]  . 

Diese  beiden  Polyeder  il,  und  P,  sind  aber  nicht  die  ein- 
zigen, welche  sich  aus  dem  System  der  20  Dreiecke  (1),  (2), 
(3) ,  (4)  construiren  lassen.  Von  jedem  Eckpunkt  des  Polyeders 
17,  gehen  nämlich  5  Kanten  aus.  Da  nun  5  Gerade  eines  Strah- 
lenbtlndels,  von  denen  nicht  drei  in  einer  Ebene  liegen,  \t 
fünfseitige  Ecken  bestimmen;  so  kann  man  aus  jenen  45  Kan- 
ten und  SO  Dreiecken  6.12  fünfseitige  Ecken  construiren^  die 
sich  zu  4  2  einseitigen  Polyedern  von  gleichem  Zusammenhang 
verbinden  lassen.  Diese  42  Polyeder  sind  paarweise  einander 
in  derselben  Weise  zugeordnet,  wie  die  im  Vorhergehenden  be- 
schriebenen Polyeder  17,  und  P,. 

5.  Das  Hexaeder  77/ ,  welches  die  Polarfigur  des  im  Vor- 
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hergehenden  beschri^enen  Dekaeders  J7,  ist,  lässt  sieb  ebenso 
aus  dem  Hexaeder  11^  ableiten,  wie  ü^  aus  IT^  hervorging. 
Zu  dem  Zwecke  ist  es  nur  nöthig,  die  drei  vierseitigen  Ecken 
fi,  C,  D  von  IT/  in  ja  zwei  dreiseitige  zu  zerlegen.  Jene  ent- 
stehen aber  dadurch,  dass  man  den  drei  in  M  sich  schneiden- 
den Ebenen  von  11^  auf  den  Geraden  AB,  AC,  AD,  in  denen 
sich  die  drei  andern  Ebenen  desselben  Polyeders  schneiden  und 
die  kurz  als  Axen  bezeichnet  werden  m($gen,  die  Abschnitte 
a,  b,  c  bez.  a,  d,  e  und  f,  6,  e  beilegt.  [In  Fig.  2  ist  ausser- 
dem, aber  nicht  noihwendigerweise  a  »  6  =  c  und  c  ^  d  ss  f 
gemacht  worden.]  Es  können  also  vierseitige  Ecken  nicht  mehr 
auftreten  dann,  wenn  man  die  durch  M  gehenden  Ebenen  eine 
solche  Lage  einnehmen  lässt ,  dass  keine  zwei  derselben  einen 
Punkt  der  Axen  gemein  haben,  beispielsweise,  wenn  man,  wie 
in  Fig.  3,  um  die  Symmetrie  des  Körpers  möglichst  zu  erhalten, 
diese  drei  Ebenen  durch  die  Axenabschnitte  a,  6,  c  bez.  6,  c,  a 

und  c,  o,  b  bestimmt.     Es  ergeben  sich  dann  /J)  =  20  Punkte, 

in  denen  je  drei  der 
6  Ebenen  des  Poly- 
eders sich  schnei- 
den, und  (I)  »  45 

Gerade,  von  denen 
eine  jede  zweien  der 
6  Ebenen  gemein- 
sam ist.  In  jeder 
derselben  liegen  40 
der  20  Punkte,  die 
sich  zu  je  4  auf  5 
Geraden  gruppiren, 
den  Schnittlinien 
dieser  Ebene  mit  den  ; 
5  anderen  Polyeder- 
flächen. Da  nun  ir- 
gend 5  Gerade  einer  Ebene,  von  denen  nicht  drei  durch  einen 
Punkt  gehen,  42  Fünfecke  bestimmen,  so  kann  man  aus  jenen 
20  Punkten  6.42  Fünfecke  construiren,  die  sich  zu  42  gleichar- 
tigen Polyedern  mit  je  6  fünfeckigen  Flächen  und  4  0  dreiseitigen 
Ecken  verbinden  lassen.  Die  Kanten  eines  jeden  dieser  4  2  Hexa- 
eder werden  von  den   45  Geraden  gebildet,   in  welchen  die 


il  t* 
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6  Ebenen  sich  schneiden.  Fig.  3  zeigt  eines  dieser  Hexa^er 
mit  den  6  Flächen 

a^ADGKB,  ß  =:  ABEHC,  y^ACFJD, 
d  =  JEBKF,   €  =  GKFCH,   C  =:  EHGDJ. 
Die  Einseitigkeit  seiner  Oberfläche  nachzuweisen,   glaube  ich 
nach  den  in  Art.  3  bezüglich  des  Polyeders  JT,  angestellten  Er- 
örterungen unterlassen  zu  dürfen. 

Wie  nun  Möbius  aus  den  die  Ecken  eines  Trigpnalpolyeders 
bezeichnenden  Buchstaben  periodische  Reihen  bildete,  so  kann 
man  auch  aus  den  Bezeichnungen  der  Flächen  eines  Polyeders 
mit  nur  dreiseitigen  Ecken  periodische  Reihen,  die  den  Namen 
Flächenperioden  führen  sollen,  herstellen,  in  der  Art,  dass  je 
drei  nächstfolgende  Glieder  der  Reihe  eine  dreiseitige  Ecke  aus- 
drücken und  dass  von  diesen  Ecken  je  zwei  nächstfolgende  ab- 
solut von  einander  verschieden  sind.  Das  eben  beschriebene 
Hexat^der  17,'  besitzt  ebenso  6  fünfgliedrige  Fläcbenperioden« 
wie  dem  zu  ihm  polaren  Dekaöder  JI,  6  fünfgliedrige  Ecken- 
perioden zukommen,  nämlich : 

F,=={aßyB8],     F,=  {yeß^d), 
F,  =  [aßd^y),     F.  =  (aet/?<J), 
F,  =  ißyaZey,     F.«  {aedyt). 
6.  Obgleich  die  sämmtlichen  Eckenperioden  des  einseitigen 
Dekaeders  17,  ungeradzahlig  und  daher  die  ihnen  entsprechen- 
den Flächenzonen  insgesammt  einseitig  sind"^],  so  müssen  doch 
nicht  nothwendig  alle  Zonen  eines  einseitigen  Trigonalpolyeders 
(denn  nur  auf  solche  beziehen  sich  in  diesem  Punkte  köBiEs' 
Untersuchungen)   einseitig   sein.    Um   dies  an  einem  Beispiel 
nachzuweisen,    wähle  man,  wie  Möbius  in  seiner  Preisscfarift 
angiebt,  ein  räumliches  Siebeneck  ABCDEFG^  von  welchem 
keine  vier  Eckpunkte  in  einer  Ebene  liegen.  Man  ziehe  in  dem- 
selben die  Diagonalen  AD,  AE,  BD,  BE,  BG,  CE,  CF,  DF,  DGy 
EG  y  sodass  die  dadurch  entstandenen  9  Dreiecke 

.^,  f  ADB,  DBG,  BGE,  GEA,,EAD, 

^  ^  \         BEC,  ECF,  CFD,  FDG 

eine  zusammenhängende  Fläche  bilden,  welche  von  dem  Sieben- 
eck AB .  .,G  begrenzt  wird.  Verbindet  man  dann  einen  achten 
Punkt  H  mit  den  Seiten  AB,  BC,  ,.  .GA  desselben  durch  die 

7  Dreiecke 


*)  MöBius,  Inhalt  eine  Polyeders,  §  8.   Vergl.  auch  die  Ausführangen 
auf  Seite  417  und  118. 
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,2,  f  HAB,  HBC,  HCD,  HDE, 

'  '  \        HEF,  HPG,  HGA, 

so  ist  ein  geschlossenes  Polyeder  entstanden ,  welches  \  6  drei- 
eckige  Flächen,  8  Ecken  und  — y-  ^  24  Kanten  besitzt,  also 
der  Relation 

genügt.   Die  Eckenperioden  desselben  sind: 

E^  =  [ADBGE], 

E^  «  (CFEHD), 

E^  =  (BGDFCE), 

E^  =  [ABDGFHEDABHCDFGH), 

E^  =  {AGEBCHDEAGHFECBH). 
Davon  stellen  nun  E^  und  JE*,  einseitige,  E^  dagegen  eine  zwei- 
seitige^ E^  und  E^  wieder  einseitige  Zonen  Z  dar.  Zum  Nachweis 
dieser  Behauptung  bedarf  es  umsomehr  einer  etwas  längeren 
Auseinandersetzung,  als  Möbius  da,  wo  er  einseitige  Zonen  von 
Trigonalpolyedem  mit  Hülfe  der  Eckenperioden  construirt,  nur 
solche  betrachtet,  in  denen  jedes  Dreieck  nur  einmal  enthalten 
ist,  während  doch  in  E^  und  E^  mehrere  Dreiecke  zweimal  vor- 
kommen. 

Befindet  man  sich  auf  einem  Dreieck  mit  den  Eckpunkten 
P^  Qj  R,  so  soll  die  Seite  der  Dreiecksfläche,  auf  welcher  man 
steht,  dadurch  ausgedrückt  werden,  dass  man  die  Ecken  des 
Dreiecks  immer  in  einem  bestimmten  Sinne  aufeinander  folgen 
lässt,  also  etwa  so,  dass  man,  den  Perimeter  in  derselben  Stel- 
lung durchlaufend,  die  Dreiecksfläche  immer  zur  Rechten  hat. 
Nach  dieser  Festsetzung  drücken  die  cyclischen  Temionen  PQRj 
QHP,  RPQy  die  man,  wie  es  in  der  Substitutionentheorie  ge- 
bräuchlich, in  die  Bezeichnung  [PQR]  zusammenfassen  kann, 
die  eine,  dagegen  die  cyclischen  Temionen  PRQ,  RQPj  QPR 
oder  kurz  der  Cyclus  (PRQ)  die  andere  Seite  der  Dreiecksfläcbe 
^us.  Besitzt  nun  eine  Eckenperiode  eines  Trigonalpolyeders  die 
Folge  . . .  PQRSTU. . . . ,  so  werden  durch  die  Temionen  PQR, 
QRS,  RST,  STU,  ....  aufeinander  folgende  Dreiecke  der  ent- 
sprechenden Zone  und  durch  die  Cyclen  [PQRjj  (RQS),  [RST], 
(TS  ü)  , . .  die  zusammenhängenden  Seiten  dieser  Dreiecks- 
flächen dargestellt.  Demnach  sind  die  zusammenhängenden 
Seiten  der  Dreiecke,  welche  die  durch  E^  ausgedrückte  Zone 
bilden : 
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[ADB),  [BDG],  [BGE],  {EGA),  [EAD),  [DAB],  {DBG).. . 
d.  h.  nichts  anderes,  als  dass  mit  der  Seite  {ABB)  des  Dreiecks 
ADB  die  entgegengesetzte  Seite  {DAB)  desselben  Dreiecks  in 
directem  Zusammenhang  steht.  Die  Zone  Z^  muss  also  als  eine 
einseitige  bezeichnet  werden.  Ganz  das  Gleiche  gilt  für  Z,.  Da 
ferner  in  E^  die  Differenz  der  Stellenzahlen  derTernionen  ABD 
[DGF]  und  DAB  [DFG]  eine  ungerade  [gerade]  ist,  so  kann  man 
auf  der  entsprechenden  Zone  Z,  von  der  Seite  (ABD)  [{DOP,] 
des  Dreiecks  ylJ^Z)  [{DGFj]  auf  die  entgegengesetzte  Seite  {ADB] 
[[DFG]]  desselben  Dreiecks  gelangen,  indem  man  immer  nur 
von  einem  Dreieck  der  Zone  auf  das  benachbarte  tlber  die  ge- 
meinsame Kante  übertritt.  Damit  ist  aber  die  Einseitigkeit  der 
Zone  Zf  und  ebenso  der  Zone  Zg  erwiesen.  In  derselben  Weise 
erhellt  endlich  die  Zweiseitigkeit  der  Zone  Z, ,  die  man  ttbrigers 
auch  schon  daraus  erkennen  kann ,  dass  das  reguläre  Oktaeder, 
welches  ja  eine  zweiseitiges  Polyeder  ist,  4  solcher  secbsgliedri- 
ger  Zonen  besitzt. 

Aus  dem  Vorangehenden  ergiebt  sich  nun  folgender  allge- 
meine Satz  über  Trigonalpolyeder,  nach  dem  man  zu  beur- 
theilen  hat,  in  welche  der  beiden  Classen  seine  Zonen  gehören, 
welcher  also  auch  entscheidet,  ob  das  betreffende  Polyeder  zu 
den  einseitigen  oder  zweiseitigen  Flttchen  gehört: 

Ist  bei  einem  Trigonalpolyeder  die  Differens  der  Stellen" 
zahlen  zweier  Ternionen  einer  Eckenperiode,  welche  dasselbe 
Dreieck  des  Polyeders  bezeichnend  gerade  oder  ungerade,  und 
sind  jene  Ternionen  selbst  cyclisch  bez.  nichtcyclisch ,  so  drückt 
diese  Eckenperiode  eine  zweiseitige  Zone  aus.  —  Ist  dagegen  die 
Differenz  der  Stellenzahlen  zweier  Ternionen  einer  Eckenperiode, 
welche  dasselbe  Dreieck  des  Polyeders  bezeiehnetij  gerade  oder 
ungerade^  wid  sind  dabei  jene  Ternionen  selbst  nichtcyclisch 
bez.  cyclisch ,  so  stellt  diese  Eckenperiode  eine  einseitige  Zone  dar, 

,  Dieser  Salz  läs$t  sich  durch  das  Princip  der  Dualität  auf  die 
Flächenperioden  der  den  Trigonalpolyedern  polar  entsprechen- 
den Polyeder  mit  nur  dreiseitigen  Ecken  sofort  Übertragen '^). 


*)  Es  will  mir  fast  unglaublich  erscheinen,  dass  Möbius  bei  der 
Erkenntniss  der  Thatsache,  dass  sich  aus  den  Eckenbezeichnungen  der 
Trigonalpolyeder  nach  einem  gewissen  Gesetz  periodische  Reihen  bilden 
lassen,  stehen  geblieben  sei  und  nicht  vielmehr  diese  Eckenperioden 
für  die   Polyedertheorie    verwerthet   habe ,    ausser   zum   Nachweis   der 
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7.  Um  die  einseitigen  Polyeder  aus  ihrer  Ausnahmestellung, 
die  sie  bisher  inne  hatten,  noch  mehr  herauszuheben,  sei  es  mir 
gestattet,  noch  einige  Beispiele  solcher  Polyeder  anzuführen,  die 
der  Anschauung  deshalb  sehr  leicht  zugänglich  sind ,  weil  man 
sie  aus  den  regulären  Körpern  ableiten  kann,  und  die  eben  aus 
diesem  Grunde  ein  besonderes  Interesse  zu  erregen  geeignet 
erscheinen.  Zwei  derselben,  die  einander  polar  zugeordnet 
sind,  nämlich  das  im  Folgenden  mit  JT,  bezeichnete  Polyeder 
und  dessen  Polarfigur  JT,',  hat  schon  Herr  Professor  E.  Hess  con* 
struirt*),  freilich  auf  ganz  anderer  Basis;  und  zwar  17,  durch 

Existenz  von  einseitigen  Flachen.  Allein  ich  habe  in  seinen  Manuscripten 
nichts  gefunden,  ^as  darauf  schliessen  Hesse,  dass  er  diese  überaus 
•glückliche  und  werthvolle  Entdeckung  weiter  verfolgt  biiCte.  Möuus  hat 
für  kein  Polyeder  das  vollsttfndige  System  seiner  Eckenperioden  ange- 
geben. Er  kam,  wie  ich  fand,  auf  diese  periodischen  Reiben  bei  dem 
Bestreben ,  ein  Trigonalpolyeder  durch  möglichst  wenig  Symbole  voll- 
ständig, gleichsam  analytisch  zu  bestimmen.  Drückt  man  nämlich  ein 
solches  durch  die  Zusammenstellung  seiner  Ecken  oder  seiner  Flächen 
ans,  so  sind  in  jedem  Falle  Ifcai8f=s6e—  43  Symbole  erforderlich, 
Ulis  dasselbe  der  EuuBR'schen  Relation  genügt.  Dasselbe  ist  aber  auch 
der  Fall,  wenn  man  das  vollständige  System  seiner  Eckenperioden  an- 
giebf.    Es  besteht  ntfmlich  der  allgemeine  Satz: 

Die  Summe  der  Gliederxahlen  sämmtUcher  Eckenperioden  eines  Po- 
lytders  ist  gerade  und  zwar  gleich  der  doppelten  KantenxaM.  Eckenperioden 
mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Gliedern  können  daher  nur  in  gerader 
Anzahl  vorkommen. 

Durch  eine  seiner  Eckenperioden,  auch  wenn  dieselbe  sämmtliche  Flächen 
des  Polyeders  enthält,  ist  aber  ein  solches  noch  nicht  völlig  bestimmt,  wie 
MöBiüs  anzunehmen  geneigt  schien.  Es  bedarf  immer  der  Angabe  des 
vollstftndigen  Systems  der  Ecken perioden,  also  nach  dem  vorigen  Satze 
bei  einem  EuLSR'schen  Trigonalpolyeder  der  Angabe  von  2fccB60  —  42 
Symbolen.  —  Während  nun  MObius  bei  der  Bildung  dieser  periodischen 
Reihen  nur  Trigonalpolyeder  in  Betracht  zieht,  ist  es  mir  gelungen,  auf 
seinen  Ideen  fussend  für  jedes  beliebige  Polyeder  mit  einfach  zusammen- 
bringenden  Flächen  und  Ecken  solche  periodische  Gebilde  verschiedener 
Art  abzuleiten  und  mit  ihrer  Hülfe  die  Polyedertbeorie  in  einen  ein* 
fachen  Zusammenhang  mit  der  Substitutionentheorie  zu  bringen,  in  der 
Art,  dass  jedem  Polyeder  eine  Gruppe  von  Substitutionen  entspricht,  die 
für  dasselbe  charakteristisch  ist.  Es  erscheint  höchst  wahrscheinlich, 
dass  in  dieser  Weise  die  Polyedertheorie  und  die  Substttutionentheorie 
wechselseitig  aufeinander  befruchtend  wirken  werden.  Die  Veröffent- 
lichung meiner  Resultate  behalte  ich  mir  für  einen  späteren  Zei4>unkt 
vor. 

'^)  Sitzungsberichte  der  Gesellschaft  zur  Beförderung  der  gesammten 
Naturwissenschaften  zu  Marburg  Nr.  1.  Jan.  f879.  Artikel:  »Ueber  einige 
einfache  Polyeder  mit  einseitiger  Oberfläche«. 
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Erweiterung  der  Ebenen  eines  Trigondodekaäders ,  Ü,' durch 
Erweiterung  der  Flächen  eines  Polyeders,  welches  entsteht, 
wenn  man  die  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  gleichmässig 
und  gerade  durch  die  Flächen  eines  regulären  Hexaeders  ab- 
stumpft. 

Doch  nun  zu  unserer  Construction  der  neuen  Polyeder! 
Will  man  sich  kurz  ausdrücken ,  so  kann  man  sagen ,  dass  die- 
jenigen Kugeltheilungen  ^  welche  durch  das  reguläre  Tetraeder, 
OktaMer  und  Jkosa^der  in  Verbindung  mit  ihren  Symmetrie- 
ebenen  entstehen^  wenn  man  diese  Körper  auf  die  ihnen  um- 
schriebenen Kugelflächen  vom  Mittelpunkte  aus  geradlinig  pro- 
jicirtj  als  einseitige  Polyeder  betrachtet  werden  können.  (Da- 
bei ist  jedoch  der  Begriff  eines  Polyeders  allgemeiner  gefasst, 
als  eine  in  Facetten  eingetheilte  geschlossene  krumme  Fläche.) 
Durch  die  Symmetrieebenen  der  regulären  Körper  wird  nämlich 
jede  ihrer  dreieckigen  Flächen  in  6  abwechselnd  congruente 
und  symmetrische  Dreiecke  zerlegt.  Je  zwei  derselben,  welche 
durch  die  nämlichen  beiden  Höhen  der  zertheilten  Fläche  ein- 
geschlossen werden ,  können  aber  zusammen  als  ein  Viereck 
zweiter  Art  bildend  betrachtet  werden,  dessen  Knotenpunkt  der 
Mittelpunkt  der  Fläche  ist.  So  zerfällt  jedes  der  Dreiecke  des 
regulären  Körpers  in  3  überschlagene  Vierecke  mit  gemein- 
samem Knotenpunkt,  die  genau  dieselbe  Lage  zu  einander 
haben,  wie  die  3  in  3/ sich  schneidenden  Vierecke  des  Polyeders 
n^  (Flg.  2) ;  und  es  bedarf  somit  auch  keines  Beweises  dafür, 
dass  die  drei  neuen  aus  dem  Tetraöder  P,,  dem  Oktaöder  P^  und 
dem  Ikosaöder  P^  construirlen  Körper  11^  bez.  IT«  und  JT^  ein- 
seitige und  zwar  gleichflächige  Polyeder  sind.  Zu  den  Ecken 
eines  jeden  Körpers  P  kommen  als  neue  und  zwar  vierseitige 
Ecken  des  entsprechenden  Polyeders  17  die  Kantenhalbirungs- 
punkte  von  P  hinzu ,  während  die  Ecken  des  letzleren  sechs- 
seitige bez.  achtseitige  und  zehnseitige  Ecken  von  iT  geworden 
sind.  Endlich  sind  die  Höhen  der  Dreiecksflächen  eines  jeden 
Palsneue  Kanten  des  zugehörigen  77  zu  rechnen.  Bezeichnet  man 
also,  wie  gewöhnlich,  mit  e,  f.  k  die  Ecken-,  Flächen-  und  Kan- 
tenzahlen der  Stammform  P,  mit  £,  C,  x  dieselben  Zahlen  des  ent- 
sprechenden einseitigen  Polyeders  TT,  so  ergeben  sich  die  Be- 
ziehungen :  6  =  6  -♦-  /i  , 

c  =  3^ 

X  =  2)0  +  3/". 


Zu  MöBIUS  POLYKDBBTHEORIB.  121 

Man  hat  demnach  ,  da  für  das  Tetraeder  P3 :  6  s  4  ,     /*  s=  i , 
/:  s  6,  für  il, :  €  =  40 ,  C  »  42,  x  =  24  und  die  Relation 

€  +  t  =  X  -  2; 

femer,  weil  für  P^:  ß  =  6 ,   /*  s=  8,  i  =  42,  für  JT^:  €  =  48, 
^  s  24 ,  X  =s  48  und  die  Beziehung 

€  +  C  =  X  —  6 ; 

endlich,    weil  für  P5  :  e  «  42  ,     /*  =  20 ,     A  »  30 ,  für  JT^ : 
€  =  42,  C  =  60;  X  =  420  und  die  Gleichung 

€  +  r  «  X  -  48. 

Es  braucht  w^ohl  kaum  hervorgehoben  zu  werden ,  dass 
diese  Körper  JT, ,  JT^ ,  JTg  auch  als  ebenflächige  Polyeder  con- 
slruirt  werden  können,  bei  welchen  keine  zwei  Flachen  Winkel 
von  480®  einschllessen,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  man  die  durch 
die  Symmetrieebenen  zerlegten  regulären  Polyeder  P  selbst  als 
einseitige  Flächen  betrachtet.  Beispielsweise  könnte  man  jedes 
dieser  Polyeder  JI  aus  lauter  Hexaödem  von  der  Form  von  JT/ 
[Fig.  2]  zusammensetzen,  wenn  man  nur  die  Flächenwinkel  der 
letzteren  in  geeigneter  Grösse  wählt;  so  IT,  aus  4,  JI^  aus  8, 
ilj  aus  20  Polyedern  77^'.  Dem  entsprechend  wiederholt  auch 
das  von  Hess  a.  a.  0.  beschriebene,  zu  il,  polare  und  gleich- 
eckige Vieleck  JT,'  viermal  die  Grundfigur  des  von  mir  in  Art.  2 
angegebenen  Siebenflächners  11^ ,  und  zwar  liegen  diese  vier 
Polyeder  i7|  wie  die  Ecken  eines  Tetraöders.  Ebenso  besteht  das 
zu  JT^  polare  JI/  aus  8  Polyedern  JT^ ,  die  wie  die  Ecken  eines 
Hexaeders  gegeneinander  gelegen  sind.  Und  endlich  zeigt  IT/ , 
welches  zu  ilg  polar  ist,  die  Grundform  JT^  in  20facher  Wieder- 
holung ,  wobei  diese  20  iT^  auf  die  Ecken  eines  regulären  Do- 
dekaeders aufgesetzt  erscheinen.  Am  zweckmässigsten  erscheint 
es  jedoch ,  diese  neuen  Körper  IT  so  aus  den  entsprechenden 
Stammformen  P  zu  construiren,  dass  man  diejenigen  Punkte 
der  den  letzteren  umgeschriebenen  Kugeln  als  neue  Ecken 
wählt,  welche  den  Kantenhalbirungspunkten  der  Polyeder  P 
entsprechen. 

8.  Zum  Schluss  soll  noch  derjenigen  Polyeder  gedacht  wer- 
den, welche  Möbius  in  seiner  Preisarbeit  als  Beispiele  von  Polye- 
dern zweiter  Glasse  anführt. 

Im  §  44  seiner  »Theorie  der  Elementarverwandtschaft«  de- 
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finirt  er  als  eine  Grundform  n^  Classe  jeden  Theil  einer  ge- 
schlossenen Fläche,  welcher  von  n  sich  nicht  schneidenden, 
geschlossenen  Linien  begrenzt  ist;  und  weist  nach  (§  ik),  vdass 
jede  geschlossene  Fläche  sich  durch  eine  gewisse  Anzahl  auf  ihr 
gezogener  Linien  in  zwei  Grundformen  zerlegen  ISsst,  deren 
jede  von  allen  diesen  Linien  begrenzt  ist«.  Darnach  wird  eine 
geschlossene  Fläche  n^' Classe  als  eine  solche  erklärt,  welche  in 
zwei  Grundformen  der  n*®*^  Glasse  zerlegbar  ist*).  Da  nun  die 
Oberfläche  eines  jeden  doppelseitigen  Polyeders  unter  den  Be- 
griff der  geschlossenen  Flächen  fällt,  so  versteht  Möbics  unter 
Polyedern  erster  Classe  die  gewöhnlichen  EuLSR'schen,  weil 
jedes  derselben  in  zwei  Grundformen  der  ersten  Classe  (Unio- 
nen) zerlegt  werden  kann^  unter  Polyedern  zweiter  Classe  solche, 
deren  Oberfläche  sich  von  zwei  geschlossenen  Kantenzttgen  in 
zwei  Grundformen  der  zweiten  Classe  (Binionen)  zerschneiden 
lässt. 

Das  einfachste  derartige  Trigonalpolyeder  entsteht  nun  nach 
MöBius  dadurch,  dass  man  durch  je  vier  cyclisch  nächstfolgende 
aus  einer  Reihe  von  sieben  Punkten  A,  5,  C,  D,  E,  F,  G  sieben 
Tetraöder 

ABGD,  BCDEj  CDEF,  DEFG, 
EFGA.FGAB,  GABC 

conslruirt,  deren  jedes  mit  einem  jeden  benachbarten  eine 
Fläche  gemein  hat.  Die  44  Grenzflächen,  welche  nicht  zweien 
der  sieben  Tetraöder  gemeinsam  sind,  nämlich 

ABD,  BGA,  BCE,  EBB,  CDF,  FEG,  BSG, 
GFB,  EFA,  AGE,  FGB,  BAF,  GAG,  GBG, 

ergeben  dann  ein  geschlossenes  Polyeder  11^ ;  denn  jede  Seite 
eines  jeden  dieser  \  4  Dreiecke  ist  zugleich  eine  Seite  eines  und 
nur  eines  der  übrigen.  Den  Nachweis,  dass  dieses  Polyeder  zur 
zweiten  Classe  gehurt,  führt  Höbius  in  der  Weise,  dass  er  zeigt, 
wie  sich  dasselbe  in  zwei  Binionen  mit  den  gemeinschaftlichen 
Grenzen  BEF  und  BGG  zerlegen  lässt.  Dazu  hätte  sich  aber 
MöBius  auch  der  durch  die  Eckenperioden  ausgedrückten  Zonen 
bedienen  können.  JI^  hat  nämlich  drei  Eckenperioden  von  je 
14  Gliedern: 


*)  Der  RiEMANN'schen  Terminologie  zufolge  würde  man  eine  solche 
Fläche  (2n— l;-facb  zusammenhängend  nennen.    (F.  Klein.) 
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E,  =  (ABDEGACDFGBCEF), 
E^  =  (BADCFEA6CBEDGF), 
E^  =  (BDACGBFAEGDFCE), 

Die  hierdurch  ausgedrückten  drei  Zonen  Z^ ,  Zj ,  Z,  von  ilg 
sind  nach  dem  allgemeinen  Satz  des  Art.  6  sämmtlich  zweiseitig. 
Jede  solche  Zone  eines  Trigonalpolyeders  hat  nun  als  Grenzlinien 
zwei  räumliche  Polygone ,  von  denen  das  eine  durch  die  Reihe 
der  geradstelligen,  das  andere  durch  die  Reihe  der  ungerad- 
stelligen  Glieder  der  entsprechenden  Eckenperiode  dargestellt 
wird*).  Die  durch  E^,  E^,  Ä,  bestimmten  Zonen  des  Polyeders  11^^ 
haben  aber  dieEigenthümlichkeit,  dass  die  beiden  Grenzlinien  einer 
jeden  derselben  zwei  zusammenfallende  Polygone  sind.  Es  wird 
nämlich  die  Zone 

Z^  begrenzt  von  dem  geschlossenen  Polygon  ADGCFBEj 
Z,         -  -      -  -  •       ACEGBDF, 

Z,         -  -      -  -  -       AGFEDCB, 

von  denen  ein  jedes  das  Trigonalpolyeder  TI^  ungetheilt  lässt. 
Es  gehört  eben  deshalb  U^^  zur  zweiten  Classe.  Um  sich  das 
Modell  von  Jlg  zu  veranschaulichen ,  kann  man  am  einfachsten 
zu  möglichster  Wahrung  der  Symmetrie  sieben  der  Eckpunkte 
eines  Würfels  als  Eckpunkte  von  Jlg  benutzen;  allerdings  fallen 
dann  Theile  gewisser  Kanten  in  Flächen  des  Polyeders  hinein, 
was  jedoch  dem  Begriff  eines  Polyeders  nicht  zuwiderläuft. 

9.  Ebenso,  wie  durch  Zusammensetzung  von  Tetraedern, 
lassen  sich  durch  Aneinanderreihung  von  mindestens  drei  (wenn 
auch  nidit  regulären)  Oktaedern,  von  denen  jedes  in  zweien 
seiner  Gegenflächen  an  die  benachbarten  Oktaeder  grenzt,  ring- 
förmige Trigonalpolyeder  zweiter  Classe  herstellen.  Auf  diese 
Weise  hat  Möbics  aus  vier  Oktaedern  ein  Polyeder  TI^  construirt, 
das  er  in  eine  eigenthümliche  Beziehung  zur  Musik  gebracht  und 
daher  auch  in  seiner  Preisschrift  r>Poly^dre  des  accords  musicauxa 
genannt  hat.  Man  kann  seine  12  Ecken  den  42  Tönen  der  chro- 
matischen Tonleiter,  seine  S4  dreieckigen  Flächen  den  ii  Dur- 
und  12  Mollaccorden ,  seine  36  Kanten  den  in  diesen  Accorden 
Hegenden  Intervallen  einer  grossen  Terz,  einer  kleinen  Terz  und 
einer  reinen  Quinte  entsprechend  setzen. 

Es  mögen  C,  D,  £,  F,  G,  A,  H  die  Töne  der  Durtonleiter 


MöBius,  Inhalt  eines  Polyeders,  §  1 0. 
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von  C,  und  0*^,  /)*,  F*,  G*,  B  die  zwischen  C  und  Z),  zwischen 
/>  und  £,  zwischen  Fund  G,  zwischen  G  und  A^  zwischen  Ä 
und  H  liegenden  halben  Töne  und  zugleich  die  4  2  Ecken  des 
Polyeders  IT,  bezeichnen.  Ordnet  man  dann  jene  Bezeich- 
nungen in  folgendem  Schema  an: 

C  E  G^  C 
D^     G    H    D^ 

B  D  F^  B 
C^     F    A     C^ 

G^     C    E    G», 

so  drücken  je  drei  in  einem  Dreieck  einander  zunächst  stehendf^ 
Symbole  ein  Dreieck  von  IT^  aus.  Die  vier  Töne  jeder  der  fünf 
Horizontalreihen  dieses  Schemas,  wie  CEG^C  (oder  vielmehr 
die  nächst  höhere  Octave  des  letzteren  C)  schreiten  in  grossen 
Terzen  fort;  die  Töne  der  schrägen  Reihe  EGBC^  und  der  ihr 
parallelen  Reihen  in  kleinen  Terzen;  die  Töne  der  schrägen 
Reihe  CGDAE  und  der  ihr  parallelen  Reihen  in  Quinten.  Je 
drei  in  einem  Dreieck  einander  zunächst  stehende  Töne  bilden 
daher  einen  Accord,  und  zwar  einen  Duraccord,  wenn  die  Spitze 
des  Dreiecks  nach  unten  liegt,  wie  CEG,  EG^H^  GHD  etc.: 
einen  Mollaccord  aber,  wenn  die  Spitze  nach  oben  gerichtet  ist, 
wie  CD^G,  EGH,  GBD  etc.*). 

Dass  das  Polyeder  JT,  zur  zweiten  G lasse  gehört,  beweist 
MöBiüs,  wie  bei  JTg ,  durch  Zerlegung  seiner  Oberfläche  in  Bin!« 
onen.  Aber  auch  hier  kann  dieser  Nachweis  mit  Hülfe  der 
Eckenperioden  geführt  werden.  JI,  hat  i  sechsgliedrige,  Sacht- 
gliedrige  und  eine  vierundzwanziggliedrige  Periode,  welche  alle 
Dreiecke  des  Polyeders  umfasst  : 

E^  =  {l^CGEHG^), 

E^  =:  [BGDHF^D^), 

F,  =  [C^BFDAF^], 

E^  =  [C^G^FCAE], 

E^  =  [G^C^FBDGHE], 

E^  =  [CFADF^HDf^G^], 

E,  =  [EAC^F^BD^GC). 

E^  =  (D'^GBDFACEGUDFUC^EG^HD^^F^BC^FG^O. 


♦)  Wie  wohl   erklärlich  sein  dürfte ,  hat  der  Verfasser  bei  dieser 
Beschreibung  fast  wörtlich  den  MöBius'schen  Text  wiedergegeben. 


Zu  MöBius'  Polyedertheorie.  125 

Daraus  ergiebt  sich  für  die  den  E^  entsprechenden  Zonen  Z^ 
folgendes  Resultat: 

\ .  Die  vier  sechsgliedrigen  Zonen  Z,,  Z,,  Z,,  Z,  haben  resp. 
die  Grenzpolygone 

G^CE  und  D^GH, 

D^GH    -    F^BD, 

F^BD    -     C^FA, 

C^FA    -     G^CE. 

2.  Die  drei  Zonen  Zj,  Zg,  Z,,  welche  je  acht  Dreiecke  des 
Polyeders  ü^  umfassen,  haben  die  Grenzen: 

C^BGE  und  G^FDH, 
G^FDH    -    D^CAF^y 
D^CAF^  -     C^BGE, 

3.  Die  Grenzen  der  Zone  Z^,  welche  alle  S4  Dreiecke  von 
17;  enthalt,  werden  gebildet  durch  das  doppelt  zu  rechnende 
geschlossene  Zwölfeck 

J^BFCGDAEHF^C^G^, 

welches  das  Polyeder  77,  ungetheilt  lässt.  Daraus  aber  ergiebt 
sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Behauptung,  das3  das  Po- 
lyeder 77,  zur  zweiten  Classe  gehöre.  Dasselbe  kann  man 
übrigens  auch,  wie  es  Möbius,  allerdings  ohne  Berücksichtigung 
der  Zonen  gethan,  aus  der  unter  Nr«  i  und  2  angegebenen  Zei^ 
legung  in  vier  bez.  drei  Binionen  schliessen;  denn  in  jedem  der 
beiden  Fälle  lassen  sich  dieselben  zu  zw^ei  Grundformen  der  2. 
Classe  vereinigen,  deren  jede  von  denselben  zwei  Linien  be- 
grenzt wird*). 


*}  Nicht  unerwähnt  darf  bleiben,  dass  Herr  Reinhardt  von  den  haupt- 
sachlichen im  Texte  genannten  Polyedern  Cartonmodelle  angefertigt  und 
eine  Collection  derselben  dem  mathematischen  Institute  der  Universität 
Leipzig  geschenkt  hat.  (F.  Klein.) 


Professor  His 

legt  der  Gesellschaft  die  Tafeln  IX  bis  XIV  seines  embryologi- 
schen Atlas ,  sowie  einige  Zeichnungen  vor ;  die  durch  den  ihm 
von  der  Gesellschaft  bewilligten  Zeichner  Herrn  Pausch  ausge- 
führt worden  sind. 

Derselbe  knüpft  daran  einige  Bemerkungen  über  die  Ent- 
wickelungsgeschichte  des  Halses  und  zeigt,  dass  die  lofra- 
roaxillargegend  und  die  vordere  Halsgegend  ursprünglich  mit 
einander  verbunden  gewesen  sind  und  erst  durch  die  Hebung 
des  Kopfes  sich  von  einander  emancipirt  haben.  Ebenso  weist 
derselbe  nach,  dass  die  primäre  Thymusanlage  ein  epidermoi- 
dales  Abschnürungsproduct  ist,  das  dadurch  entsteht,  dass  auf 
der  Grenze  vom  Kopf  und  vom  Hals  die  hinteren  Schlundbogen 
in  die  Tiefe  gedrängt  und  theils  durch  den  zweiten  Bogenwulst. 
theils  durch  den  Rand  des  Halses  überlagert  werden. 


Prof.  Schenk,  Ueber  SigiUariostrobus. 

Obwohl  die  StructurverhäUnisse  der  Stämme  der  Sigillarien 
gut  nntersucht  und  seit  geraumer  Zeit  die  SporangienähreD, 
wenn  auch  nicht  im  Zusammenbange  mit  den  Stämmen,  so  doch 
so  weit  bekannt  sind,  dass  eine  richtige  Auffassung  der  letzteren 
keine  besonderen  Schwierigkeiten  bietet,  so  gehen  doch  die 
Ansichten  aber  die  Stellung  der  Sigillarien  sehr  weit  ausein- 
ander. Wahrend  sie  die  einen  nach  dem  Vorgange  von  Bron* 
GinABT  den  Gymnospermen  anreihen  und  denCycadeen  verwandt 
glauben,  betrachten  sie  andere  als  Gefässcryptogamen,  als  Veiw 
wandte  der  Selaginelleen  oder  Iso^teen  und  stellen  sie  neben  die 
Lepidodendreen.  Beide  Ansichten  sttltzen  sich  auf  die  Structur 
der  Stämme,  nur  Goldikbirg  und  ihm  folgend  Schimpkb  berück* 
sichtigen  auch  die  Sporangienähren  zur  Begründung  ihrer  An* 
sieht,  dass  die  Sigillarien  den  Isoeteen  zunächst  verwandt  sind. 

Da  ich  an  dieser  Stelle  auf  Grund  des  mir  vorliegenden 
Materials  nur  die  Sporangienstände  besprechen  will,  so  unter- 
lasse ich  es  auf  die  Structurverhältnisse  der  Stämme  näher  ein- 
zugehen, sowie  auf  die  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen. 

Goldbitberg  hat  das  Verdienst,  zuerst  (Flora  foss.  sarep. 
Heftl,  Taf.  4,  Fig.  3.  Taf.  B,  Fig.  40—24.  Heft  11,  Taf.  X,  Fig.  \ ,  2) 
die  Sporangienähren  und  die  an  ihnen  vorkommenden  Sporen 
beobachtet  und  mit  seinen  Hilfsmitteln  richtig  dargestellt  zu 
haben.  Dass  seiner  Beobachtung  ein  so  geringes  Gewicht  bei- 
gelegt wurde ,  hatte  seinen  Grund  wesentlich  darin ,  dass  die 
Sporangienähren  nicht  im  Zusammenhange  mit  den  Stämmen 
beobachtet  wurden,  noch  auch  ihr  Erhaltungszustand  zweifellos 
ihre  Herkunft  von  Sigillarien  bewies.  Schimper  (trait^  H,  p.  4  05] 
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ist  der  Einzige,  welcher  der  GoLDBNBERG'schen  Beobachtung  volle 
Rücksicht  hat  zu  Theil  werden  lassen  und  wie  auch  später  im 
Handbuche  der  Paläontologie,  für  die  Sigiilarien  nicht  allein 
die  Verwandtschaft  mit  Isoetes,  sondern  auch  Micro-  und  Ma- 
crosporen in  Anspruch  nioamt.  Die  Sporangienähren  bezeichnet 
er  als  Sigillariosh^obus.  In  jüngster  Zeit  ist  durch  Zeillkr  (Annal. 
desscienc.  nat.  Bot.  S^r.  VI.  tom.  XIX]  die  GoLDENBERo'sche  Beob- 
achtung bestätigt  und  erweitert,  insbesondere  aber  die  Zuge- 
hörigkeit der  als  Sigülariostrobus  bezeichneten  Sporangienähren 
zu  StgiUaria  sicher  gestellt  worden,  indem  er  an  zwei  von  ihm 
unterschiedenen  Arten  yon  Sigilla7*iostrobus(S.  Tieghemi,  S,nobi^ 
lis)  die  Blattnarben  von  Sigillaria^  an  der  erstereo,  sodann  bei 
S.  Souichi  Zeill.,  S.  strictus  Zeill.  und  S.  Goldenbergi  Feistv. 
die  Sporen  und  Anheftung  derselben  an  der  Basis  der  Sporan- 
gialblätter  nachwies.  Im  Besitze  der  GoLDENncRG^schen  Origi- 
nale und  einiger  ohne  Zweifel  in  späterer  Zeit  von  Goldeüreig 
gesammelten  Exemplare  bin  ich  in  der  Lage,  die  Angaben  Zeil- 
ler's,  dessen  Zuvorkommenheit  ich  die  Sporen  seines  S.  Golden-- 
bergi  verdanke,  so  wie  jene  Goldbnberg's  zu  bestätigen.  Aus 
diesen  Beobachtungen  geht  nun  unzweifelhaft  hervor,  dass  die 
Sporangialblätterährenförmig  in  einer  Spirale  terminal  an  beson- 
deren Verzweigungen  des  Stammes  stehen,  dass  unterhalb  der 
Aehre  schmale,  lang  zugespitzte  Blätter,  welche  kürzer  als  jene 
des  Stammes  sind,  stehen,  dieSporangialblätteran  der  Basis  drei- 
seitig verbreitert,  gegen  die  Spitze  verschmälert  sind  und  auf 
der  Innenfläche  des  verbreiterten  Basaltheiles  die  Sporen  tragen. 
Alle  diese  Verhältnisse  lassen  sich  an  den  von  Goldbnberg  bei 
Altenwald  und  Dudweiler  gesammelten  Exemplaren  mit  voller 
Sicherheit  nachweisen ,  es  fehlen  aber  Exemplare  mit  den  für 
Sigillaria  charakteristischen  Blattnarben,  wie  sie  Zbillbr  vor- 
gelegen haben.  Es  würde  dies  nur  dann  Grund  sein,  die  Zu- 
gehörigkeit der  Sporangienähren  zu  Sigillaria  zu  bezwei- 
feln ,  wenn  die  übrigen  Tbeile  der  A ehren  ein  Verschiedenheit 
von  jenen  Zeiller's  zeigten. 

Die  Sporen  selbst  liegen  mir  in  reichlicher  Menge  vor  und 
zwar  entweder  an  der  Basis  derSporangialblätter  noch  ansitzend 
oder  zwischen  den  Sporangialblättern  oder  losgetrennt  in  grosser 
Menge  zwischen  Blättern  und  Sporangienähren  von  Sigillaria^ 
oder  ohne  diese  auf  den  Gesteinsplatten.  Auf  den  ersten  Blick 
unterscheidet  man  zweierlei  Sporenformen,  grössere  und  klei- 
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nere*).  Dass  beide  Formen  aus  den  Sporangienähren  herrühren, 
zeigt  die  microscopische  Untersuchung,  bei  welcher  sich  durch- 
aus keine  Differenz  ergiebt,  mag  man  die  Sporen  der  Basis  der 
Sporangialbiätter  oder  irgend  einer  Stelle  des  Gesteins  entnom- 
men haben.  Alle  Sporen  sind  radiär  entwickelt,  als  Tetraeder 
mit  gewölbter  Grundfläche  und  zeigen  selbst  bei  schwächerer 
Vergrdssernng  mit  der  Loupe  drei  Leisten,  die  grosseren  auch 
kleine  warzenförmige  Erhöhungen  der  Aussenfläche,  wäh- 
rend bei  den  kleineren  die  OberiOäche  glatt  ist.  Der  Durch- 
messer der  kleineren  Sporen  beträgt  (gemessen  mit  Zbiss,  System 
A.  Ocular  II)  750  — 900 /*  (0,75  mm  —  0,9mm),  der  Durch- 
messer der  grösseren  4  600 — 2200  /u  (1 ,6  mm  —  2,2  mm) .  Auch 
die  von  Zbiller  beobachteten  Sporen  zeigen  solche  Grössen- 
unterschiede  und  Verschiedenheit  der  Aussenfläche.  Glatt  ist 
die  Aussenfläche  der  Sporen  bei  S.  Tieghemi  und  S.  strictuSj 
mit  kleinen  Erhöhungen  versehen  bei  S.  Souichi  und  S,  Golden-- 
bergi.  Der  Durchmesser  der  Sporen  von  S,  strictus  beträgt  \ 
bis  <  Yjmm,  von  S.  Goldßnbergi  1 Y2D™™»  von  S.  Souichi  2V4nim, 
von  5.  Tieghemi  2  mm.  An  allen  Sporangienähren ,  deren  Spo- 
rangialblätter  die  Untersuchung  der  Anheftung  und  Stellung 
der  Sporen  gestatten,  ist  von  einer  Hülle,  welche  die  Sporen  be- 
deckt, nichts  zu  sehen,  die  Sporen  liegen  frei  auf  der  Basis  des 
Sporangialblattes.  Dass  wirklich  Sporen  vorliegen,  lehrt  die 
microscopische  Untersuchung ;  es  ist  das  sehr  dickwandige  Exo- 
spor,  welches  erhalten  ist. 

ScHUPER  betrachtet  die  von  Saarbrücken  stammenden  Sporen, 
welche  er  selbst  gesehen  haben  muss,  da  Goldenberg  über  die 
verschiedene  Grösse  der  von  ihm  beobachteten  Sporen  schweigt 
und  die  von  ScmapsR  copirten  Figuren  Goldenberg's,  diese  so 
wenig  wie  die  Originalzeichnungen  zeigen ,  als  Micro-  und  Ma- 
crosporen. Dass  die  Sporangialblätter  unter  einem  spitzen 
Winkel  an  der  Axe  ansitzen,  bat  bereits  Scrihper  hervorge- 
hoben. 

Ob  nun  die  bei  Saarbrücken  vorkommenden  Sporangien- 
ähren, wie  dies  von  Feisthantel  geschehen  ist,  als  einer  Art  an- 


*)  Ich  bemerke,  dass  das  Verfahren  oxydirende  Mittel  zur  Auf- 
hellung verkohlter  Pflanzenreste  anzuwenden  von  mir  seit  mehr  als 
zwanzig  Jahren  angewendet  wird,  wie  z.  B.  in  der  Flora  der  Grenz- 
schichten zu  finden. 

MatlL-phya.  ClMse  18S5.  9 
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gehörig  bezeichnet  werden  können,  ist  mir  zweifelhaft.  Meia 
Material  von  Sporangienähren  ist  indess  weder  ausreichend  ge- 
nug noch  auch  so  vollständig  erhalten,  dass  fttr  die  Cnterschei- 
düng  genügende  Merkmale  sich  ergäben  und  noch  weniger 
eignet  es  sich  zur  Identificirung  mit  einer  der  bei  Saarbrücken 
vorkommenden  8t^7/arta-Arten.  Dagegen  weist  die  Beschaffen- 
heit der  Aussenfläche  der  Sporen  auf  das  Vorhandensein  von 
zwei,  verschiedenen Sigillaria- Arten  angehörigen  Sporangien- 
ähren hin.  Im  Gegensätze  zu  Schimpbr,  übereinstimmend  mit 
Zbillbb,  scheinen  mir  die  Sporen  sämmtlich  Macrosporen  zu  sein 
wegen  des  sehr  dicken  Exospors  und  ihrer  verhältnissmässig  be- 
deutenden Grösse,  welche  wenigstens  bei  den  fossilen  und  le- 
benden GefKsscryptogamen  von  den  Microsporen  nicht  erreicht 
wird.  Die  Dififerenzen  in  der  Grösse  der  Macrosporen  sind  nicht 
allzusehr  zu  betonen,  da  dergleichen  Grössenunterschiede  auch 
bei  den  Macrosporen  lebender  Gefässcryptogamen  vorkommen, 
wie  dies  z.  B.  aus  A.  Braun's  Messungen  der  Macrosporen  der 
australischen  Isoötes-Arten  hervorgeht. .  In  derselben  Sporan- 
gienähre  habe  ich  immer  nur  eine  Sporenform  gefunden,  in  der 
Mehrzahl  der  mir  vorliegenden  die  grösseren,  nur  in  einer  die 
kleineren.  Dagegen  lege  ich  der  Beschaffenheit  der  Aussen- 
fläche der  Sporen  eine  grössere  Bedeutung  bei,  nach  welcher 
also  unter  S.  Goldenbergt  Fbistm.  die  Sporangienähren  wenigstens 
zweier  verschiedenen  Sigillarien  zusammengefasst  sind,  deren 
eine  glatte  kleinere ,  die  andere  grössere  höckerige  Sporen  be- 
sitzt. Mit  den  von  Zbillbr  gegebenen  Abbildungen  der  Sporen 
verglichen,  würden  die  glatten  kleinen  Sporen  jenen  von  $. 
stridus  Zbill.  (a.  a.  O.  tab.  42,  Fig.  4a)  nahe  stehen,  die 
grösseren  mit  warziger  Aussenfläche  dagegen  jenen  von  S.  Gel- 
denbergi  Zbill.  (a.  a.  0.  tab.  42,  Fig.  6d)  und  S.  Sauichi  Zb^l. 
(a.  a.  O.  tab.  44,  Fig.  ^b).  Auch  Goldenbbbgs  Abbildungen  der 
Sporangienähren  können  auf  die  Vermuthung  führen ,  dass  die 
Bezeichnung  Fbistmantbl's  sich  nicht  blos  auf  eine  Art  bezieht, 
so  Heft  II ,  Taf .  X ,  Fig.  4  ,  wie  ja  auch  das  Vorkommen  einer 
grösseren  Anzahl  von  Sigillarien  bei  Saarbrücken  mehr  als  eine 
Form  von  Sporangienähren  erwarten  lässt. 

Was  nun  die  Stellung  von  Sigälaria  gegenüber  den  leben- 
den und  fossilen  Gefässcryptogamen  betrifft,  so  scheinen  mir 
die  von  Zeiller  geäusserten  Ansichten  nicht  ungegründet.  Zu 
den  Lepidodendreen,  sowie  zu  den  Lycopodiaceen  und  Iso^teen 
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hat  die  Gattung  eine  Beziehung  zur  ersteren  Gruppe  durch 
ihren  baumartigen  Habitus,  wobei  ich  von  den  Structurverhält- 
nissen  des  Stammes,  da  es  mir  zur  Prüfung  dieses  Verhältnisses 
an  ^'cAer  bestimmbarem,  brauchbarem  Material  fehlt,  ganz  ab- 
sehe. Femer  theilen  sie  mit  den  Lepidodendreen,  Lycopodiaceen 
und  Selaginelleen  die  terminalen  Sporangienähren.  Die  Sporan- 
gien  entwickeln  sich  wie  bei  den  zwei  zuerst  genannten  Grup- 
pen an  der  Basis  des  Sporangialblattes^  was  jedoch  die  Sigil- 
larien  von  diesen  Gruppen  trennt ,  ist  das  Fehlen  eines  Spo- 
rangiums,  welches  die  Sporen  durch  einen  Riss  entlasst.  In 
dieser  Hinsicht  verhalten  sich  die  Sigillarien  wie  die  IsoHes-- 
Arten  der  Jetztwelt.  Wie  bei  diesen  die  Sporen  durch  Zer- 
störung der  Wände  der  Sporangien  frei  werden,  so  scheint 
dies  auch  bei  den  Sigillarien  der  Fall  zu  sein,  da  Goldbnberg, 
ich  und  Zerler  die  Sporen  stets  frei  auf  der  Basis  des  Spo- 
rangialblattes  beobachteten.  Ebenso  wenig  ist  eine  der  soge- 
nannten Ligula  entsprechende  Bildung  oder  etwa  ein  Schleier, 
welcher  bei  den  Isoät es- Arten  entweder  überhaupt  fehlt 
oder  vollständig  oder  unvollständig  entwickelt  ist,  nachzuweisen. 
In  dieser  Hinsicht  würden  die  untersuchten  Sigillariostro-^ 
bus-Arten  sich  den  schleierlosen  /so^es-Arten  anschliessen. 
Dass  ich  wie  Zeillbr  die  Sporen  sämmtlich  als  Macrosporen  auf- 
fasse ,  habe  ich  bereits  bemerkt.  Vorerst  kennen  wir  also  nur 
eine  Sporenform,  deren  Grössen  Verhältnisse  jedenfalls  mehr  da- 
für sprechen,  dass  uns  die  Microsporen  noch  unbekannt  sind, 
als  dass  überhaupt  bei  Sigülaria  nur  eine  Form  von  Sporen 
vorhanden  war.  Zudem  haben  weder  Zeilier  noch  mir  voll- 
ständige Exemplare  von  Sporangienähren  vorgelegen,  so  dass  wie 
bei  Lepidodendron  es  näher  liegt  daran  zu  denken,  dass  unsere 
Unkenntniss  durch  die  Unvollständigkeit  der  Sporangienähren 
bedingt  ist.  Man  wird  aber  die  Sigillarien  als  eine  Gruppe  be- 
trachten können ,  welche  den  Lepidodendreen  sich  durch  ihren 
baumartigen  Wuchs  anschliesst,  durch  ihre  Sporenbildung 
der  lebenden  Gattung  Isoftes  nahe  steht,  bei  welcher  jedoch  das 
Dicken-  und  Längenwachsthum  des  Stammes  zwar  noch  im 
geringen  Grade  sich  erhalten,  die  Verzweigung  und  Ausbil- 
dung besonderer,  Sporangialblätter  tragender  Zweige  voll- 
ständig verloren  gegangen  ist. 


Dr.  Ambronn,  Zur  Mechanik  des  Windens. 

IL  Theil. 

§<• 
Wirkung  des  Geotropismns  anf  bogrenfSrmig  gekrflmiiite  Orguie. 

Obwohl  die  Einwirkung  der  Schwerkraft  auf  gerade  Sten- 
gelorgane  schon  vielfach  Gegenstand  der  Untersuchung  gewesen 
und  die  dabei  eintretenden  Bewegungen  im  Wesentlichen  genau 
bekannt  sind,  so  war  doch  die  Frage,  in  welcher  Weise  die 
Schwerkraft  an  berieits  gekrümmten  Organen  Veränderungen 
«hervorrufe,  bisher  nicht  näher  erörtert  worden. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  diese  Krttmmungsveränder- 
ung  je  nach  der  Lage,  welche  das  gekrümmte  Organ  zum  Hori- 
zont hat,  verschieden  ausfallen  wird.  Es  ist  ferner  klar,  dass 
die  Art  der  vorhandenen  Krümmung  auf  die  neu  eintretende 
einen  bestimmten  Einfluss  haben  wird,  denn  es  ist  nicht  gleich- 
gültig, ob  die  Curve  jener  Krümmung  einen  Kreis,  eine  Spirale 
oder  ein«  andere  ebene  Curve,  oder  vielleicht  eine  Schrauben- 
linie bezw.  allgemeiner  eine  Curve  doppelter  Krümmung  dar- 
stellt. 

Zwei  Factoren  sind  demnach  zu  berücksichtigen»  wenn  es 
sich  darum  handelt,  die  unter  dem  Einflüsse  des  Geotropismus 
stattfindenden  Bewegungen  eines  bereits  gekrümmten  Organes 
darzulegen :  die  Lage  desselben  zum  Horizont  und  die  vorhan- 
dene Krümmung.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  betreffende 
Organ  einen  radiären,  nicht  aber  einen  symmetrischen  Bau 
habe;  denn  in  dem  letzteren  Falle,  wie  z.  B.  bei  vielen  Blatt- 
stielen, treten  weitere  Complicationen  hinzu,  die  im  Folgenden 
keine  Beachtung  finden  können.  Die  obige  Voraussetzung  ist 
deshalb  gerechtfertigt,  weil  die  vorliegende  Frage  nicht  ganz 
im  Allgemeinen  behandelt  werden  soll,  und  weil  bei  den  win- 
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denden  Pflanzen,  um  welche  es  sich  hier  ausschliesslich  handelt, 
an  den  jungen  Internodien  stets  ein  radiärer  Bau  zu  finden  ist 
Ich  habe  bereits  in  einer  kurzen  Mittheilung  in  den  Ber.  d. 
deutsch.  Bot.  Ges.  darauf  hingewiesen,  wie  gerade  beim  Win- 
den häufig  ein  bereits  durch  Nutation  oder  andere  Einflüsse  ge- 
krümmtes Sprossende  eine  weitere  geotropische  Krümmung  er- 
fahren kann.  Den  einfachsten  Fall  habe  ich  an  jener  Stelle  eben- 
falls schon  kurz  erörtert.  Es  ist  dies  derjenige,  in  welchem 
die  vorhandene  Gurve  einen  Kreisbogen  darstellt,  dessen  Ebene 
horizontal  liegt.  Da  ich  jedoch  die  dabei  auftretenden  Ver- 
änderungen in  der  Lage  der  einzelnen  Querschnittscheiben 
zum  Horizont  nur  angedeutet  habe,  so  möge  hier  zunächst  eine 
exacte  Behandlung  dieses  Falles  folgen. 

hie  vorliegende  Aufgabe  lässt  sich  folgen dermassen  aus- 
drücken :  Ein  ungedrehtes  cylindrisches  Organ  hat  eine  kreis- 
förmige Krümmung  erfahren,  deren  Ebene  horizontal  liegt. 
Durch  den  Geotropismus  wird  nunmehr  in  der  nach  unten  ge- 
kehrten Längszone  ein  stärkeres  Wachsthum  bedingt,  als  in  der 
nach  oben  gekehrten.  Es  wird  in  Folge  dessen  zu  der  bereits 
vorhandenen  Krümmung  eine  neue  hinzutreten ;  diese  letztere 
findet  in  der  Weise  statt,  dass  jede  Querschnittscheibe  des 
Organs  gegen  die  benachbarte  um  einen  constanten  Winkel  und 
um  den  Radius  als  Achse  gedreht  wird.  Es  soll  nun  untersucht 
werden :  \ )  Was  für  eine  Curve  stellt  nach  eingetretener  zweiter 
Krümmung  die  Achse  des  Organs  dar.  2)  In  welcher  Weise  ist 
die  Lage  der  einzelnen  Querschnittscheiben  zum  Horizont  ver- 
ändert worden. 

Die  erste  Frage  lässt  sich  dahin  beantworten,  dass  die  Axe 
des  Organs  wiederum  einen  Kreis  bildet ;  denn  bedenkt  man, 
dass  jeder  Kreisbogen,  bei  einer  Krümmung  wie  sie  im  Obigen 
charakterisirt  ist,  die  Basis  eines  Kegels  oder  einen  Theil  der- 
selben bildet,  so  ist  klar,  dass  ein  Kreisbogen  entstehen  muss, 
dessen  Radius  jedoch  kleiner  ist  als  der  des  zuerst  vorhandenen 
Bogens.  Es  handelt  sich  also,'  nachdem  die  Art  der  Gurve  selbst 
nachgewiesen  ist,  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  Länge  des 
Radius.  Diese  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausführen :  Aus 
dem  Verhältniss  des  W^achsthums  von  Ober-  und  Unterseite 
und  dem  Durchmesser  des  Organs  kann  man  den  Radius 
der    geotropischen    Krümmung    bestimmen.      Es    sei    dieses 

Verhältniss  gleich  —  und  es  sei  ferner  der  Durchmesser  gleich  d. 
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so  gilt,  wenn  wir  den  Radius  der  concaven  Seite  x  nennen,  fol- 
gende Proportion : 

n  .  m  SS  X  :  X  '^  d 

nd 
X  =s  • 


Nennen  wir  weiterhin  den  Radius  des  Kreises,  dessen  Peri- 
pherie die  Längsachse  bei  der  geotropischen  Krtlmmung  bilden 
würde,  Q,j  so  ist: 


nd 

Q'  =*  T^i — ; 


^  —  ^  /mjhji  \ 
2    ~    2  \m  -  fi/ 


;<) 


Bedenkt  man  nun,  dass  die  schliesslich  zustandekommende 
Curve  die  Basis  zweier  Kegel  bildet,  deren  Seiten  senkrecht 
aufeinander  stehen,  und  von  denen  die  eine  gleich  q,  ,  die  ao- 
dere  aber  gleich  dem  Radius  der  zuerst  vorhandenen  Krümmung^ 
den  wir  gleich  q„  setzen,  ist,  so  ergeben  sich,  wie  aus  beistehen- 
der Figur  erhellt  folgende  Gleichung  zur  Berechnung  des  ge- 
suchten Radius  q  : 


Fig.  <. 
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In  diesen  Werth  lässt  sich  leicht  der  oben  aus  den  Grossen 
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Mj  n^  d  berechnete  von  q,  einsetzen.  Aus  (S)  erkennt  man  so- 
fort, dass  Q .  sowohl  kleiner  als  {{,[  als  auch  q„  sein  muss.  Die 
Grösse  d  lässt  sich  durch  directe  Messung  ermitteln,  dagegen 

'  hängt  das  VerhSiltniss  |- 1  von  der  Zeitdauer  der  geotropischen 

Wirkung  und  der  Empfindlichkeit  des  derselben  ausgesetzten 
Organs  ab.  Die  Bestimmung  dieses  Werthes  kann  nur  auf  em- 
pirischem Wege  geschehen. 

Der  Neigungswinkel,  welchen  die  Ebene  der  resultirenden 
Krümmung  gegen  die  Horizontale  besitzt,  ist  gleich  dem  Winkel, 
welcher  von  q  und  q„  eingeschlossen  wird  und  lasst  sich  dem- 
nach auf  folgende  Weise  berechnen  : 

tg  a  =  tg  /?  =  J-' 

a  =  arc  (tg  =  2^)  (3) 

d.  h.  der  Winkel  er  wird  um  so  grösser,  je  kleiner  der  Werth 
fQr  Q,  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Lagenveränderung  der  früher 
nach  unten  gekehrten  Längslinie,  welche  dieselbe  nach  Eintritt 
der  geotropischen  Krümmung  erfahren  hat,  näher  zu  betrachten. 

Wie  ich  schon  in  jener  oben  erwähnten  kleinen  Mittheilung 
nachgewiesen  habe,  tritt  beim  Stattfinden  der  geotropischen 
Krümmung  in  dem  gegebenen  Falle  eine  scheinbare  antidrome 
Torsion  auf,  d.  h.  die  früher  nach  unten  gekehrte  Längszone 
wandert  dabei  allmälig  nach  aussen.  Es  ist  nun  von  Wichtig- 
keit, die  Quantität  dieser  scheinbaren  Torsion  genauer  zu  be- 
stimmen.   Dies  kann  auf  folgende  Weise  geschehen. 

in  Fig.  2  ist  a 6  =5  9,  die  Seite  eines  der  beiden  Kegel, 
deren  Basis  die  resultirende  Krümmung  bildet.  Die  Richtung  von 
ab  gibt  demnach  an ,  dass  im  Punkte  6  die  frühere  Unterseite 
noch  nach  unten  gekehrt  ist;  im  Punkte  d  dagegen  kann  die 
frühere  Unterseite  nicht  mehr  nach  unten  gerichtet  sein,  son- 
dern sie  bat  eine  scheinbare  Drehung  nach  aussen  erfahren. 
Der  Winkel,  welchen  die  beiden  Seiten  ab  und  ad  des  Kegels 
mit  einander  einschliessen ,  bildet  eine  Seite  eines  sphärischen 
Dreiecks,  in  welchem  die  beiden  anderen  Seiten  und  der  von 
iiinen  eingeschlossene  Winkel  bekannt  sind.  In  der  körper- 
lichen Ecke  ab  cd  ist  nämlich : 
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*oc.=s  cad  SS  a  , 
wie  aus  der  Gleichung  (3)  hervorgeht.    Ferner  wird  dfeLage 
^  des    Punktes  d  durch 

den  Winkel /^bestimini 
und  dieser  ist  zugleich 
der  Winkel,  welchen  die 
Ebenen   jener    beiden 
Seilen  der  Ecke  mit  eiD- 
ander       einschliessen. 
Nennen  wir  den  unbe- 
kannten Winkel  X,  so 
gilt  nach  einer  bekann- 
ten Formel; 
cos  X  's 
cos«a-hsin*acos/^.;4 

oder     anders     ausge- 
drückt; 


sin| 


sin  a  sin  -^ 
i 


Der  Winkel  x  ist 
aber    nun    streng  ge- 
nommen   nicht   derje- 
nige,      welcher      die 
scheinbare  Drehungder 
Unterseite      für     den 
Punkt  d  angibt,  denn  er 
liegt  in  einer  Vertical- 
ebene;  derjenige  Win- 
kel aber,    welcher  in 
der  betreffenden  Quer- 
sehnitt^cheibe  des  Or- 
ganes  die  Richtung  der 
früheren    mit  der  der 
jetzigen  Unterseite  bil- 
det, lasst  sich  leicht  auf 
Grund   jenes    Werthes 


Fig.  2. 


Zur  Mecaanik  des  Windexs.  137 

hdf  xmd  hdg  mit  einander  bilden,  ist  gleich  einem  Rechten; 
fig  ist  gleich  x  und  der  Winkel  zwischen  hdf  und  f dg  lässt 
sich  aus  dem  oben  betrachteten  sphärischen  Dreieck  finden.  Be- 
zeichnen wir  denselben  mit  A,  so  gilt 

cot  4 

tg^  =  — 1. 
^  cos  a 

Hiermit  sind  zwei  Stücke  eines  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks  gegeben,  nämlich  die  dem  rechten  Winkel  gegenüber 
liegende  Seite  und  einer  der  anliegenden  Winkel : 

c  =  arc  (cos  =  cos'  a  -h  sin'  a  cos  ß) 
cotA 

Fig.  3. 

Aus  diesen  Werlhen  berechnet  sich  die  Seite  6,  welche  den  ge- 
suchten Winkel  h  df  darstellt,  folgendermassen  : 

sin  9  a  sin*  -^  sin  t  a  sin*  -^ 

\%b ?-^  = S-..(5) 

coa* -^  +  cos  I «  sin*  •—         4 -^  a  sin' a  sin' -^ 

Wird  ß  »  90^,  d.  h.  ist  der  zustandekommende  Bogen 
ein  Quadrant,  so  ist 

.     .         sin  a         . 

tfi  6  Ä  =  tg  a 

^  cos  a  ^ 

Wird/?  =  180%  so  ist 

,     ,         sin  Sa         ^    a 
lg  6  sss -—  =  tg  2  a 

^  cos  S  a  ^ 

6  =  2a. 

Ist  a  =  45®,  so  ist  überhaupt  90®  das  Maximum  der  schein- 
baren Torsion,  denn  h  wird  in  diesem  Falle  gleich  90®.  Ist  o 
kleiner  als  45®,  d.  h.  ist  q,,  <  q)  [vergl.  (3)],  so  kann  die  frü- 
here Unterseite  niemals  vollständig  nach  aussen  gerichtet  sein  ; 
ist  dagegen  a  grösser  als   45®  bezw.  q„  >  ?m  so  wird  der 
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Werth  von  b  kleiner  als  180®  und  grösser  als  90®  sein,  denn  der 
erstere  Werth  könnte  nur  dann  erreicht  werden,  wenn  a  =  90* 
würde,  dies  wäre  aber  nur  möglich,  wenn  f„  «s  oo  würde,  was 
nach  den  obigen  Voraussetzungen  nicht  eintreten  kann. 

Das  Resultat  der  vorstehenden  theoretischen  Auseinander- 
setzungen lässt  sich  unter  Berücksichtigung  der  pflanzenphysio- 
logischen Vorgänge ,  die  dabei  in  Betracht  kommen ,  folgender- 
massen  zusammenfassen:  Wird  ein  bogenförmig  gekrümmtes, 
negativ  geotropisches  Organ  in  horizontale  Lage  gebracht,  so 
wird  die  nunmehr  hinzukommende  geotropische  Krümmung  sich 
in  der  Weise  gestalten,  dass  aus  der  zuerst  vorhandenen  wie- 
derum eine  kreisförmige  Krümmung  entsteht;  deren  Ebene  aber 
gegen  die  frühere  Krümmungsebene  unter  einem  gewissen  Win- 
kel geneigt  ist.  Dieser  Neigungswinkel  ist  aber  stets  kleiner 
als  90®. 

Der  Radius  der  neuen  Krümmung  lässt  sich  berechnen, 
wenn  man  den  Radius  der  zuerst  vorhandenen  Krümmung  und 
den  der  geotropischen  Krümmung  kennt;  der  letztere  kann 
.nicht  direct  ermittelt  werden ,  sondern  muss  durch  besondere 
Versuche  bestimmt  werden.  Aus  dem  Verhältniss  der  beiden 
Radien  ergiebt  sich  der  Neigungswinkel  der  Krümmungsebene, 
Die  scheinbaren. Torsionen,  welche  dabei  auftreten,  lassen  sich 
aus  Gleichung  [5]  berechnen. 

Ein  Beispiel  möge  das  Gesagte  erklären.  Da  uns  bei  der 
Frage  nach  der  Mechanik  des  Windens  heliotropische  Krüm- 
mungen, die  in  ähnlicher  Weise  wirken  würden,  nicht  weiter 
interessiren,  so  mögen  dieselben  hier  ganz  ausser  Acht  gelassen 
werden,  und  da  bei  windenden  Pflanzen  ausser  den  oben  be- 
sprochenen Bewegungen  noch  andere  hinzutreten ,  so  will  ich 
als  Beispiel  zunächst  eine  Keimpflanze  von  Helianthus  annus 
wählen ,  deren  hypocotyles  Glied  sich  zu  derartigen  Versuchen 
sehr  gut  eignet. 

Lässt  man  einen  solchen  Keimling  eine  Zeit  lang  horizontal 
liegen,  bis  er  eine  schwache  Krümmung  zeigt  und  dreht  ihn 
dann  um  90®  so,  dass  nunmehr  die  Krümmungsebene  horizontal 
liegt,  so  kommt  nach  derselben  Zeitdauer  des  Versuches  eine 
geotropische  Krümmung  zu  Stande,  deren  Radius  dem  der  zuerst 
vorhandenen  gleich  sein  muss. 

Hat  man  nun  durch  andere  Versuche  bestimmt,  wie  stark 
die  Krümmung  an  geraden  Pflanzen  in  derselben  Zeit  wird ,  so 
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kann  man  nunmehr  sämmtliche  Veränderungen  nach  obigen 
Formeln  berechnen  und  zwar  unter  folgenden  Voraussetzungen : 
Nehmen  wir  an,  dass  in  einer  Strecke  von  etwa  20mm  das 
Längenwachsthum  sich  unter  ziemlich  gleichen  Verhaltnissen 
während  der  Dauer  des  Versuches  abspielt,  und  dass  zur  Voll- 
eDdung  der  inducirten  KrtLmmung  die  Pflanzen  direct  auf  den 
Rotationsapparat  gebracht  werden,  so  haben  wir  es  auf  der  be- 
treffenden am  lebhaftesten  wachsenden  StrcdiLe  von  20  mm  Länge 
mit  Krtlmmungen  zu  thun ,  die  man  ohne  grossen  Fehler  als 
kreisförmige  bezeichnen  kann.  Ist  das  Verhältniss  zwischen  der 
Länge  der  Ober-  und  Unterseite  bei  der  einfachen  Krümmung 
nach  einer  bestimmten  Zeit  etwa  wie  5 : 6  und  der  Durchmesser 
des  Organs  2mm,  so  wäre  der  gesuchte  Radius  [vergl.  [i]] 
gleich  14  mm,  daraus  berechnet  sich  der  Radius  der  resultiren* 
den  Krümmung  —  aus  (2)  —  auf  fast  8  mm.  Der  Neigungs- 
winkel der  neuen  Krümmung  gegen  die  Horizontale  würde,  da 
hierbei  die  Radien  f,  und  f„  gleich  sind,  45^  betragen.  Die 
scheinbare  Drehung  würde  für  einen  Quadranten  gleich  45^ 
sein,  d.  h.  es  würde  die  frühere  Unterseite  an  dem  um  90°  von 
dem  Anfang  entfernt  liegenden  Punkte  der  Krümmung  nach 
aussen  und  unten  gerichtet  sein. 

Wären  jedoch  die  beiden  Radien  q,  und  q„  nicht  gleich^ 
wäre  also  etwa  die  zweite  Krümmung  eine  stärkere  als  die  zu- 
erst vorhandene,  so  würde  sich  die  Sache  folgendermassen  ge- 
stalten :  Nehmen  wir  an,  q,  sei  gleich  4  4  mm ,  q„  gleich  9  mm,  so 
würde  der  Werlh  für  den  Radius  der  resultirenden  Krümmung 

Der  Neigungswinkel  a  wäre  gleich  ungefähr  54  ^  und  die 
scheinbare  Drehung  für  folgende  Werthe  von  ß:  40^  20«,  JO«, 
4Ö0,  50«,  eO^  700,  800  ungefähr:  0«  30',  40  45',  40,  7030', 
«2»30',  490,  280^  390;  flir  /9  «  90»  wäre  dieselbe  gleich 
540.  Wenn  auch  die  ganze  Berechnung  für  den  Versuch  nur 
ein  theoretisches  Interesse  gewährt,  so  giebt  sie  doch  immerhin 
ein  Bild  davon,  in  welcher  Weise  die  geotropischen  Krümmun^ 
gen  unter  gewissen  Umständen  die  Nutationsbewegungen  eines 
windenden  Sprossendes  modificiren  können  und  es  mögen  aus 
diesem  Grunde  die  rein  mathematischen  Darlegungen  ün  Tor- 
hergehenden, sowie  die  noch  folgenden,  die  ebenfalls  zur  exac- 
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ten  Behandlung  der  uns  hier  beschäftigenden  Probleme  unum- 
gänglich sind,  ihre  Entschuldigung  finden. 

Wir  haben  bisher  nur  den  speciellen  Fall  betrachtet,  in 
welchem  die  Krtlmmungsebene  des  Organs  senkrecht  zur  Rich- 
tung der  wirkenden  Kraft  lag,  es  erübrigt  nun  noch  auch  die- 
jenigen Fälle  zu  behandeln,  wo  die  Krttmmungsebene  schief  zur 
Yerticalen  oder  zur  Richtung  der  einfallenden  Lichtstrahlen 
orientirt  ist.  Es  werden  sich  dabei  die  Verhältnisse  wesentlich 
anders  gestalten  und  es  wird  aus  bestimmten;  gleich  näher  zu 
erörternden  Gründen  eine  solche  Vereinfachung  des  Problems, 
wie  wir  sie  in  ersterem  Falle  vornehmen  konnten,  nicht  möglich 
sein  und  deshalb  auch  eine  exacte  Behandlung  der  Frage  unter- 
bleiben müssen.  Gehen  wir  von  der  resultirenden  Krümmung 
aus,  die  durch  die  Einwirkung  des  negativen  Geotropismus  auf 
ein  in  horizontaler  Ebene  bogenförmig  gekrümmtes  Organ  ein- 
tritt, so  sehen  wir  sofort,  dass  die  jetzt  nach  unten  gekehrte 
Partie  eine  Curve  bildet,  welche  ähnlich  wie  eine  homodrome 
Schraubenlinie  um  das  betreffende  Organ  herumgeht.  Dasselbe 
ist  natürlich  auch  der  Fall,  wenn  die  Krümmung  gleich  von  An- 
fang an  so  Hegt,  dass  ihre  Ebene  schief  zur  Verticalen  steht.  Je 
nach  dem  Neigungswinkel  dieser  Ebene  gegen  die  HorizontaTe 
wird  4ie  nach  unten  gekehrte  Partie  eine  mehr  oder  weniger 
steile  um  das  Organ  aufsteigende  Curve  bilden;  ist  z.  B.  der 
Neigungswinkel  gleich  45^,  so  wird,  wenn  die  Krümmung  einen 
Halbkreis  darstellt,  jene  homodrom  verlaufende  Curve  gerade 
den  vierten  Theil  eines  Schraubenganges  beschreiben,  denn  die- 
jenige Längszone  des  Organs,  welche  an  dem  unteren  Ende  des 
Halbkreises  nach  unten  gekehrt  ist^  hat  am  oberen  Ende  des- 
selben genau  die  Richtung  nach  aussen.  Allgemein  lässt  sich 
der  Verlauf  dieser  Curve  aus  dem  oben  berechneten  Werthe  ftir 
b  [siehe  Gleichung  (5)]  ermitteln.  Von  weiterem  Interesse  ist 
für  uns  nur  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  an  den  einzelnen 
Punkten  der  Curve  mit  der  Horizontalen  bildet ,  denn  je  pach 
der  Neigung  der  einzelnen  Partieen  gegen  den  Horizont  wird 
auch  die  Stäriie  der  geotropischen  Krümmung  eine  verschiedene 
sein.  Dieser  Winkel  schwankt,  wie  eine  einfache  Betrachtung 
zeigt ;  zwischen  a  (Neigungswinkel  der  Krümmungsebene)  und 
90^.  Denn  an  dem  obersten  und  untersten  Punkte  der  Curve 
liegt  die  Tangente  horizontal,  und  in  der  Mitte  ist  dieselbe  um  a 
gegen  die  Horizontale  geneigt.  Für  jeden  Punkt  des  Kreises  lässt 
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sieh  dieser  Winkel  auf  folgende  Weise  berechnen.  Der  gesuchte 
Winkel  bildet  eine  Seite  eines  sphärischßn  Dreiecks ,  von  wel- 
chem folgende  Stücke  gegeben  sind,  bezw.  leicht  berechnet 
werden  können : 

a,  6,  C(s.Fig.  4). 

In  einer  körperlichen  Ecke,  deren  eine 
Kante   von   dem  nach    dem    betreffenden 
Punkte  gehenden  Radius,  deren  zweite  von 
der  in  diesem  Punkte  an  den  Kreis  gezoge- 
nen Tangente  und  deren  dritte  von  der  Ver- 
ticalen  gebildet  wird,  ist  diejenige  Seite, 
weiche  von  Radius  und  Tangente  eingeschlossen  wird   {b  in 
Fig.  4),  gleich  90^»  für  die  andere  Seite,  die  vom  Radius  und 
der  Verticalen  begrenzt  wird  (a  in  Fig.  4),  gilt  die  Gleichung : 
cos  o  s=s  —  sin  a  cos  ß,  *) 

Der  Winkel  (C),  welchen  diese  Seiten  mit  einander  ein- 
schliessen,  l8fsst  sich  auf  folgende  Weise  berechnen: 

^8  ^  —  liHy  •  ) 

Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Seite  c  die  Gleichung 

cos  c  SS  sin  o  sin  ß. 

Nun  ist  aber  c  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit 
der  Verticalen  bildet.  Nennen  wir  den  Winkel ,  welchen  die- 
selbe mit  der  Horizontalen  bildet,  y,  so  gilt  natürlich : 

sin  y  =  sin  a  sin  ß. 

Hieraus  ergibt  sich  für  /?  =  0^ 

sin  /  SS  0 


für  i?  =  90« 


sin  /  =  sm  a 
y  =  a; 

sin  y  =  0 
y  =  0°. 


*]  Genauere  Ausführung  dieser  Berechnungen  siehe  im  Anbange. 
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Hiermit  ist  nun  zwar  eine  exacte  Bestimmung  des  Winkels 
gegeben,  weichen  die  jeweilige  Tangente  mit  der  Horizontalen 
bildet,  aber  eine  genaue  Angabe  darüber,  wie  bei  der  verschie- 
denen Neigung  der  einzelnen  Partieen  gegen  den  Horizont  die 
Wirkung  der  Schwerkraft  sich  gestaltet,  ist  vorerst  nicht  mög- 
lich. Es  ist  jedoch  so  viel  von  vornherein  klar  und  auch  durch 
frühere  Angaben  bestätigt,  dass  bei  einem  orthotropen  Organ 
die  Schwerkraft  dann  am  stärksten  wirken  wird ,  wenn  dessen 
Längsachse  horizontal  liegt,  dass  femer  bei  schiefer  Lage  der- 
selben zum  Horizonte  eine  schwächere ,  bei  verticaler  Stellung 
überhaupt  keine  oder  nur  eine  sehr  geringe  hier  zu  vernach- 
lässigende Wirkung  stattfindet*).  Daraus  geht  hervor,  dass 
in  dem  vorliegenden  Falle  die  stärkste  Krümmung  an  den- 
jenigen Stellen  eintreten  wird ,  an  welchen  die  Tangente  hori- 
zontal liegt,  die  schwächste  dagegen  an  dem  Punkte,  an  welchem 
der  Neigungswinkel  der  Tangente  mit  dem  der  Krttmmungs- 
ebene  zusammenfällt;  es  wird  also  der  Radius  der  geotropischen 
Krümmung  im  ersten  Quadranten  zu-,  im  zweiten  abnehmen. 
Da  wir  jedoch  den  Verlauf  dieser  Zu-  und  Abnahme  rein 
mathematisch  nicht  bestimmen  können,  so  ist  auch  eine  exacte 
Betrachtung  der  dabei  eintretenden  Veränderungen  ausge- 
schlossen. 

Man  wird  dem  wahren  Sachverhalt  ziemlich  nahe  kommen, 
wenn  man  annimmt,  dass  diese  Zu- bezw.  Abnahme  der  geo- 
tropischen Wirkung  in  einer  gewissen  Zeiteinheit  proportional 
dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  erfolge;  aber  ich  stimme 
Sachs**)  vollkommen  bei,  wenn  er  betreffs  dieser  Frage  sich 
folgendermassen  äussert:  »Damit  ist  jedoch  nicht  gesagt,  dass 
die  krümmende  Wirkung  an  einem  gegebenen  geotropischen 
Organe  einfach  proportional  sei  dem  Werth  G  sin  y;***)  viel- 
mehr könnte  die  krümmende  Wirkung  rascher  oder  langsamer 
abnehmen  als  dieser  Werth. a 

Es  wird  überhaupt  schwer  sein,  derartige  Veränderungen, 

*)  Vergl.  Elfving,  Beiträge  zur  Kenntniss  der  physiol.  Einwirkung 
der  Schwerkraft  auf  die  Pflanzen,  Acta  Soc.  Scient.  Fenn.  T.  XII  und 
Schwarz,  Einfluss  der  Schwerkraft  auf  das  Längenwachsthum  der  Pflan- 
zen, Untersuchungen  des  Bot.  Inst,  zu  Tübingen  I.  Bd.  Heft  1 . 
**)  Arbeiten  d.  Bot.  Instituts  in  Würzburg  II.  Bd.  S.  240. 
«««]  y  bedeutet  hier  den  Winkel,  welchen  das  betreffende  Organ  mit 
der  Verlicalen  macht. 
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die  0Mt  der  Lage  zum  Horizont  bezw.  zu  der  Richtung  der  einfal- 
lenden Lichtstrahlen  verbunden  sind,  durch  eine  mathematische 
Formel  auszudrücken ,  denn  die  individuellen  Schwankungen, 
die  dabei  jedenfalls  in  Betracht  zu  ziehen  wären,  mttssten  jede 
allgemeine  Formel  unsicher  machen. 

Uebrigens  ISIsst  sich  für  unseren  Fall  immerhin  das  mit 
Sicherheit  behaupten,  dass  sich  bei  kurzer  Einwirkung  der 
Schwerkraft  folgende  Veränderungen  an  dem  vorhandenen  Kreis- 
bogen vollziehen  werden.  Nehmen  wir  an,  die  Krümmung  steile 
einen  Halbkeis  dar,  dessen  begrenzende  Radien. in  der  zur 
Krümidungsebene  senkrechten  Yerticalebene  liegen,  so  werden 
Id  diesem  Falle  an  den  oberen  und  unteren  Partieen  schwache 
Krümmungen  eintreten,  wahrend  die  mittleren  Partieen  fast  un- 
verändert bleiben.  Es  entsteht  in  Folge  dessen  eine  complicirte 
Raumcurve,  deren  mathematische  Discussion  aus  den  oben  an- 
gegebenen Gründen  unterbleiben  muss.  Man  kann  sich  jedoch 
leicht  eine  raumliche  Vorstellung  dieser  Curve  verschaffen,  wenn 
man  an  einem  bogenförmigen  BleirOhrchen  die  geschilderten 
Krümmungen  ausführt.  Es  gelangt  dabei  der  mittlere  Theil  in 
eine  fast  verticale  Stellung  und  die  obere  Partie  wird  in  der 
Weise  verändert,  dass  die  Concavität  der  Krümmung  annähernd 
nach  oben  zu  liegen  kommt.  Zugleich  wird  aber  die  Entfernung 
der  beiden  Endpunkte  des  früheren  Halbkreises  in  der  Hori- 
zontalprojection  eine  geringere,  so  dass  also,  wenn  zwischen 
denselben  eine  Stütze  sich  befände,  die  obere  Partie  an  jene 
angedrückt  werden  würde,  vorausgesetzt,  dass  der  untere  End- 
punkt der  Krümmung  an  derselben  Stelle  wie  früher  ver* 
bleibt. 

In  der  schon  mehrfach  erwähnten  vorläufigen  Mittheilung 
in  den  Her.  d.  Deutsch.  Bot.  Ges.  habe  ich  darauf  hingewiesen, 
dass  mit  dem  eben  angedeuteten  Verlauf  der  Krümmung  auch 
zugleich  eine  wirkliche  Torsion  und  zwar  eine  homodrome  ver- 
bunden sein  könne,  und  zwar  deshalb,  weil  die  am  stärksten 
wachsende  Zone  ähnlich  wie  eine  horoodrom  verlaufende  Schrau- 
benlinie um  das  betreffende  Organ  herumgehe.  Ich  habe  damals 
der  Einfachheit  halber  den  Ausdruck  »homodrome  Schrauben- 
linie« gewählt,  doch  ist  natürlich,  wie  aus  den  obigen  ErOrte- 
Hingen  sofort  hervorgeht,  jener  Ausdruck  nicht  ganz  richtig, 
denn  es  bildet  diese  Partie  in  der  That  eine  andere  Curve, 
deren  genaue  Discussion  zwar  möglich  ist,  aber  keine  weitere 
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Bedeutung  hat,  da  exacte  Folgerungen  daraus  doch  nicht  ge- 
wonnen werden  können. 

Der  Betrag  dieser  bomodromen  Torsion ,  wenn  eine  solche 
überhaupt  eintritt,  muss  jedoch  naturgemäss  ein  so  geringer 
sein ,  dass  er  für  unsere  Betrachtungen  von  gar  keiner  Bedeu- 
tung ist;  denn  die  wesentlichen  Veränderungen,  die  durch  den 
Geotropismus  hierbei  hervorgerufen  werden,  sind  Krümmungen 
in  verschiedenen  Ebenen.  Auch  habe  ich  schon  im  I.  Theil 
naher  dargelegt,  dass  jene  möglichen  Torsionen  durchaus  nichts 
zu  thun  haben  mit  den  starken  homodromen  Torsionen,  die  stets 
an  frei  nutirenden  Enden  windender  PQanzen  auftreten.  (Vergl. 
oben  S.  iS\  d.  Jahrgangs  4884,  Sitzung  vom  Nov.) 


Es  dürfte  nicht  überflüssig  erscheinen,  die  im  Vorstehenden 
ausführlich  wiedergegebenen  theoretischen  Betrachtungen  kurz 
zu  recapituliren. 

Zunächst  wurden  diejenigen  Veränderungen  eines  kreis* 
förmig  gekrümmten  Organs  erörtert,  welche  eintreten ,  wenn 
die  Krümmungsebene  horizontal  liegt ;  es  wurde  dabei  gezeigt, 
dass  in  Folge  des  negativen  Geotropismus  wiederum  eine  kreis- 
förmige Krümmung  entstehen  müsse,  deren  Radius  kleiner  und 
deren  Ebene  unter  einem  spitzen  Winkel  zur  Horizontalen  ge- 
neigt ist.  Es  wurden  femer  die  dabei  auftretenden  Verschie- 
bungen der  einzelnen  Querschnittscheiben ,  bezw.  die  schein- 
bare antidrome  Torsion  gegen  den  Horizont  genau  berechnet. 
Hiermit  war  jedoch  nur  eine  Klarlegung  derjenigen  Verände- 
rungen gegeben^  welche  nach  einer  gewissen  Zeit  in  der  Lage 
des  Organs  eintraten.  Sobald  jene  Veränderungen  vollzogen 
waren,  wurde  das  nun  vorliegende  Problem  —  die  weitere  Ein- 
wirkung der  Schwerkraft  in  demselben  Sinne  vorausgesetzt  — . 
ein  wesentlich  anderes.  Es  handelte  sich  jetzt  nicht  mehr  um 
ein  in  horizontaler  Ebene  gekrümmtes  Organ,  sondern  um  eines, 
dessen  Krümmung  zwar  gleichfalls  eine  kreisförmige,  dessen 
Krümmungsebene  aber  gegen  den  Horizont  geneigt  war.  Die 
Betrachtung  der  nunmehr  eintretenden  Veränderungen  konnte 
allerdings  aus  bestimmten  Gründen  nicht  mit  derselben  mathe- 
matischen Genauigkeit  wie  die  vorigen  ausgeführt  werden» 
immerhin  aber  wurde  gezeigt ,  dass  unter  diesen  Verhältnissen 
die  Längsachse  des  Organs  eine  complicirte  Raumcurve  bilde^ 
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bei  welcher  in  der  Horizonialprojection  die  Entfernung  der  End* 
pankte  des  ursprttnglich  vorhandenen  Halbkreises  eine  gerin- 
gere werde. 

Es  erttbrigi  nun  noch,  ähnliche  Untersuchungen  anzustellen 
fttr  die  beiden  Fälle ,  wo  die  ursprünglich  vorhandene  Krttm- 
muDg  eine  beliebige  ebene  Curve  oder  eine  Schraubenlinie  dar- 
stellt.  Dies  möge  im  folgenden  Paragraphen  geschehen. 


§2- 

Wirkung  des  Geotroptsmn»  an  gekrfiminten  Organen,  deren  Lftngs- 
tchgen  eine  beliebige  ebene  Cnnre  oder  eine  Sehranbenlinie  bilden. 

Nach  den  im  §  4  gegebenen  theoretischen  Erörterun- 
gen lässt  sich  ungefähr  eine  Vorstellung  gewinnen,  in  wei- 
cher Weise  die  Lage  eines  in  horizontaler  Ebene  kreisför- 
mig gekrümmten  wachsthumsfähigen  Intemodiums  in  Folge 
der  hinzukommenden  geotropischen  Krümmungen  verändert 
wird.  Es  ist  nun  selbstverständlich  und  im  Vorhergehen- 
den auch  schon  mehrfach  angedeutet,  dass  solche  rein 
theoretische  Erwägungen  nicht  sofort  auf  die  Vorgänge,  die 
sich  beim  Umwinden  einer  Stütze  abspielen ,  anwenden  las- 
sen; denn  die  gewonnenen  Resultate  beruhen  auf  ganz  be- 
stimmten Voraussetzungen,  welche  in  dieser  mathematischen 
Form  niemals  genau  den  thatsächlichen  Verhältnissen  in  der 
Pflanze  entsprechen.  Dieser  Umstand,  welcher  immer  eintritt, 
wenn  man  physiologische  Probleme  soweit  vereinfacht,  dass 
man  einer  Lösung  derselben  auf  mathematischem  Wege  näher 
zu  kommen  vermag,  darf  zwar  niemals  Veranlassung  sein,  die 
auf  jenem  Wege  gew^onnenen  Resultate  von  vornherein  als 
werthlos  zu  betrachten ,  wohl  aber  muss  er  stets  die  Veranlas- 
sung geben,  weitere  Untersuchungen  anzustellen  über  die  Frage. 
Sind  die  in  der  Pflanze  gegebenen,  von  jenen  Voraussetzungen 
abweichenden,  Verhältnisse  derart,  dass  sie  eine  wesentliche 
Aenderung  der  durch  exacte  Betrachtungen  erreichten  Resultate 
herbeiführen  können?  Müsste  man  diese  Frage  in  unserem  spe- 
ciellen  Falle  bejahen ,  dann  wären  allerdings  die  im  §  4  gege- 
benen Berechnungen  nichts  als  ein  unnützes  Spiel  mit  mathe- 
matischen Ausdrücken  und  ohne  jede  Bedeutung  für  die  Er- 
klärung der  beim  Winden  staltfindenden  Bewegungen.    Es  ist 
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also  vor  Allem  nachzuweisen^  dass  die  in  der  PflanEe  gegebenen 
Abweichungen  in  der  Thal  keine  wesentliche  Veränderung 
jener  theorelischen  Erwägungen  bedingen.  Was  als  das  Weseni- 
liehe  der  letzteren  zu  betrachten  ist,  habe  ich  am  Schlüsse  des 
vorigen  Paragraphen  zusammengestellt. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  zuerst  vorhandene  Krtlramung 
wohl  niemals  genau  einen  Kreisbogen,  sondern  eine  andere 
ebene  Curve  oder  auch  eine  Schraubenlinie  von  sehr  geringer 
Neigung  oder  schliesslich  irgend  eine  andere  der  letzteren  ähn- 
liche Raumcurve  darstellen  wird.  In  der  Mehrzahl  der  Fälle 
aber  wird  die  Abweichung  vom  Kreise  eine  so  geringe  sein, 
dass  die  oben  gefundenen  Werthe  für  den  Radius  der  resul- 
tirenden  Krümmung,  für  den  Neigungswinkel  der  KrUmmungs- 
ebene  und  für  die  scheinbare  Drehung  ohne  grossen  Fehler  ihre 
Gültigkeit  behalten  werden. 

Ganz  allgemein  betrachtet  wird  für  jede  ebene  €urve, 
deren  Krümmungsradius  nicht  constant  ist.  Folgendes  gelten. 
In  der  Gleichung : 

gibt  Q  das  Maass  der  hinzukommenden  geotropischen  Krümmung 
an,  Q,  dagegen  das  Maass  der  vorhandenen  Krümmung.  Ist  nuu 
die  letztere  ein  Kreis,  so  bleibt  natürlich  q,  constant,  ist  dieselbe 
aber  eine  andere  ebene  Curve,  so  wird  q,  variabel,  sofern  es  den 
Werth  des  Krümmungsradius  für  die  einzelnen  Punkte  der 
Curve  bezeichnet.  Es  ist  nun  erlaubt,  dass  man  jedes  kleinste 
Bogenelement  derselben  als  einen  Kreisbogen  betrachtet,  dessen 
Radius  gleich  dem  zugehörigen  Krümmungsradius  ist,  also  bei 
den  successiven  Bogenelementen  entweder  wächst  oder  alj- 
nimmt.  Lässt  man  in  jener  Gleichung  q,  sich  verändern,  so 
wird  sich  auch  der  Werth  für  q„  verändern  und  zwar  gleich- 
sinnig, d.  h.  wenn  (>,  abnimmt,  wird  auch  q,^  kleiner  werden, 
und  umgekehrt.  Ferner  geht  aus  der  oben  gefundenenen 
Gleichung. 

tg  o  «  I  (3) 

hervor,  dass  die  Krümmungsebenen  zweier  successiver  Bogen- 
elemente  der  resultirenden  Krümmung  verschiedene  Winkel 
mit  der  Horizontalebene  bilden,  denn  bei  constantem  q  wird 
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mit  wachsenden  q,  der  Winkel  a  grösser,  im  umgekehrten  Falle 
kleiner  werden.  Es  muss  demnach  die  entstehende  Curve  eine 
Raumcui*ve  sein ,  denn  je  zwei  successive  Krttmmungsebenen 
fallen  nicht  zusammen ,  sondern  bilden  einen  Winkel  mitein- 
ander. 

Wahrend  also  der  Werth  von  q„  ,  welcher  sich  für  jeden 
Punkt  einer  beliebigen  ebenen  Curve  leicht  berechnen  lässt, 
das  Maass  der  ersten  Krümmung  der  resultirenden  Raumcurve 
darstellt,  wttrde  jener  Winkel,  den  die  Krttmmungsebenen  zweier 
aufeinander  folgender  Bogenelemente  mit  einander  einschliessen, 
(las  Maass  der  zweiten  Krümmung  abgeben,  und  aus  diesen  bei* 
den  Werthen  könnte  die  Gleichung  der  Curve  selbst  erhalten 
werden. 

Es  würde  nun  vollkommen  überflüssig  sein,  diese  Berech- 
nungen, deren  Gang  im  Vorstehenden  allgemein  angedeutet 
wurde,  hier  wirklich  auszuführen,  denn  wir  würden  dadurch 
nichts  wesentlich  Anderes  erfahren,  als  was  sich  durch  folgende 
einfache  Ueberlegungen  ergibt. 

Aus  der  Gleichung  (21)  geht  sofort  hervor,  dass  p„  stets 
kleiner  als  q,  sein  muss ,  dass  also  die  resultirende  Curve  für 
jeden  Punkt  eine  stärkere  Krümmung  besitzt  als  die  zuerst  vor- 
handene; aus  Gleichung  (3)  ergibt  sich,  was  schon  oben  er- 
wähnt wurde,  dass  nämlich  der  Neigungswinkel  der  einzelnen 
Bogenelemente  der  resultirenden  Curve  gegen  den  Horizont  mit 
zunehmendem  ^,  wachsen,  mit  abnehmendem  q,  kleiner  werden 
wird ;  da  aber  die  Verschiebung  je  zweier  successiver  Bogen- 
elemente gegen  den  Horizont,  mit  anderen  Worten ;  die  schein- 
bare antidrome  Torsion,  von  der  Grösse  des  Winkels  a  abhängig 
ist,  so  muss  auch  diese  sich  gleichsinnig  mit  dem  Werthe  von  a 
bezw.  von  q,  verändern. 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich  für  unsere  Frage  das  wich- 
tige Resultat,  dass  bei  jeder  beliebigen  ebenen  Curve  unter  den 
gegebenen  Verhältnissen  im  Wesentlichen  ganz  ähnliche  Ver- 
änderungen eintreten  wie  beim  Kreise,  nur  entstehen  dabei 
nicht  wiederum  ebene  Curven,  sondern  solche  von  doppelter 
Krümmung.  Vielleicht  dürfte  ein  Beispiel  dazu  dienen,  dieses 
Resultat  etwas  anschaulicher  zu  machen. 

Die  Abweichungen  vom  Kreise  sind  bei  nutirenden  Spross- 
enden ,  die  durch  irgend  welche  Umstände  in  horizontale  läge 
gelangen,  gewöhnlich  derart,  dass  durch  Verschiedenheit  der 

10* 
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Wachsthumsintensität  eine  spiralige  Krümmung  entsteht.  Neh- 
men wir  also  an ,  die  gegebene  Krümmung  sei  eine  beliebige 
Spirale  und  deren  Gleichung  : 

80  lasst  sich  daraus,  in  hier  nicht  weiter  zu  erörternder  Weise, 
für  jeden  Punkt  der  Curve  der  Werth  für  ^f  berechnen.  Es 
liegt  nun  in  der  Natur  der  Spiralen,  dass  der  Werth  des  Krüm- 
mungsradius vom  Anfang  der  Spirale  an  entweder  stetig  zu- 
oder  abnimmt,  damit  ist  nothwendigerweise  verbunden,  dass 
bei  hinzukommender  geotropischer  Krümmung  sowohl  der  Win- 
kel a  stetig  zu-  oder  abnimmt,  als  auch  die  Quantität  der 
scheinbaren  antidromen  Torsion  eines  Organs,  dessen  Längs- 
achse jene  Curve  bildet,  im  gleichen  Sinne  wie  a  sich  ver- 
ändert. 

Man  kann  sich  die  Bewegungen,  die  dabei  ausgeführt  wer- 
den, auf  folgende  Weise  an  einem  Modell  klar  machen :  Man 
zeichnet  auf  Papier  irgend  eine  Spirale,  etwa  die  sog.  Archi- 
medische Spirale,  die  sich  leicht  construiren  lässt,  nebst  der 
dazu  gehörenden  Evolute ,  sodann  schneidet  man  das  von  bei- 
den Curven  begrenzte  Stück  Papier  aus  und  rollt  dasselbe  in 
der  Weise  zusammen,  dass  die  Biegung  immer  um  den  Krüm- 
mungsradius als  Achse  und  zwar  um  einen  constanten  Winkel 
erfolgt.  Man  erhält  dadurch  eine  Fläche,  die  von  zwei  Curven 
begrenzt  wird :  die  eine  ist  jene  Evolute,  die  andere  stellt  die- 
jenige Raumcurve  dar,  weiche  aus  der  früher  vorhandenen 
Spirale  durch  die  hinzugekommene  mechanische  Krümmung 
entstanden  ist.  Man  sieht  an  einem  solchen  Modell  sofort,  dass 
die  Krümmung  der  resultirenden  Curve  in  allen  Theilen  eine 
stärkere  ist,  und  dass  sie  allmälig  immer  steiler  aufsteigt,  d.  h. 
dass  die  Neigungswinkel,  die  ihre  successiven  Krümmungs- 
ebenen mit  dem  Horizont  bilden,  immer  mehr  sich  einem  Rech- 
ten nähern. 

Nachdem  im  Vorstehenden  gezeigt  worden  ist,  dass  bei 
anderen  ebenen  Curven,  die  hier  in  Betracht  kommen  konnten, 
wesentliche  Ahweicbungen  von  den  früher  unter  Zugrundelegung 
der  kreisförmigen  Krümmung  erhaltenen  Resultaten  nicht  ein- 
treten, möge  noch  kurz  der  Fall  erörtert  werden,  wo  nicht 
eine  ebene  Curve ,  sondern  eine  Schraubenlinie  vorliegt.  £s 
kann  aus  gleich  zu  erörternden  Gründen  hier  nur  der  specielle 
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Fall  Interesse  gewahren,  in  welchem  die  Achse  der  Schrauben- 
linie vertical  steht.  Es  ist  nämlich  nur  unter  dieser  letzteren 
Voraussetzung  eine  exacte  Betrachtung  möglich  ^  denn  nur  so 
bildet  jeder  Theil  der  Schraubenlinie  mit  der  Horizontalen  den- 
selben Winkel  und  es  wird  deshalb  die  Wirkung  des  Geotro- 
pismus auch  in  allen  Theilen  eine  gleichmassige  sein;  aller- 
dings nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Empfindlichkeit 
gegen  die  Einwirkung  der  Schwerkraft  auch  überall  die 
gleiche  ist. 

Einige  einfache  Ueberlegungen  zeigen,  welcher  Art  die 
Veränderungen  sind,  die  unter  diesen  Umstanden  eintreten 
müssen.  Zunächst  ist  klar,  dass  die  resultirende  Curve  wiede- 
rum eine  Schraubenlinie  sein  wird,  denn  die  Constanz  der  bei- 
den Krümmungsradien  wird  durch  die  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft nicht  geändert.  Wohl  aber  werden  diese  beiden  Radien 
kleiner  werden,  denn  die  geotropische  Krümmung  bedingt  zu- 
nächst, dass  der  Radius  der  zweiten  Krümmung  kleiner  wird, 
damit  ist  aber  nothwendigerweise  auch  ein  Kleinerwerden  des 
Radius  der  ersten  Krümmung  verbunden. 

Die  resultirende  Schraubenlinie  wird  demnach  engere  Win- 
dungen haben  als  die  zuerst  vorhandene.  Ausserdem  wird  die 
Achse  derselben  schief  gegen  den  Horizont  geneigt  sein  und  der 
Cylinder,  auf  welchem  sie  verlauft,  wird  einen  kleineren  Radius 
besitzen  als  derjenige ,  auf  welchem  die  ursprüngliche  Curve 
verlief. 

Ist  die  Schraubenlinie  von  sehr  geringer  Neigung,  so  kann 
man  ohne  grossen  Fehler  die  oben  für  den  Kreis  und  andere 
ebene  Curven  gegebenen  Betrachtungen  anwenden.  Hat  man 
es  dagegen  mit  den  obersten  noch  wachsthumsfahigen  Interno- 
dien  zu  thun,  welche  bereits  Schraubenwindungen  um  die 
Stütze  gebildet  haben ,  so  erfordern  die  Verhaltnisse  eine  be- 
sondere Betrachtung.  Es  würde  hier  zu  weit  führen,  wollte 
ich  in  ahnlicher  Weise,  wie  dies  für  den  Kreis  geschehen,  die 
Berechnungen  für  die  Schraubenlinie  allgemein  durchführen ; 
es  mögen  deshalb  obige  Andeutungen  über  die  Veränderungen 
der  Krümmungsradien  und  die  Lage  des  Cylinders  genügen. 
Man  kann  sich  von  deren  Richtigkeit  sehr  leicht  an  einem  Mo- 
dell aus  Bleidraht  oder  auch  an  einer  windenden  Pflanze  direct 
überzeugen,  wenn  man  die  obersten  Windungen  von  der  Stütze 
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sorgfaltig  ablöst.     Man  bemerkt  dann  sofort,  dass  jene  Verän- 
derungen eintreten.  ' 

Für  die  Mechanik  des  Windens  ist  dieser  letztere  Fall  von 
geringerer  Bedeutung,  denn  es  handelt  sich  dabei  um  fast  fer- 
tige Windungen. 

Hiermit  seien  die  theoretischen  Erörtarungen  über  den 
Einfluss  des  negativen  Geotropismus  auf  bereits  gekrümmte 
Organe  abgeschlossen. 

Allerdings  konnten  —  wie  dies  bei  einer  exacten  Behandlung 
der  vorliegenden  Frage  nicht  anders  möglich  war  —  nur  die 
einfachsten  Fälle  Berücksichtigung  finden,  immerhin  aber  glaube 
ich ,  dass  die  im  Vorstehenden  gewonnenen  Resultate  es  ermög- 
lichen, auch  von  den  complicirteren  Bewegungen ,  wie  sie  ein 
windender  Spross  ausführt,  eine  klarere  Vorstellung  zu  gewin- 
nen, als  dies  durch  die  blosse  Beobachtung  und  Beschreibung 
jener  Vorgänge  erreicht  werden  konnte.  Denn  es  ist  zweifellos, 
dass  ein  richtiges  Verständniss  der  Nutationsbewegungen  nur 
dann  möglich  wird,  wenn  die  verschiedenen  Torsionserschei- 
nungen und  vor  Allem  ihre  rein  geometrischen  Beziehungen  zu 
den  auftretenden  Krümmungen  in  exaeter  Weise  betrachtet  wer- 
den. Wie  nothwendig  eine  solche  Untersuchung  ist,  das  zeigen 
am  besten  die  kritischen  Bemerkungen  im  I.  Theile  der  vorlie- 
genden Arbeit ;  denn  wir  sahen  dort,  dass  gerade  über  diese 
Fragen  die  merkwürdigsten  Anschauungen  von  den  verschie- 
denen Forschern ,  die  sich  mit  dem  Winden  der  Pflanzen  be- 
schäftigten, geäussert  w^orden  sind.  Nur  ScHi^-ENDEPrEE  hat,  wie 
in  manchen  anderen  Dingen,  auch  hier  zuerst  eine  solche  exaete 
Betrachtungsweise  angebahnt;  er  hat  jedoch  nur  diejenigen 
Torsionserscheinungen  erörtert,  welche  mit  der  schraubeniini- 
gen  Krümmung  eines  cylindrischen  Organs  im  Zusammenhange 
stehen  und  diejenigen,  welche  durch  den  Widerstand,  den  die 
Stütze  den  Bewegungen  des  Sprosses  entgegensetzt,  bedingt 
werden.  Die  Bedeutung  des  Geotropismus  hat  ScHWEifnixER 
zwar  im  Allgemeinen  richtig  erkannt,  aber  der  Versuch,  welcher 
seiner  Anschauung  nach  jenen  Einfluss  beweisen  sollte,  hat 
durch  die  Untersuchungen  Baranetzky's  seine  Beweiskraft  ver- 
loren. Es  musste  demnach  auf  einem  anderen  W^ege  der  Nach- 
weis geführt  werden,  dass  der  negative  Geotropismus  ein  inte- 
grirender  Factor  bei   dem  Zustandekommen  von   Schrauben- 
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Windungen  sei.  Dass  durch  den  Einfluss  der  Schwerkraft  die 
NutatioDsbewegungen  unter  gewissen  Umständen  bedeutend 
inodificirt  werden  können ,  das  war  von  vornherein  klar  und 
auch  Baranbtekt  erkannte  dies  hei  seinen  Versuchen  sofort ;  aber 
er  ging  zu  weit ,  wenn  er  nun  auf  Grund  dieser  Versuche  die 
Annahme  machte^  dass  bei  horizontaler  Lage  des  Sprosses  nicht 
mehr  die  normale  Circumnutation  stattfinde,  sondern  an  Stelle 
dieser  die  sog.  y> transversale  Krümmung m  eintrete«  Hatte  sich 
Baraiietzky  für  diesen  speciellen  Fall  das  Zusammenwirken 
der  geotropischen  und  NutationskrUmmungen  vollständig  klar 
gemacht,  so  würde  er  nicht  genöthigt  gewesen  sein,  jene  eigen- 
thümliche  Krümmung  als  etwas  Besonderes  hinzustellen. 

Das,  was  er  »transversale  Krümmung«  nennt,  bedeutet  in 
der  That  nichts  Anderes,  als  die  aus  dem  Zusammenwirken  von 
Geotropismus  und  Nutati on  resultirenden  Bewegungen.  Um 
den  Beweis  für  diese  Behauptung  zu  erbringen,  waren  zunächst 
die  oben  gegebenen  mathematischen  Betrachtungen  unbedingt 
nothwendig.  Es  wird  nun  weiterhin  zu  erditern  sein,  in  wel- 
cher Weise  diese  resultirenden  Bewegungen  in  der  Pflanze  sich 
darstellen  und  welche  Rolle  sie  beim  Umwinden  einer  Stütze 
spielen. 

§3. 
Zusammenwirken  ron  Nntation  und  negratirem  Oeotroplsmus. 

Wenn  das  nutirende  Sprossende  aufrecht  steht,  so  werden 
die  Bewegungen  in  der  allbekannten  Weise  ausgeführt.  Die 
Spitze  beschreibt  im  Verlaufe  eines  Nutationsumganges  annäh- 
ernd einen  Kreis ,  dessen  Mittelpunkt  in  die  Verlängerung  der 
Längsachse  des  verticalstehenden  Stengels  fällt.  Hierbei  bleibt 
also  jede  Längszone  ungefähr  gleich  lange  nach  unten  gekehrt, 
vorausgesetzt,  dass  die  Nutation  gleichmässig  verlaufe ;  es  kann 
deshalb  eine  Veränderung  der  Bewegungen  durch  den  negativen 
Geotropismus  nicht  herbeigeführt  werden ;  denn  die  W^irkun- 
gen ,  die  auf  jede  Längszone  durch  den  letzteren  gleichmässig 
ausgeübt  werden,  müssen  sich  gegenseitig  aufheben. 

Ganz  anders  wird  sich  dagegen  die  Sache  verhalten,  wenn 
die  Bewegungen  der  obersten  Partieen  nicht  um  eine  verticale, 
sondern  um  eine  horizontale  oder  gegen  den  Horizont  geneigte 
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Achse  erfolgen.  Hierbei  kann  die  Wirkung  des  negativen  Geo- 
tropismus nicht  auf  allen  Längszonen  eine  gleicbmässige  sein ; 
es  mtlssen  deshalb  zu  den  Nutationskrttramungen  noch  geotro- 
pische  hinzukommen.  Je  nach  der  Lage  jener  Achse  werden 
die  letzteren  jedoch  verschieden  sein.  Nehmen  wir  zunächst 
den  einfachsten  Fall ,  nämlich  denjenigen ,  in  welchem  die 
Längsachse  des  Stengels  horizontal  liegt. 

Bringt  man  ein  nutirendes  Sprossende,  das  bisher  aufrecht 
stand,  also  symmetrische  Nutationsbewegungen  ausführte,  in 
horizontale  Lage,  so  ist  nun  zunächst  nicht  ganz  gleichgültig, 
welche  Stellung  die  augenblickliche  Nutationskrümmung  gegen 
den  Horizont  einnimmt. 

Es  sind  demnach  mehrere  Möglichkeiten  zu  berücksich- 
tigen. Zunächst  möge  der  specielle  Fall  betrachtet  werden, 
in  welchem  die  Krümmungsebene  vertical  steht  und  die  Con- 
cavität  der  Krümmung  nach  oben  gerichtet  ist.  Wird  in  dieser 
Lage  das  nutirende  Sprossende  an  einem  nicht  zu  weit  von  der 
Spitze  entfernt  liegenden  Punkte  in  irgend  einer  Weise  be- 
festigt, so  dass  die  Bew^egungen  der  weiter  rückwärts  liegenden 
Partie  des  Stengels  keinen  Einfluss  auf  die  Lagenverändenmgen 
der  freien  Internodien  ausüben  können  und  das  Eigengewicht 
der  letzteren  nicht  gerade  störend  einwirken  kann ,  so  lassen 
sich  bei  lebhaft  wachsenden  Pflanzen  während  eines  Nuta* 
tionsumganges  folgende  Bewegungen  beobachten. 

Es  möge  bei  der  Beschreibung  derselben  gestattet  sein, 
jeden  \  Umlauf  der  Nutation,  also  die  Zeit,  in  welcher  das  släi^ 
kere  Ausdehnungsbestreben  um  90^  fortwandert,  als  eine  Phase 
der  Nutation  zu  bezeichnen.  Bakanetzky  hat  diese  Bezeichnung 
ebenfalls  gebraucht  und  es  dient  dieselbe  jedenfalls  dazu,  die 
Darstellung  zu  erleichtern.  Geht  man  von  jener  Stellung  als 
Anfangspunkt  aus,  so  wird  nach  Verlauf  der  ersten  Phase  eine 
antidrome  Krümmung  eintreten.  Da  aber  während  dieser  Zeit 
von  etwa  \  oder  |  Stunde  in  der  dem  Befestigungspunkte  am 
nächsten  liegenden  Partie  (a — b  siehe  nebenstehende  Figur  5) 
dieselbe  Längszone  nach  unten  gekehrt  bleibt,  so  wird  bereits 
während  dieser  ersten  Nutationsphase  in  jener  Partie  eine 
schwache  geotropische  Krümmung  wenigstens  inducirt  werden. 
In  der  nun  folgenden  zweiten  Phase  wandert  allmälig  das  stär- 
kere Ausdehnungsbestreben  auf  die  Oberseite  und  es  würde 
dadurch  eine  Krümmung  hervorgerufen  werden,  deren  Con- 
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cavitöt  nach  unten  gekehrt  ist.  Diese  Krtlmmung  mttsste  nach 
Ablauf  der  zweiten  Nutationsphase  auftreten.  Nun  ist  aber 
bereits  während  der  ersten 
Phase  in  der  Strecke  a — b 
eine  geotropische  Krttmorang 
indacirt  worden  und  diese 
Strecke  ist  auch  während  der 
zweiten  Phase  annähernd  in 
derselben  Lag3  geblieben, 
wenigstens  insofern,  als  fast 
immer  dieselbe  Längszone 
nach  unten  gerichtet  war ;  es 
muss  deshalb  nunmehr  be- 
reits eine  ziemlich  bedeu- 
tende negativ  geotropische 
Krümmung  sich  bemerkbar 
machen.  Dieselbe  findet  aber 
in  entgegengesetztem  Sinne 

statt  wie  die  Nutationskrttmmung,  es  müssen  demnach  die  bei- 
den Krümmungen  sich  entweder  gegenseitig  aufheben  oder  eine 
die  andere  überwiegen.  Das  bis  jetzt  Gesagte  besieht  sich  je- 
doch nur  auf  die  Partie  a — 6.  Betrachtet  man  auch  die  Bewe- 
gungen, welche  die  Partie'en  b — c  und  c — d  während  der  ersten 
beiden  Phasen  ausführen,  so  ergibt  sich,  dass  die  erstere  (b — c) 
im  Anfange  des  Versuchs  in  jedem  ihrer  Punkte  einen  geringen 
Winkel  mit  der  Verticalen  bildet ,  der  in  einem  Punkte  sogar 
gleich  0^  ist.  Es  kann  demnach  auch  die  Einwirkung  der 
Schwerkraft  auf  diese  Partie  fast  gleich  Null  gesetzt  werden. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der  Partie  c— d;  diese  verändert 
ihre  Lage  während  der  ersten  Phase  in  der  Weise,  dass  am 
Schlüsse  derselben  eine  Längszone  nach  unten  gekehrt  ist, 
welche  von  derjenigen,  die  am  Anfang  des  Versuchs  jene  Lage 
einnahm,  um  90<^  entfernt  ist.  Während  des  Verlaufs  der  ersten 
Phase  kann  also  in  der  Strecke  b — d  kaum  eine  geotropische 
Krümmung  inducirt  werden  und  dasselbe  gilt  auch  im  Wesent- 
lichen für  die  zweite  Phase.  Allerdings  ist  am  Schlüsse  der 
ersten  Phase  und  auch  schon  in  den  letzten  Stadien  derselben 
fast  dieselbe  Längszone  auf  der  ganzen  Ausdehnung  von  o — d 
nach  unten  gekehrt  und  dasselbe  6ndet  auch  noch  am  Anfange 
der  zweiten  Phase  statt,  so  dass  auf  dieser  Partie  wohl  eine 
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schwache  KrUmmung  durch  die  Einwirkung  der  Schwerkraft 
inducirt  werden  kann  ;  aber  dieser  Umstand  kann  die  Form  der 
am  Schlüsse  der  zweiten  Phase  vorhandenen  Krümmung  nur 
insofern  modificiren,  als  dadurch  nicht  blos  in  der  Partie  a — b 
eine  AufwärtskrUmmung  erfolgt,  sondern  auch  in  b — d  eine 
schw^ache  geotropische  Krümmung  der  Nutationskrtimmung  ent- 
gegenwirkt. 

Der  Yoliständigkeit  halber  sei  noch  erwähnt,  dass  während 
der  zweiten  Nutationsphase  die  Bewegungen  nicht  mehr  als 
reine  NutationskrUmmungen  zu  betrachten  sind,  denn  wahrend 
des  Zeitraumes  von  etwa  einer  Stunde  muss  natürlich  die  Partie 
a — 6  bereits  eine  geotropische  Aufwärtskrümmung  zeigen.  Es 
muss  demnach  während  dieser  Phase  die  Lage  der  Krümmungs- 
ebene in  der  Partie  b — d  schon  etwas  durch  die  scheinbare 
Torsion,  die  während  dieser  Zeit  nach  den  obigen  theoretischen 
Erörterungen  als  eine  homodrome  sich  darstellt,  —  denn  sie 
findet  ja  an  einer  antidromen  Krümmung  statt,  —  niodificirt 
werden.  In  welcher  Weise  diese  Aenderung  erfolgt,  braucht 
hier  nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden,  da  man  sowohl  durch 
eine  einfache  Ueberlegung  als  auch  durch  das  Experiment  leicht 
eine  Vorstellung  davon  gewinnen  kann.  Im  üebrigen  ist  diese 
Veränderung  für  unsere  Frage  von  nebensächlicher  Bedeutung. 

Eine  eingehendere  Betrachtung  erfordert  die  Form  der 
Krümmung,  die  am  Schlüsse  der  zweiten  Phase  eintreten  muss. 
Wie  schon  erwähnt,  kann  a  priori  diese  Krümmung  in  der  Partie 
o — b  in  dreierlei  Weise  sich  gestalten :  entweder  heben  sich 
Nutations-  und  geotropische  Krümmung  gegenseitig  auf,  wenn 
die  Kiilmmungsradien  einander  gleich  sind,  oder  die  eine  über- 
wiegt die  andere.  Der  erstere  Fall  dürfte  wohl  kaum  eintreten, 
wenigstens  habe  ich  bei  meinen  Versuchen  niemals  eine  voll- 
ständig horizontale  Lage  der  Partie  a — b  beobachten  können; 
auch  die  Versuche  Baranetzky's  weisen  keinen  derartigen  Fall 
auf.  Es  muss  also  immer  der  Radius  der  einen  Krümmung 
grösser  sein  als  der  der  andern  und  zwar  ist  immer,  wenig- 
stens in  der  dem  Befestigungspunkte  am  nächsten  liegenden 
Partie  der  Strecke  a — b,  der  Radius  der  Nutationskrümmung 
grösser  als  der  der  geotropischen,  d.  h.  mit  anderen  Worten: 
es  kommt  eine  resultirende  Krümmung  zu  Stande ,  deren  C2on- 
cavität  nach  oben  gekehrt  ist.  Dies  habe  ich  stets  durch  das 
Experiment  bestätigt  gefunden  und  die  BARANETZKY^schen  Ver- 
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suche  beweisen  ebenfalls,  dass  die  geotropische  Krümmung  die 
Nuiationskrümmung  überwiegt.  (V^ergl.  Fig.  2  und  3  S.  46  und 
47  der  cit.  Abhandlung.)  In  den  Strecken  b — d  und  vielleicht 
auch  noch  in  der  weiter  von  dem  Befestigungspunkte  entfernten 
Partie  der  Strecke  a — b  wird  aus  naheliegenden  Gründen  der 
umgekehrte  Fall  eintreten,  es  muss  also  hier  die  Concavität  der 
resultirenden  Krümmung  nach  unten  gekehrt  sein,  denn  hier 
ist  der  Radius  der  geotropischen  Krümmung  jedenfalls  grösser 
als  der  der  Nutationskrttmmung.  Daraus  geht  hervor,  dass  jetzt 
das  ganze  frei  nutirende  Sprossende  eine  Krümmung  besitzt, 
die  annähernd  die  Form  einer  Wellenlinie  zeigt.  Dabei  wird 
aber  die  obere  Partie  [b — d),  deren  Goncavitfit  nach  unten  ge- 
kJBhrt  ist ,  nicht  die  volle  Nutationskrümmung  darstellen,  son- 
dern eine  etwas  flachere  Krümmung,  weil  die,  wenn  auch 
schwache  geotropische  Krümmung  im  entgegengesetzten  Sinne 
wirkt. 

Betrachtet  man  nun  unter  Berücksichtigung  des  eben  Ge- 
sagten die  Lage  der  einzelnen  Längszonen  zum  Horizont  am 
Schlüsse  der  zweiten  Phase,  so  leuchtet  sofort  ein,  dass  diejenige 
Zone,  welche  bei  Anfang  des  Versuches  auf  der  Convexität  der 
Krümmung  lag,  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nunmehr  nach 
unten  gekehrt  ist ,  wobei  allerdings  die  einzelnen  Partieen  der- 
selben verschiedene  Winkel  mit  der  Verticalen  einschliessen. 
Durch  diesen  letzteren  Umstand  wird  wieder  eine  verschiedene 
Einwirkung  des  negativen  Geotropismus  bedingt;  doch  kann 
diese  Verschiedenheit  ohne  grosse  Fehler  vernachlässigt  werden, 
da  mit  Ausnahme  der  zunächst  der  Spitze  liegenden  Partieen 
jener  Winkel  keine  bedeutenden  Schwankungen  erfährt.  Man 
kann  also  die  geotropische  Krümmung ,  welche  jetzt  inducirt 
werden  muss,  als  eine  in  fast  allen  Partieen  annähernd  gleiche 
betrachten. 

Dies  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Bewegungen ,  welche  in 
den  beiden  folgenden  Phasen  angeführt  werden.  Vergegenwär- 
tigen wir  uns  vorerst  die  Veränderungen ,  die  bei  abermaligem 
Fortschreiten  der  Nutation  um  90° ,  also  in  der  dritten  Phase, 
stattfinden,  so  ist  zunächst  so  viel  klar^  dass  die  Krümmung  in 
allen  Theilen  der  Sprossendes  allmälig  wieder  stärker  werden 
muss,  denn  nunmehr  wirken  ja  Nutation  und  negativer  Geotro- 
pismus nicht  mehr  in  diametral  entgegengesetzter  Richtung. 
Die  resultirende  Krümmung  wird  aber  sehr  bald  schief  nach 
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obeD  gerichtet  sein  und  zwar  noch  vor  Ablauf  der  dritten  Phase, 
denn  es  ist  jetzt  in  allen  Theilen  eine  ansehnliche  geotropische 
Krümmung  vorbanden,  am  stärksten  ist  dieselbe  offenbar  in  der 
Strecke  o — 6.  Es  tritt  demnach  jetzt  der  Fall  ein ,  welcher  in 
§  4  einer  ausführlichen  exacten  Betrachtung  unterworfen  wor- 
den ist.  Denn  beim  Abschiuss  der  dritten  Phase  ist  die  früher 
nach  unten  gekehrte  Lttngszone  in  der  Strecke  b — c  theilweise 
nach  aussen  und  in  der  Strecke  c — d  sogar  schief  nach  oben  ge- 
richtet, es  ist  also  eine  erhebliche  scheinbare  antidrome  Torsion 
vorhanden. 

Diese  antidrome  Torsion,  die  an  frei  nutirenden  Spross- 
enden unter  den  oben  geschilderten  Umständen  stets  auftritt, 
erfordert  eine  eingehendere  Besprechung,  wxil  sie  in  verschie- 
denen Theorieen ,  welche  über  die  Mechanik  des  Windens  auf- 
gestellt worden  sind,  eine  wichtige  Rolle  spielt.  Ihr  Zustande- 
kommen ist  in  verschiedener  Weise  erklärt  worden.  De  \riks 
glaubte ,  dass  es  das  Eigengewicht  der  Spitze  sei ,  welche  die 
Erscheinung  bedinge ;  er  nahm  also  an ,  dass  es  eine  wirklicke 
Torsion  sei,  also  eine  Verschiebung  der  einzelnen  Querschnitts- 
scheiben  gegen  einander.  Er  sah  weiterhin  in  dieser  Torsion 
einen  Factor,  der  beim  Vorgänge  des  Windens  einen  hervor- 
ragenden Einfluss  ausübe,  denn  nach  seiner  Ansicht' bewirkt 
dieselbe,  dass  die  Krümmung  der  oberen  Internodien  fortwäh- 
rend ihre  Concavität  der  Stütze  zukehre.  Ganz  abgesehen  von 
dem  hohen  Betrage  der  antidromen  Torsion,  welcher  dabei  auf- 
treten müsste  und  der  in  Wirklichkeit  nicht  vorhanden  ist, 
konnte  diese  Anschauung  nicht  aufrecht  erhalten  werden,  nach- 
dem ScHWBNDBNBR  durch  Goutrebalancirung  der  Spitze  gezeigt 
hatte ,  dass  das  Gewicht  derselben  für  die  Bildung  von  Schrau- 
benwindungen gänzlich  belanglos  sei.  Dieses  Ergebniss  der 
Versuche  Schwendenbr^s  wurde  von  Baranetzky  und  Kohl  be« 
stätigt,  der  erstere  wies  überdies  nach,  dass  bei  ähnlicher  Ver- 
suchsstellung trotzdem  antidrome  Torsionen  auftreten.  DieThat- 
sache  ist  auch  vollkommen  richtig ,  wie  aus  dem  oben  Gesagten 
hervorgeht  und  wie  jeder  Versuch  sofort  bestätigt.  Baranbtzkt 
versucht  auch  eine  Erklärung  für  diesen  Vorgang  zu  geben, 
doch  ist  mir  dieselbe  nicht  ganz  verständlich.  Er  sagt  S.  49 
seiner  Arbeit : 

»ScHWENDBifBR  hat  iu  sciuer  citirten  Abhandlung  gezeigt, 
dass  jede  spiralförmige  [schraubenlinige]  Krümmung  eines  cylin- 
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drisehen  Stabes  nothwendig  von  einer  antidromen  (scheinbarem 
Torsion  begleitet  wird,  und  es  muss  somit  die  zu  beobachtende 
Torsion  einer  sich  krümmenden  Stengelspitze  zum  grtfssten  Theile 
eben  diesem  Umstände  zugeschrieben  werden.  Nach  der  Theorie 
muss  aber  diese  scheinbare  Torsion  mit  der  Steilheit  der  Spirale 
sich  vergrössem.« 

Dies  ist  zwar  nicht  ganz  zutreffend ,  denn  schraubenlinige 
und  kreisförmige  Krümmung  lassen  sich  in  dieser  Beziehung 
nicht  unmittelbar  vergleichen;  immerhin  muss  zugegeben  wer- 
den, dass  die  oben  im  ersten  Theile  gegebenen  Erörterungen 
betreffs  der  scheinbaren  antidromen  Torsion  in  gewisser  Hin- 
sieht Aehnlichkeit  haben  mit  den  Berechnungen,  welche  ScHwsif- 
MNKii  für  die  schraubenlinige  Krümmung  eines  cylindrischen 
Stabes  angestellt  hat.  Au  das  eben  gegebene  Citat  schliesst  sich 
sodann  folgende  Bemerkung  an : 

DBeachtet  man  nun  die  erste  entstehende  Windung,  hei 
deren  Bildung  die  Torsion  doch  am  stärksten  hervortritt  —  so 
findet  man  nicht  selten  bei  einer  flachen  Spirale  eine  so  bedeutende 
Drehung,  wie  eine  solche  auch  bei  steileren  Spiralen  nicht  jedes- 
mal zu  beobachten  ist.  —  Auf  die  Ursache  dieser  Erscheinung 
werde  ich  unten  zurückkommen  «  Hierbei  vermengt  er  zwei 
ganz  verschiedene  Dinge;  er  spricht  von  Windungen,  solche 
können  aber  doch  dabei  gar  nicht  in  Frage  kommen,  denn  es 
handelt  sich  hier  um  frei  nutirende  Sprossenden,  und  jene  Tor- 
sionen, welche  beim  Winden  auftreten,  sind  wesentlich  anderer 
Natur  und  auch  ganz  anderen  Ursprungs.  Der  letzte  Satz  des 
Citats  lasst  zwar  vermuthen ,  dass  auf  den  nächsten  Seiten  eine 
Erklärung  folgen  werde,  doch  habe  ich  eine  solche  nicht  finden 
können;  ich  kann  in  Betreff  der  auf  S.  49 — 51  gemachten  wei- 
teren Bemerkungen  nur  auf  den  ersten  Theil  dieser  Schrift 
S.  454  und  455  verweisen. 

ScHWENDBXER  hat  in  seiner  Abhandlung  über  das  Winden 
jene  scheinbare  Torsion  nicht  berücksichtigt,  ihre  Beziehungen  zu 
der  Einwirkung  des  Geotropismus  auf  die  Nutationskrümmungen 
waren  ihm  unbekannt,  denn  er  glaubte  durch  die  Rotations- 
versuche bewiesen  zu  haben ,  dass  der  negative  Geotropismus 
für  das  Winden  nothwendig  und  dass  diese  Mitwirkung  vor 
Allem  in  der  Verstärkung  der  durch  die  Nutation  hervorgeru- 
fenen Greifbewegung  zu  suchen  sei.  Etwaige  anlidrome  Torsio- 
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nen,  die  an  den  frei  nutirenden  Sprossenden  auftraten,  schrieb 
er  dem  Einflüsse  des  Eigengewichts  der  Spitze  zu. 

Kohl  ,  welcher  über  die  Bedeutung  des  negativen  Geotro* 
pismus  für  die  Nutation  und  das  Winden  überhaupt  keine  be- 
stimmte Anschauung  ausgesprochen  hat,  Hess  natürlich  auch 
jene  Torsion  vollkommen  ausser  Acht. 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  wieder  zu  unserem 
Versuche  zurück,  so  ist  klar,  dass  die  scheinbare  antidrome 
Torsion,  welche  schon  im  Verlaufe  der  dritten  Phase  eintritt, 
nach  Abschluss  derselben  und  im  Anfange  der  vierten  Ptiase 
sich  noch  etwas  verstärken  muss,  denn  fortwährend  wirken 
während  dieser  die  Nutationskrümmung  und  die  bereits  vor- 
handene geotropische  zusammen.  Wenn  auch  nur  Verhältnisse 
massig  kurze  Zeit  jene  Bedingungen  annähernd  erfüllt  sind,  die 
bei  der  theoretischen  Betrachtung  in  §  1  und  2  massgebend 
waren,  so  ist  doch  das  Endresultat  dieses  Zusammenwirkens  im 
Wesentlichen  mit  den  auf  deductivem  Wege  gewonnenen  Ergeb- 
nissen in  Uebereinstimmung.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist 
nun  die  Erörterung  der  Frage,  wie  die  weitere  Einwirkung  des 
negativen  Geotropismus  während  dieses  Zeitraumes  von  etwa 
einer  Stunde,  in  welchem  jene  scheinbare  antidrome  Torsion 
auftritt,  sich  gestalten  wird.  Denn  es  ist  einleuchtend,  dass 
nach  Abschluss  der  vierten  Phase  nicht  wieder  diejenige  .Form 
der  Krümmung  erreicht  werden  kann,  die  bei  Anfang  des  Ver- 
suchs vorhanden  war. 

Diese  Frage  lässt  sich  ebenfalls  nur  an  der  Hand  jener  theo- 
retischen Betrachtungen  mit  Sicherheit  entscheiden^  und  das 
Experiment  bestätigt,  wie  dies  nicht  anders  zu  erwarten  ist, 
die  aus  jenen  gezogenen  Schlussfolgerungen.  Aus  der  Formel 
sin  ;/  SS  sin  a  sin  ß  (S.  141)  ergibt  sich,  dass  die  Tangente  an 
jedem  Punkte  der  jetzt  vorhandenen  Krümmung  einen  anderen 
Winkel  mit  der  Horizontalen  einschliesst ,  und  dass  demnach 
auch  die  Wirkung  des  negativen  Geotropismus  auf  die  einzelnen 
Theile  eine  verschiedene  sein  muss.  Ferner  ist  klar,  dass  die 
jetzt  nach  unten  gekehrte  Zone  ähnlich  wie  eine  homodrom  ver- 
laufende Schraubenlinie  um  den  Stengel  herumgeht.  In  der 
Partie  a — b  fällt  dieselbe  ungefähr  mit  derjenigen  Längszone  zu- 
sammen, die  schon  während  der  ersten  drei  Phasen  fortwährend 
nach  unten  gekehrt  war;  je  weiter  man  aber  nach  oben  geht, 
desto  weiter  entfernt  liegt  die  jetzt  nach  unten  gekehrte  Zone 
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von  derjenigeD,  welche  nach  Abschluss  der  zweiten  Phase  diese 
Lage  einnahm  9  denn  durch  die  scheinbare  antidrome  Torsion 
wird  bedingt,  dass  in  der  Partie  c— ci  die  Concavität  der  Krüm- 
mung fast  nach  unten  gerichtet  ist.  Es  muss  also  in  der  Partie 
a— 6  und  ebenso  c — ei,  weil  in  beiden  die  Tangente  nahezu  hori- 
zontal liegt,  eine  stärkere  geotropische  Krümmung  hervorgerufen 
werden,  als  in  der  Partie  b — c,  in  deren  Mitte  ungefähr  der  Win- 
kel, welchen  die  Tangente  mit  der  Horizontalen  bildet,  ein  Mi- 
nimum erreicht. 

Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  am  Ende  der  vierten  Phase 
diese  Krümmung  in  der  Partie  a — b  mit  der  Nutationskrümmung 
sowie  mit  der  bereits  eingetretenen  geotropischen  Krümmung 
gleichsinnig  wirken  muss,  während  in  der  Partie  c — d  gerade 
der  umgekehrte  Fall  eintritt;  und  ferner,  dass  in  der  Partie 
6 — c  ein  Übergang  insofern  stattfinden  wird,  als  hier  der  Ra- 
dius der  im  Verlauf  der  letzten  \\  Phasen  bewirkten  schwachen 
geotropischen  Krümmung  annähernd  senkrecht  zu  den  der  Nuta- 
tionskrümmung und  der  schon  vorhandenen  geotropischen 
steht. 

Berücksichtigt  man  dies  Alles,  so  ergibt  sich  mit  Noth- 
wendigkeit  Folgendes:  Nach  Ablauf  der  vierten  Phase,  also  nach 
Beendigung  des  ersten  Nutationsumganges ,  wird  in  der  Partie 
a — 6  eine  starke  Aufwärtskrümmung  zu  bemerken  sein,  die 
Partie  b — c  wird  eine  schwächere  Krümmung  zeigen  und  zu- 
gleich eine  geringe  Schiefstellung  der  Krümmungsebene,  deren 
Richtung  sich  aus  dem  oben  Gesagten  sofort  ergibt;  die  Partie 
C'-d  kann  in  verschiedener  Weise  gekrümmt  sein:  entweder 
ist  der  Radius  der  zuletzt  eingetretenen  geotropischen  Krüm- 
mung grösser  als  derjenige  der  bereits  vorhandenen  Krümmung, 
oder  es  findet  das  Umgekehrte  statt.  Im  ersteren  Falle  muss  die 
Concavität  der  Krümmung  schief  nach  unten,  im  letzteren 
dagegen  schief  oder  auch  ganz  nach  oben  gekehrt  sein.  Der 
letztere  Fall  kommt  ziemlich  häufig  bei  lebhaft  wachsenden 
Pflanzen  vor  und  es  lassen  sich  daraus  jedenfalls  die  Krümraun- 
gen in  der  obersten  Partie,  wie  sie  Baranetzky  in  Fig.  41  II, 
(3  IV  und  noch  an  einigen  anderen  Stellen  abbildet,  wenigstens 
zum  Theil  erklären ,  dasselbe  gilt  von  der  Fig.  2  in  der  Kohl- 
schen  Abhandlung.  Obwohl  in  den  citiilen  Figuren  frei  nuti- 
rende  Sprossenden  oder  doch  solche ,  deren  Spitzen  eine  Zeit 
lang  von  der  Stütze  entfernt  waren,  ohne  dass  eine  Befestigung 
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an  der  rttckwürts  liegenden  Partie  stattgefunden  halte,  dar- 
gestellt sind ,  halle  ich  es  doch  für  wahrscheinlich,  dass  dabei 
etwas  Ähnliches  eingetreten  ist. 

Wir  sind  mit  unserer  Betrachtung  am  Ende  des  ersten  unter 
den  gegebenen  Bedingungen  stattfindenden  Nutationsumlaufes 
angelangt.  Die  Curve,  welche  jetzt  durch  die  gesammte  Krüm- 
mung des  Sprossendes  dargestellt  wird,  ist  eine  complicirte 
Raumcurve,  deren  Form  sich  aus  dem  Obigen  ergibt,  deren 
Verlauf  sich  aber  nur  schwer  so  genau  beschreiben  Idsst,  dass 
man  eine  klare  Vorstellung  davon  erhalten  kann.  Es  ist  des- 
halb zu  empfehlen ,  durch  Modelle  aus  Bleiröhrchen  die  Bewe- 
gungen der  nutirenden  Sprossenden  nachzuahmen ,  denn  nur 
auf  diese  Weise  lässt  sich,  zumal  bei  Berücksichtigung  der 
La{9;en  Veränderungen  einer  vorher  durch  Tusch  marken  bezeich- 
neten Längszone,  eine  übersichtliche  Anschauung  der  beschrie- 
benen Krümmungsvorgänge  gewinnen.  Die  leicht  anzustellen- 
den Experimente  bieten  dazu  genügend  Gelegenheit. 

Am  Schlüsse  des  ersten  Nutationsumlaufes  ist  gewühniich 
die  geotropische  Aufwärtskrümmung  im  unteren  Theile  schon  so 
stark,  dass  nunmehr  die  Nutationsbewegungen  wieder  um  eine 
fast  verticale  Achse  erfolgen  können.  Ist  das  letztere  nicht  der 
Fall ,  so  spielt  sich  im  nächsten  Nutationsumlaufe  nochmals  ein 
ähnlicher  Vorgang  wie  im  ersten  ab.  Obwohl  im  Wesentlichen 
wieder  dieselben  Verhältnisse  dabei  in  Betracht  kommen,  so  ist 
doch  eine  exacte  Darstellung  nicht  gut  möglich ,  da  die  Bewe- 
gungen zu  complicirt  werden.  Auch  würde  eine  blosse  Be- 
schreibung wegen  der  schwer  zu  erreichenden  Übersichtlichkeit 
kaum  einen  besonderen  Werth  haben.  Ich  verzichte  deshalb  an 
dieser  Stelle  auf  eine  solche  und  muss  es  dem  Leser  überlassen, 
sich  jene  weiter  eintretenden  Veränderungen  zu  vergegen- 
wärtigen. 

Immerhin  aber  lässt  sich  soviel  mit  Sicherheit  behaupten, 
dass  durch  die  Einwirkung  des  negativen  Geotropismus  eine  blei- 
bende Krümmung  geschaffen  wird ,  und  dass  diese  Krümmung 
eine  Raumcurve  darstellt.  Für  die  Mechanik  des  Windens  ist  dies 
insofern  von  grosser  Wichtigkeit,  als  das  in  Folge  der  geotro- 
pischen  Einwirkung  hervorgerufene  stärkere  Wachsthum  nicht 
auf  einer  geradlinig  am  ungekrümmten  Organe  verlaufenden 
Längszone  stattfindet,  sondern  auf  einer  links  um  den  Stengel 
verlaufenden  Schraubenlinien-ähnlichen  Gurve.  Dadurch  wird, 


Zur  Mechanik  d£s  Winbens.  161 

wenn  man  sieb  die  Nutationskrümmungen  ganz  wegdenkt,  eine 
bleibende  Krümmung  geschaffen,  die  sich  in  ihrer  Form  Qiner 
links  verlaufenden  Schraubenlinie  nähert. 


Wir  haben  im  Vorstehenden  nur  den  speoiellen  Fall  be- 
trachtet, in  welchem  eine  nutirende  Spitze  in  der  Weise  hori- 
zontal g6legt  wird,  dass  die  Concavität  der  Nutationskrttmmung 
nach  oben  gekehrt  ist.  Es  war  diese  Lage  der  Ausgangspunkt 
von  dem  aus  wir  die  Übrigen  Bewegungen  verfolgten. 

Der  Vollständigkeit  halber  mttssten  nun  auch  diejenigen 
Fälle  noch  betrachtet  werden,  in  denen  eine  andere  anfängliche 
Lage  jener  Krümmung  als  Ausgangspunkt  gewählt  würde.  Man 
könnte  z.  B.  davon  ausgehen,  dass  die  Ebene  der  bereits  vor- 
handenen Krümmung  horizontal  gelegt  würde,  oder  dass  diese 
Ebene  zwar  als  vertical,  die  Concavität  der  Krümmung  aber  als 
nach  unten  gekehrt  angenommen  würde.  Wollte  man  jedoch 
diese  verschiedenen  Fälle  alle  in  derselben  Weise  besprechen, 
so  würde  das  viel  zu  weit  führen.  Allerdings  ist  es  ja  durch- 
aus nicht  ganz  gleichgültig ,  ob  man  bei  Anfang  des  Versuches 
die  Concavität  der  Krümmung  nach  oben  oder  nach  unten,  nach 
rechts  oder  nach  links,  oder  schliesslich  nach  irgend  einer  an- 
deren Seite  gerichtet  annimmt,  denn  es  ändert  sich  damit,  wie 
sofort  einleuchtet,  auch  in  gewisser  Hinsicht  das  Zusammen- 
wirken von  Nutation  und  Geotropismus,  aber  trotzdem  hat  man 
es  im  Wesentlichen  immer  mit  denselben  Vorgängen  wieder 
zu  thun.  Jene  scheinbaren  antidromen  Torsionen  müssen  stets 
dabei  auftreten  und  in  Verbindung  damit  auch  die  schon  genug- 
sam angedeuteten  weiteren  Einwirkungen  des  Geotropismus. 
Das  Endresultat  wird  mithin  stets  dasselbe  sein:  die  bleibende 
Krümmung,  welche  durch  den  negativen  Geotropismus  bedingt 
wird,  findet  auf  einer  am  Stengel  links  verlaufenden  Zone  statt. 
Dies  kann  eine  geringfügige  und  hier  nicht  weiter  zu  beachtende 
homodrome  Torsion  zur  Folge  haben,  muss  aber  stets  auch  eine 
Krümmung  in  verschiedenen  Ebenen  hervorrufen. 


Es  bleibt  nun  weiter  noch  die  Frage  zu  erörtern,  in  welcher 
Beziehung  die  von  Baranetzkt  angenommene  »transversale  Krüm- 

]Ut]i.-p1i7i.  aMM  1885.  1 1 
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muDg«  zu  dem  im  Vorhergehenden  geschilderten  Zusammen- 
wirken von  Geotropismus  und  Nutation  steht ,  bezw.  wie  sich 
dieselbe  erklären  lässt. 

Was  Baranetzky  unter  der  transversalen  Krümmung  ver- 
steht, ist  im  I.  Theile  ausfllhrlich  dargelegt  worden.  Auch  sind 
dort  eine  Anzahl  Versuche  besprochen  worden,  welche  der  ge- 
nannte Forscher  anstellte ,  um  den  Nachweis  zu  führen,  dass 
bei  jener  Krümmung  nicht  die  normale  Nutation,  also  nicht  das 
successive  Fortwandem  des  stärkeren  Ausdehnungsbestrebens 
von  einer  Längszone  zur  anderen,  stattfinde.  Es  möge  deshalb 
hier  nur  noch  ein  Versuch  näher  betrachtet  werden,  dem  Baka- 
N£TZKY  wie  mir  scheint  eine  besondere  Bedeutung  beimisst:  er 
stellt  ihn  wenigstens  in  dem  Gapitel  »Krümmungsfähigkeit  in 
horizontaler  Ebene«  allen  übrigen  voran.  Nachdem  er  ausge- 
führt hat,  dass  eine  in  horizontaler  Lage  befestigte  Sp»*ossspiti6 
sehr  bald  eine  homodrome  Krümmung  erhält  —  was  nach  dem 
oben  Gesagten  sehr  leicht  erklärlich  ist  —  und  dass  dann  eine 
Schiefsteilung  der  Krümmungsebene  erfolgt,  sagt  er  weiter: 
S.  33  »Wird  nun  der  fixirte  Stengel  von  Zeit  zu  Zeit  so  um  seine 
Achse  umgedreht,  dass  die  schief  aufsteigende  Krümmungs- 
ebene wieder  horizontal  gestellt  wird,  so  wird  die  Krümmung 
in  dieser  Ebene  allmälig  so  stark,  dass  die  Stengelspilze  in  eine 
enge  (in  einer  Ebene  liegende)  Spirale  zusammengerollt  er- 
scheinl.«  Dies  soll  als  Beweis  für  den  Satz  dienen,  der  auf 
S.  38  aufgestellt  wird:  Bei  horizontaler  Lage  einer  nutations- 
fähigen  Stengelspitze  werden  unter  der  Einwirkung  der  Gravi- 
tation Verhältnisse  in  den  Geweben  geschaffen,  in  deren  Folge 
das  bevorzugte  Wachsthumsbestreben  nothwendig  in  eine  Sei- 
tenkante der  Spitze  versetzt  wird.  Erwägt  man  genau,  was 
bei  jenem  Vei*suche  durch  das  Zurückbringen  der  Krümmungs- 
ebene in  die  horizontale  Lage  erzielt  wird ,  so  leuchtet  sofort 
ein,  dass  durch  jene  Drehung  zunächst  die  regelmässige  Nuta- 
tionskrümmung  immer  wieder  in  horizontale  Lage  gebracht 
wird,  also  das  stärkere  Ausdehnungsbestreben  in  ganz  normaler 
Weise  fortschreitet,  und  zweitens ,  dass  zugleich  damit  auch 
fortwährend  diejenige  Längszone  auf  die  Aussenseite  der 
Krümmung  zu  liegen  kommt,  die  während  eines  gewissen  Zeit- 
raumes nach  unten  gekehrt  war.  Daraus  geht  hervor,  dass  jetzt 
Nutation  und  Geotropismus  fast  stets  bei  Herstellung  der  Krüm- 
mung in  horizontaler  oder  wenig  geneigter  Ebene  in  gleichem 
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Sinne  wirken  müssen  und  demnach    ein  Kleinerwerden  des 
Krümmungsradius  eintreten  wird. 

Dies  Alles  kann  aber  nur  stattfinden ,  wenn  die  Nutation 
regelmässig  fortschreitet  und  deshalb  ist  gerade  das  Gegentheil 
\0D  dem  noth wendig,  wasBARANETZKY  in  dem  eben  citirten  Satze 
annimmt.  Wäre  dieser  Satz  richtig,  so  müssle  das  Resultat  der 
fortgesetzten  Drehungen,  durch  welche  die  Krümmungsebene 
stets  wieder  in  horizontale  Lage  gebracht  wird^  ein  ganz  an* 
deres  sein,  oder  vielmehr  diese  Drehungen  wären  gar  nicht 
nöthig.  da  ja  die  Krümmung  ohne  weiteres  Zutbun  in  horizon- 
taler Lage  sich  verstärken  müsste.  Dass  dieses  letztere  nicht 
eintritt,  kann  man  bei  jedem  vorwurfsfrei  angestellten  Experi- 
mente sofort  bestätigt  finden. 

Es  beweist  demnach  jener  Versuch  gerade  das  Gegentheil 
von  dem,  was  damit  bewiesen  werden  sollte,  denn  die  an- 
dauernde homodrome  Krümmung  wird  nicht  durch  das  Längen- 
tvachsthum  einer  einzigen  Längszone  hervorgerufen  j  sondern 
sämmiliche  Längszonen  kommen  successive  auf  die  Convexität  der 
Krümmung  zu  liegen. 

^  Die  damit  verbundene  Verstärkung  der  Krümmung  durch 
den  negativen  Geotropismus  kann  nur  auf  Grand  der  im  §  i 
gegebenen  theoretischen  Betrachtungen  ihre  Erklärung  finden. 
Es  dürfte  nicht  angebracht  sein,  an  dieser  Stelle  nochmals  aus- 
führlich auf  die  Lagenveränderungen  der  einzelnen  Längszonen 
in  Bezug  auf  den  Horizont  einzugehen,  denn  unter  genügender 
Berücksichtigung  jener  scheinbaren  antidromen  Torsion  ist  es 
nicht  schwierig,  eine  klare  Vorstellung  von  den  bei  der  Verstär- 
kung der  Krümmung  sich  abspielenden  Vorgängen  zu  gewinnen. 

Obwohl  die  »transversale  Krümmung«  als  eine  unberech- 
tigte Annahme  nachgewiesen  worden  ist,  so  bleibt  doch  die 
Thatsache  bestehen,  dass  die  gemeinsame  Wirkung  von  Nutation 
und  Geotropismus  an  windenden  Pflanzen  von  grosser  Bedeu- 
tung ist.  Baranetzky  hat  auch  an  manchen  Stellen  seiner  Ab- 
handlung auf  diesen  Umstand  ganz  richtig  hingewiesen,  nur 
widerspricht  er  sich  in  dieser  Hinsicht  häufig  und  über  den 
eigentlichen  Zusammenhang  beider  Bewegungserscheinungen 
konnte  er  sich  nicht  völlig  klar  werden,  da  er  es  nicht  versuchte, 
auf  exactem  Wege  diese  Frage  zu  lösen. 

Dass  jenes  Zusammenwirken  nicht  blos  die  eigenthümlichen 
Bewegungen  an  frei  nutirenden  Spitzen ,  welche  künstlich  in 
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horizontale  Lage  gebracht  werden,  erklärt,  sondern  auch  für 
den  Mechanismus  des  Windens  unbedingt  nothwendig  ist ,  soll 
im  folgenden  Paragraphen  dargelegt  werden.  Den  Beweis  zu 
liefern,  dass  der  negative  Geotropismus  ein  unerlässlicher  Factor 
beim  Zustandekommen  der  Schraubenwindungen  sei ,  ist  nur 
dann  möglich,  wenn  die  Wirkungen  des  Geotropismus  an  der 
normal  nutirenden  Pflanze  selbst  verfolgt  werden,  denn  die 
Rotationsversuche ,  welche  Sghwbndbner  anstellte ,  haben  nach 
den  Versuchen  Baranetzky's,  wie  im  I.  Theil  ausführlich  erörtert 
worden  ist,  keine  Beweiskraft  mehr. 

Es  wird  sich  empfehlen,  hauptsächlich  das  Winden  um  dttnne 
Stützen,  Fäden  u.  dergl.  zu  betrachten,  da  hierbei  der  £influss, 
welchen  die  Stütze  ausübt,  von  den  durch  Nutation  und  Geotro- 
pismus hervorgerufenen  Bewegungen  leichler  zu  trennen  ist. 


Das  Winden  nm  dfinne  Stutzen. 

Im  ersten  Theile  wurde  ein  Versuch ,  welchen  Baranetzet 
auf  S.  62  und  63  seiner  Arbeit  beschreibt,  nicht  näher  be- 
sprochen. Es  handelt  sich  dabei  um  das  Winden  einer  Ipomoea- 
Art  um  einen  gespannten  Faden.  Der  genannte  Autor  findet 
das  Winden  unter  diesen  Verhältnissen  »etwas  eigenthümlich«. 
Diese  Eigenthümlichkeit  soll  sich  darin  aussprechen,  dass  die 
windende  Spitze  der  Ipomoea  sibirica  sich  »so  zu  sagen  nie  an 
die  Gegenwart  der  Stütze  gewöhnen  zu  können  scheintt.  Es 
werden  die  einzelnen  Stadien  beschrieben  und  durch  Skizzen 
erläutert,  allerdings  ohne  genauere  Angabe  über  die  Zeitdauer, 
die  zwischen  je  zwei  der  abgebildeten  Zustände  liegt.  Dass 
bei  einer  lebhaft  wachsenden  Pflanze,  wie  sie  Baranetzky  jeden- 
falls bei  seinem  Versuche  vor  sich  gehabt  hat,  die  mannigfaltig- 
sten Bewegungen  auf  der  Partie  von  b  bis  aufwärts  zur  Spitze 
(vergl.  die  Fig.  43  der  citirlen  Abhandlung)  eintreten  mussten, 
ist  von  vornherein  selbstverständlich ;  da  aber  diese  Strecke 
etwa  3-1^  lebhaft  nutirende  Internodien  umfasst,  so  ist  es  ganz 
unmöglich ,  in  exacter  Weise  diese  Bewegungen  zu  erklären, 
denn  die  Lagenveränderungen,  welche  die  oberen  Partieen  aus- 
führen, werden  fortwährend  von  den  Krümmungen  in  der 
Strecke  b — f  in   der  verschiedensten  Weise   beeinflusst.     Die 
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Bewegungen  werden  deshalb  so  complicirt,  dass  ein  Ausein* 
anderhalten  der  einzelnen  Factoren  nicht  mehr  möglich  ist. 

Das  Wesentliche,  was  sich  aus  dem  Versuche  ergibt,  iasst 
sich  dahin  zusammenfassen,  dass  die  oberen  Partieen  mehrfach 
eine  flache,  annähernd  schraubenlinige  Krümmung  um  den  Faden 
bilden,  die  sich  bald  wieder  verändert,  und  dass  die  mehr 
zurackliegenden  Partieen  nicht  wieder  von  der  Sttttze  loskom- 
men können,  aber  immerhin  ziemlich  ansehnliche  Bewegungen 
noch  ausfuhren  und  deshalb  bald  mehr  bald  weniger  steile  Win- 
dungen um  den  Faden  bilden. 

Zu  ähnlichen  Resultaten  ist  auch  Kohl  bei  seinen  Versuchen 
gelangt.  Während  aber  Baranetzky  das  Winden  unter  diesen 
Bedingungen  nur  »etwas  eigenthümlich«  findet,  glaubt  Kohl  die 
Behauptung  aussprechen  zu  dürfen ,  dass  die  Ergebnisse  der- 
artiger Versuche  den  ScHWENDENER'schen  Annahmen  über  die 
Wirkung  der  Greifbewegung  widersprächen  und  einen  Beweis 
für  das  Vorhandensein  einer  Reizbarkeit  der  Stengel  lieferten. 
Auch  bei  den  Versuchen  des  letzteren  Autors  und  bei  den  Skizzen, 
welche  er  dazu  gibt,  lässt  sich  der  Einfluss,  den  die  mehr 
zurückliegenden  Partieen  infolge  ihrer  Bewegungen  auf  die 
Lagenveränderungen  der  zunächst  der  Spitze  liegenden  Strecke 
ausüben,  nicht  klar  übersehen.  Durch  derartige  Versuche  wird 
immer  nur  bewiesen ,  dass  die  betreffenden  Pflanzen  um  sehr 
dttnne  Stützen  winden  können ,  was  längst  schon  zur  Genüge 
bekannt  ist;  über  die  eigentlichen  Vorgänge,  welche  die  Bil- 
dung bleibender  Schraubenwindungen  hervorrufen ,  erfahren 
wir  so  gut  wie  gar  nichts. 

Eine  klare  Einsicht  kann  nur  gewonnen  werden,  wenn 
man  das  Sprossende  in  einer  Entfernung  von  etwa  8 — 40  cm 
von  der  Spitze  an  dem  als  Stütze  dienenden  Faden  oder  in  der 
Nähe  desselben  derart  befestigt,  dass  die  Bewegungen  der  zu- 
rückliegenden Partieen  keinen  Einfluss  auf  diejenigen  der  frei 
Dutirenden  Spitze  haben  können.  Es  ist  dabei  ziemlich  gleich- 
gültig, in  welcher  Lage  das  Sprossende  bei  Beginn  des  Ver- 
suches festgehalten  wurde,  denn  es  sind  schliesslich  immer 
wieder  dieselben  Vorgänge,  welche  das  Winden  herbeiführen. 

Der  Einfachheit  halber  verfährt  man'  bei  derartigen  Ver- 
suchen am  besten  auf  folgende  Weise :  Man  befestigt  die  Spitze 
so  an  einem  Stativ  oder  dergl.,  dass  die  Nutationsbewegungen 
der  Spitze  um  eine  verticale  Achse  erfolgen  können,  also  nach 
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Baraptbtzkt  symmetrische  Nutalion  ausführen.  Nachdem  die 
Pflanze  ein  oder  zwei  Nutationsumläufe  in  dieser  Weise  vollen- 
det bat,  bringt  man  als  Stütze  einen  gespannten  Faden  an,  der 
parallel  mit  der  Achse  steht,  um  welche  die  Spitze  im  Kreise 
herumgeführt  wird.  Befestigt  man  diesen  Faden  in  der  Weise^ 
dass  die  zur  Zeit  vorhandene  Krümmung  des  Sprossendes  ihre 
Convexitat  demselben  zukehrt,  also  etwa  wie  es  in  beistehender 
Skizze  dargestellt  ist,   so  wird  in  den  nun   folgenden  beides 


Fig.  6. 


Nutationsphasen  keine  besondere  Einwirkung  der  Stütze  auf 
die  stattfindenden  Bewegungen  zu  bemerken  sein.  Am  Schlüsse 
der  zweiten  Phase  steht  die  Krümmungsebene  noch  nahezu  ver- 
tical,  nur  ist  jetzt  die  Gonoavität  der  Krümmung  nach  derent- 
gegengesetzten  Seite ,  also  nach  links  gerichtet.  Während  de« 
Verlaufes  der  beiden  nächsten  Phasen  tritt  aber  nun  die  Stutze 
in  erheblicher  Weise  den  Nutationsbewegungen  hindernd  ent- 
gegen, denn  die  unterste  Partie  des  Sprossendes  bleibt  rechts 
vom  Faden,  die  etwas  darüber  liegende  kommt  (bei  links  nuli- 
renden  Pflanzen)  hinter  denselben  und  die  obere  links  davon 
zu  liegen,  so  dass  während  der  dritten  Phase  bereits  eine  wirk- 
same Greifbewegung  im  unteren  Theile  zu  Stande  komnieD 
muss. 
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Nach  Beendigung  derselben  wird  die  Spilie  ungefilhr  nach 
voroe  gerichiei  sein ,  aber  die  Krttmmungsebene  sieht  bereits 
nicht  mehr  vollkommen  vertical ,  sondern  ist  etwas  nach  links 
geneigt;  denn  denkt  man  sich  jetzt  die  Nutationskrttmmung 
ganz  weg,  so  kann  der  Stengel  nicht  völlig  gerade  sein,  sondern 
er  muss  eine,  wenn  auch  schwache  Rrflmmung  nach  links 
zeigen,  da  die  Verticalstellung,  die  während  dieser  Phase  so- 
wohl wie  in  den  beiden  vorhergegangenen  eigentlich  hätte 
stattfinden  mflssen,  durch  die  Sttltze  verhindert  wurde. 
Wjihrend  der  vierten  Phase  kann  die  Nutation  nun  nicht  mehr 
völlig  »symmetrische  verlaufen,  denn  es  muss  schon  eine  Ein- 
wirkung des  Geotropismus  sich  bemerkbar  machen,  da  am 
Schlüsse  derselben  die  Ebene  der  Krümmung  des  oberen  Thei- 
les  schon  nahezu  sich  in  horizontaler  Lage  befindet. 

In  der  ersten  Phase  des  zweiten  Nutationsumlaufs  wird 
nunmehr  in  der  bekannten  Weise  ein  schiefes  Aufrichten  der 
KrUmmungsebene  eintreten,  wobei  durch  die  Lagenveränderung 
der  einzelnen  Längszonen  gegen  den  Horizont  das  infolge  des 
negativen  Geotropismus  hervorgerufene  stärkere  Wachsthum 
auf  einer  links  um  den  Stengel  verlaufenden  Raumcurve  sich 
geltend  machen  muss.  Beim  Abschluss  dieser  Phase  wird  des- 
halb die  Spitze  gewöhnlich  nicht  hinter  den  Faden  zu  liegen 
komraen ,  sondern  etwas  rechts  von  demselben ,  so  dass  beim 
Weitergehen  der  Nutation  ein  Contact  irgend  eines  Punktes  in 
der  oberen  Partie  mit  dem  Faden  nicht  eintreten  kann.  Im  an- 
deren Falle ,  wenn  die  Einwirkung  des  Geotropismus  nicht  so 
bedeutend  ist,  was  auch  nicht  selten  stattfindet,  wird  jener 
CoDtact  hergestellt  und  dadurch  beim  Fortgange  der  Nutation 
eine  wirkliche  antidrome  Torsion  bedingt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersteren  Fall,  so  ist  klar,  dass 
auch  unter  diesen  Umständen  während  des  zweiten  Nutations- 
Umlaufes  zwar  mannigfaltige  Krümmungen,  wie  sie  das  Zu- 
sammenwirken von  Nutation  und  Geotropismus,  sowie  die  Be- 
wegungen der  dem  Faden  bereits  in  \  oder  -|  Windung  theilweise 
anliegenden  unteren  Partieen  bedingen,  eintreten  werden,  dass 
aber  ein  weiteres  Umschlingen  des  Fadens  Seitens  jener  frei 
nutirenden  oberen  Partieen  nicht  möglich  ist.  Erst  wenn  durch 
eine  ausgiebige  geotropische  Krümmung  die  Ebene  der  Nuta- 
tionskrümmungen  wieder  nahezu  vertical  gestellt  worden  ist, 
kann  auch  durch  die  jetzt  wieder  ungefähr  asymmetrische  statt- 
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findenden  Bewegungen  ein  weiteres  Umwinden  des  Fadens, 
ahnlich  wie  im  ersten  Nutationsumlaufe,  erzielt  werden. 

Man  kann  sich  dieses  Umwinden  sehr  leicht  an  einem 
Modell  veranschaulichen.  Man  nimmt  ein  l)ogenförmig  ge- 
krümmtes Bleiröhrchen  und  befestigt  dies  mit  seinem  unteren 
Ende  derart  an  einem  vertical  stehenden  Drahte ,  so  dass  zu- 
nächst der  letztere  an  dem  Befestigungspunkte  dieCurve  tangirt. 
Führt  man  nun  mechanisch  dieselben  Krümmungen  an  dem 
Röhrchen  aus,  die  an  einem  symmetrisch  nutirenden  Sprossende 
unter  solchen  Umständen  während  eines  Nutationsumlaufes  auf- 
treten,  so  sieht  man  sofort,  dass  schliesslich  das  Bleiröhrchen 
in  seinem  unteren  Theile  eine  Schraubenlinie  um  den  Draht 
bildet.  Es  leuchtet  aber  weiterhin  ein,  dass  die  schraubenlinige 
Krümmung  nur  dadurch  entstanden  ist,  dass  der  Draht  dem 
Biegen  des  Röhrchens  einen  gewissen  Widerstand  entgegen- 
setzte. Würde  an  Stelle  des  Drahtes  ein  leicht  biegsames  Oh- 
ject,  etwa  ein  lose  herabhängender  Faden  genommen,  so  mttsste 
das  Röhrchen  bei  jenen  Biegungen  seine  verticale  Krümmungs- 
ebene beibehalten,  der  Faden  aber  würde  dann  schraubenlinig 
um  den  unteren  Theil  desselben  herumgeschlungen  werden. 

Das  vorstehend  Gesagte  ist  eigentlich  so  selbstverständlich, 
dass  es  kaum  einer  Erwähnung  bedurft  hätte ;  da  es  aber  noih- 
wendig  ist;  dass  man  diese  Vorgänge  stets  im  Auge  behält,  wenn 
es  sich,  um  Winden  um  sehr  dünne  Stützen  handelt,  und  da 
ferner  diese  an  sich  so  einfachen  Verhältnisse  sowohl  von  Kohl 
wie  von  Baranbtzkt  theils  nicht  berücksichtigt,  theils  falsch 
aufgefasst  worden  sind ,  so  war  es  nicht  überflüssig,  nach  den 
diesbezüglichen  Bemerkungen  im  I.  Theile  an  dieser  Stelle  noch- 
mals etwas  näher  darauf  zurückzukommen. 

Das  Umschlingen  derartiger  Stützen  gestaltet  sich  dem- 
nach sehr  einfach.  Durch  die  Nutation  wird  das  Sprossende 
ein  oder  zweimal  um  die  Stütze  herum  geführt,  durch  den 
Widerstand,  welchen  die  letztere  den  Bewegungen  des  ersieren 
entgegensetzt,  werden  schraubenlinige  Krümmungen  geschaf- 
fen. Sodann  zeigt  das  nunmehr  annähernd  in  horizontaler  Lage 
befindliche  äussere  Sprossende  jene  im  vorigen  Paragraphen 
ausführlich  besprochenen  Bewegungen,  bis  schliesslich  wieder 
ein  Aufrichten  der  Krümmungsebene  erfolgt  und  das  Umschlin- 
gen des  Fadens  ähnlich  wie  vorher  eintreten  kann. 

Die  auf  diese  Weise  gebildeten  Windungen  sind  nun  aber, 
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wie  leicht  ersichtlich,  vorersi  nicht  bleibende,  sondern  sie  er- 
fahren noch  mannigfache  Veränderungen ,  da  ja  die  Nutation 
auch  in  der  unteren  Partie  noch  nicht  erloschen  ist.  Durch  die 
Bewegungen,  welche  infolge  dessen  noch  eine  Zeit  lang  in  die- 
ser Partie  stattfinden  und  die  an  einem  bereits  schraubenlinig 
gekrümmten  Organe  auftreten,  müssen  natürlich  auch  stets 
wieder  annähernd  schraubenlinige  Krümmungen  zu  Stande 
kommen;  denn  führt  ein  in  dieser  Weise  gebogener  Stengel 
regelmässige  Nutationsbewegungen  aus,  so  beschreibt  jeder 
Punkt  desselben  während  eines  Nutationsumlaufes  ungefähr 
einen  Kreis,  es  würde  also,  wie  bereits  im  I.  Theil  ausführlicher 
auseinandergesetzt  wurde,  die  Gestalt  der  Gurve  erhalten 
bleiben.  Das  letztere  ist  aber  in  unserem  Falle  deshalb  nicht 
ganz  möglich,  weil  die  Stütze  diesen  Bewegungen  Widerstand 
leistet. 

Es  würde  zu  weit  führen,  wollte  man  diese  einzelnen  Be- 
wegungen hier  genau  verfolgen,  es  genügt  zu  wissen,  dass  die 
einmal  schraubenlinig  gekrümmte  Partie  sich  nicht  wieder  von 
der  Stütze  abwickeln  kann,  und  dass  durch  sehr  häufige  Greif- 
bewegungen, die  dabei  naturgemäss  eintreten  müssen,  die 
Döthigen  bleibenden  Krümmungen  erzielt  werden.  Dieselben 
stellen  erst  nach  dem  Erlöschen  der  Nutation  und  des  Längen- 
wachsthnms  sich  als  normale  Schraubenwindungen  dar,  denn 
das  vollständige  Geradestrecken  des  Stengels  wird  offenbar 
durch  die  Stütze  verhindert. 

Dasselbe,  was  hier  für  das  Verhalten  der  untersten  Partie 
des  Sprossendes  in  unserem  Versuche  gesagt  wurde,  gilt  nun 
audi  ebenso  für  die  übrigen  Partieen.  In  der  Zeit,  wo  durch 
die  annähernd  horizontale  Lage  des  frei  nutirenden  Theiles  die 
Herstellung  eines  Contactes  mit  der  Stütze  meist  nicht  stattfin- 
det, wird  durch  Einwirkung  des  Geotropismus  ebenfalls  eine 
zeitweise  bleibende  geotropische  Krümmung  erzielt,  die  in 
ihrer  Form  einer  links  verlaufenden,  allgemeiner  gesagt,  homo- 
dromen  Schraubenlinie  ähnelt,  Ist  sodann  das  Organ  wieder 
soweit  aufgerichtet,  dass  die  Spitze  hinter  den  Faden  zu  liegen 
kommt,  so  wird  durch  das  Vorhandensein  dieser  geotropischen 
Krümmung  das  Umschlingen  der  Stütze  offenbar  bedeutend  er- 
leichtert; dabei  braucht  ebenfalls  kein  Gontact  in  der  oberen 
Partie  stattzufinden  und  findet  auch  gewöhnlich  nicht  statt,  son- 
dern es  genügt,  wenn  jetzt  wiederum  eine  schraubenlinige 
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Krümmung  in  ähnlicher  Weise  hergestellt  wird,  wie  es  in  der 
darunter  liegenden  Partie  geschah. 

Kommt  aber  jener  Gontact  doch  zu  Stande,  was  ja,  wie 
schon  erwähnt,  durchaus  nicht  so  selten  ist,  so  wird  dadui-ch 
an  dem  gansen  Vorgänge  im  Wesentlichen  nichts  geändert; 
denn  die  wirkliche  antidrome  Torsion,  die  dabei  auftritt,  muss 
nothwendigerweise  das  Ueberführen  des  Sprossendes  in  hori- 
zontale Lage  beschleunigen  und  ebenso  auch  die  durch  den  ne- 
gativen Geotropismus  herbeigeftthrte  homodrom  verlaufende 
Krümmung  erneuern  oder  verstärken. 

Es  kann  demnach  ein  Umwinden  sehr  dünner  Stützen  sehr 
wohl  eintreten ,  ohne  dass  die  obersten  Partieen  jemals  mit  der 
Stütze  in  Gontact  kommen,  und  daraus  erklären  sich  auch  die 
Versuche,  welche  Kohl  mit  Hopfen  anstellte,  indem  er  diese 
Pflanze  um  Bindfäden  u.  dergl.  winden  Hess.  Die  Behauptung 
Kohl's,  dass  solche  Fälle  den  ScHWBNnBNBR*schen  Annahmen 
widersprächen,  ist  also  vollständig  ungerechtfertigt,  denn  in 
der  ganzen  Abhandlung  des  letztgenannten  Forschers  steht  kein 
Wort  davon,  dass  eine  wirksame  Greifbewegung  nur  dann  statt- 
finden könne,  wenn  der. obere  Contactpunkt  in  den  äussersten 
Partieen  des  nutirenden  Sprossendes  liege. 

Dass  auch  bei  sehr  dünnen  Stützen  in  Folge  der  auftreten- 
den Greifbewegungen  wirkliche  antidrome  Torsionen  entstehen 
müssen,  braucht  nicht  weiter  auseinandergesetzt  zu  werden; 
wenn  Kohl  behauptet,  dass  bei  dieser  Art  des  Windens  fast 
immer  homodrome  Torsionen  sich  einstellten,  so  beruht  dieser 
Irrthum  darauf,  dass  er  bei  seiner  Berechnung  der  Torsion  von 
einem  unrichtig  gewählten  Nullpunkte  ausgegangen  ist.  Aller- 
dings können  auf  kleineren  Strecken  wohl  auch  homodrome  Tor- 
sionen sich  vorfinden;  denn  dadurch,  dass  oft  längere  Zeit  hin- 
durch die  oberen  Partieen  ganz  frei  nutiren,  müssen  auch  homo- 
drome Torsionen  entstehen,  diese  werden  jedoch  in  der  Regel 
durch  die  später  bei  den  Greifbewegungen  eintretenden  anti- 
dromen  mindestens  ausgeglichen;  ist  das  letztere  jedoch  nicht 
der  Fall ,  was  bei  nicht  sehr  lebhaft  wachsenden  Pflanzen  auf- 
tritt, so  können  auch  geringe  homodrome  Torsionen  an  den  fertig 
gewordenen  Partieen  sich  zeigen.  Gewöhnlich  aber  wird  die 
eventuell  vorhandene  homodrome  Torsion  nicht  blos  ausge- 
glichen, sondern  es  wird  eine  nicht  unbeträchtliche  gegenläufige 
-Drehung  erzielt,  wie  sich  aus  folgender  Tabelle  ergibt: 
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Torsionen  an  einem  Stengel  von  Calystegia  dahurica,  welcher 
um  einen  Zwirnsfaden  gewunden  hatte. 


Reihrafolge  der 

AnuliI  der 

Internodien  von 
unten  an  ge- 
rechnet 

Windungen  in 
einem  Intemo- 

Betrag  der  Torsion 

dinm 

1 

2 

360^  anlidrom 

n 

3 

1S0O 

- 

iii 

H 

8600 

- 

IV 

3 

2700 

- 

V 

4 

400O 

- 

Vf 

H 

4000 

- 

VII 

k 

4S00 

- 

vin 

3i 

2700 
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IX 

2- 

4800 

- 

X 

8 

4000 

- 

XI 

3 

4  800 

- 

XII 

4 

1800 

- 

Bisher  wurde  nur  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  die 
dünnen  Statten  Widerstand  leisten  können,  also  durch  ge- 
spannte Ffiden,  dünne  Drahte  u.  dergl.  dargestellt  werden.  £s 
mögen  nun  noch  kurz  die  Vorgänge  berücksichtigt  werden,  die 
sich  abspielen ,  wenn  lose  herabhängende  Fäden  den  Pflanzen 
dargeboten  werden.  Ist  der  Faden  in  seinem  unteren  Theile 
ganz  gerade  und  der  Stengel  der  Versuchspflanze  unbehaart,  so 
dass  ein  Anhaften  des  Fadens  an  demselben  nicht  stattfinden 
kann,  so  wird  bei  fortgesetzter  symmetrischer  Nutation  der 
Faden  im  Kreise  herumgeführt,  aber  nicht  um  den  Stengel  ge- 
wunden. Das  letztere  tritt  jedoch  stets  ein^  wenn  man  den 
Faden  in  seiner  unteren  Partie  umbiegt,  oder  über  einen  Blatt- 
stiel ,  Glasstab  u.  dergl.  horizontal  legt.  Bei  jedem  Nutations- 
amlaufe  wird  der  Faden  unter  diesen  Umständen  einmal  um 
den  Stengel  geschlungen;  d.h.  mit  anderen  Worten:  der  Faden 
setzt  den  Nutationsbewegungen  kein  Hinderniss  entgegen,  des- 
halb bleibt  die  Krümmung  in  verticaler  Ebene  erhalten  und 
stellt  eine  ebene  Curve  dar. 

Dadurch,  dass  bei  jedem  Nutationsumlaufe  eine  Windung 
des  Fadens  um  den  Stengel  entsteht ,  wird  schon  nach  verhält- 
nissmässig  kurzer  Zeit,  etwa  im  Laufe  eines  Tages,  bei  Calystegia 
dahurica  eine  ziemliche  Anzahl  solcher  Windungen  um  den 
Stengel  gebildet  und  infolge  dessen  der  Faden  von  dem  Stengel 


Dr.  A^BäONfX, 

in 

0  festgehalten,  dass  nunmehr  derselbe  auch  an 

durch  ^^'^"°^ p^j^ie  als  befestigt  anzusehen  ist.    Dass  später 

seiner  ""JfT^  Krümmungen  auftreten  müssen,  weil  das  inler- 

sc/irauben^^^^^^  durch  den  Faden  theilweise  gehindert  wird, 

^^'n^e  schon  im  f-  Theile  eingehender  erörtert.    Es  wurde  zu- 

^deicb  dargelegt,  dass  von  einer  Reizbarkeit  hierbei  nicht  die 

Rede  sein  könne. 

Durch  das  weitere  Langenwachsthum  des  Stengels  und  das 
infolge  dessen  zunehmende  Gewicht  des  Sprossendes  wird  all- 
mälig  ein  Umbiegen  des  letzteren  bewirkt  und  dieses  findet  so- 
weit statt,  als  es  die  Länge  des  Fadens  gestattet ;  nunmehr  zeigt 
derselbe  eine,  wenn  auch  geringe  Spannung,  die  dui'ch  das  Ge- 
wicht des  Sprossendes  bedingt  wird.  Da  jedoch  der  Faden 
auch  jetzt  den  Nutationsbewegungen  keinen  erheblichen  Wider- 
stand entgegensetzen  kann ,  so  findet  das  Umwinden  auch  noch 
in  ganz  ähnlicher  Weise  statt,  wie  zu  Anfang  des  Versuchs. 

Obwohl  das  Endresultat  hier  —  mit  Ausnahme  der  Tor- 
sionen—  ganz  ebenso  erscheint,  als  wie  beim  Winden  um  einen 
straffgespannten  Faden,  besteht  zwischen  beiden  Vorgängen 
natürlich  ein  wesentlicher  Unterschied.  In  dem  letzteren  Falle 
werden  die  bleibenden  schraubenlinigen  Krümmungen  durch 
die  Greifbewegung  erzielt,  also  durch  den  Widerstand,  welcher 
durch  die  Bieffungsfestigkeit  der  Stütze  den  Nutationsbewegun- 
gen geleistet  wird ;  im  ersteren  Falle  dagegen  durch  die  Ver- 
hinderung des  Längenwachsthums  des  Stengels,  also  durch  den 
Widerstand,  welchen  die  Zugfestigkeit  des  Fadens  dem  interca- 
laren  Wachsthum  des  Sprosses  entgegensetzt. 


§5. 

lieber  das  Verhalten  der  oberen  Windnngren  beim  Umkehren  der 

Pflanze« 

Es  wurde  schon  im  ersten  Theile  gesagt,  dass  die  von  Bula- 
BfiTZRY  aufgestellte  Behauptung,  die  windenden  Pflanzen  zeigten 
nach  dem  Umkehren  eine  in  entgegensetzter  Richtung  verlaufende 
Nutationsbewegung,  gänzlich  unbegründet  sei.  Dagegen  bleibt 
die  Thatsache  bestehen ,  dass  unter  solchen  Bedingungen  die 
obei*sten  Windungen  sich  wieder  von  der  Stütze  ablösen.  Es 
fragt  sich  nun ,  in  welcher  Weise  dieses  Abwickeln  auf  Grund 
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der  in  §§  1 ,  8  und  3  gegebenen  Betrachtungen  erklärt  werden 
kann. 

Vergegenwärtigt  man  sich  diejenigen  Bewegungen,  die  an 
einer  in  horizontaler  Lage  befindlichen  antidromen  Krümmung 
beim  Fortschreiten  der  Nutation  auftreten,  so  erkennt  man,  dass 
in  der  ersten  nunmehr  auftretenden  Phase  ein  allmäliges 
Flacherwerden  der  Krümmung  stattfinden  muss ,  denn  auf  der 
nach  unten  gekehrten  Partie  macht  sich  in  Folge  des  negativen 
Geotropismus  ein  stärkeres  Ausdehnungsbestreben  geltend  und 
am  Abschlüsse  dieser  Phase  wirkt  dasselbe  der  Nutationskrüm- 
mung  gerade  entgegen.  Es  handelt  sich  also  ungefähr  um  das- 
selbe, was  S.  454  u.  455  schon  ausführlicher  beschrieben  wurde. 
In  den  nächsten  beiden  Phasen  wird  die  Krümmung  wieder  stär- 
ker und  am  Schlüsse  derselben  wirken  geotropische  und  Nuta- 
tionskrttmmung  im  gleichen  Sinne,  so  dass  dann  der  Krüm- 
mungsradius kleiner  ist,  als'  bei  Beginn  des  Versuchs.  Zugleich 
ist  aber  während  dessen  auch  jene  schon  oft  erwähnte  Lagen- 
veränderung der  einzelnen  Längszonen  gegen  den  Horizont  ein- 
getreten und  die  Krümmung  stellt  demnach  keine  ebene  Curve 
mehr  dar,  sondern  eine  solche  von  doppelter  Krümmung,  die 
ähnlich  wie  eine  homodrome  Schraubenlinie  verläuft. 

Betrachtet  man  die  Veränderungen,  welche  durch  das  Um- 
kehren in  den  oberen  noch  frei  nutirenden  Partieen  einer  win- 
denden Pflanze  geschafifen  werden,  so  ist  einleuchtend,  dass 
zunächst  ein  ähnlicher  Vorgang  wie  der  ebengeschilderte  sich 
abspielen  wird.  Da  die  Krümmung  dieser  Partieen  in  der 
Regel  eine  homodrome  ist,  so  muss  dieselbe  nach  dem  Umkehren 
eine  antidrome  sein,  denn  die  Krümmung,  die  vorher  (von  vorne 
gesehen)  ihre  Concavität  nach  rückwärts  richtete,  ist  jetzt  nach 
vorne  geöffnet.  Befindet  sich  dieselbe  in  annähernd  horizontaler 
Lage ,  was  ja  sehr  häufig  der  Fall  ist,  so  müssen  also  ähnliche 
Veränderungen  eintreten,  wie  unter  den  vorhin  geschilderten 
Bedingungen.  Aber  auch  wenn  die  Lage  der  Krümmung  eine 
andere  ist,  so  spielen  sich  doch  im  Grunde  genommen  dieselben 
Vorgänge  ab.  Immer  muss  in  kurzer  Zeit  eine  homodrome 
Krümmung  erzielt  werden  und  damit  sind  auch  wieder  diesel- 
ben Bedingungen  gegeben.  Dadurch  wird  aber  zunächst  be- 
wirkt, dass  die  Concavität  der  Krümmung  im  frei  nutirenden 
äusseren  Theile  sehr  bald  nach  hinten  gekehrt  wird ,  dass  also 
die  Stütze  an  die  Convexität  derselben  zu  liegen  kommt.    Diese 
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homodrome  KrümmuDg  wird  aber  nicht  blos  in  dem  frei  nuti- 
renden  Ende,  sondern  sie  wird  auch  in  einer  der  Stütze  bereits 
anliegenden  Strecke  sich  bemerkbar  machen,  denn  dieselbe  ist 
ja  noch  nutationsfäbig  und  die  scbraubenlinige  Krümmung  ist 
noch  keine  bleibende  geworden.  Es  leuchtet  nun  sofort  ein, 
dass  auf  diese  Weise  auch  die  mehr  zurückliegende  Partie  ahn- 
liche Bewegungen  ausführen  wird,  wie  die  vorher  frei  nutirende, 
und  dass  hierdurch  die  erstere  sich  von  der  Stütze  abwickeln, 
ja  sogar  derselben  die  Gonvexitttt  der  Krümmung  zukehren 
wird. 

Diese  Bewegungen  lassen  sich  sehr  leicht  beobachten  und 
das  Experiment  bestätigt  die  obigen ,  zunächst  theoretischen 
Betrachtungen  sofort.  Nun  sieht  man  aber  auch  bei  solchen 
Versuchen,  dass  nach  der  Aufrichtung  der  äusseren  Partie,  in- 
folge des  negativen  Geotropismus  und  der  Nutation,  sehr  oft 
ein  Contact  derselben  mit  der  Stütze  eintritt ,  da  die  letztere 
den  weiteren  Nutationsbewegungen  hindernd  in  den  Weg  tritt. 
Der  Erfolg  dieses  Contactes  und  der  hierdurch  hervorgerufenen 
Spannung  muss  aber  jetzt  offenbar  ein  ganz  anderer  sein  als  in 
der  normalen  Stellung  der  Pflanze,  denn  jetzt  kann  durch  jene 
Spannung  nicht  etwa  ein  Anziehen  des  Stengels  an  die  Stütze 
erfolgen ,  sondern  es  muss  vielmehr  in  einer  der  Stütze  noch 
anliegenden  Partie  ein  passives  Wegkrümmen  von  derselben 
erzielt  werden.  Ist  der  Contact  wieder  aufgehoben,  so  wird 
bald  wieder  eine  annähernd  horizontale  Lage  erreicht  werden, 
zugleich  muss  aber  auch  in  jenen  noch  nutationsfähigen  Par- 
tieen,  die  der  Stütze  noch  anliegen,  aus  den  oben  angegebenen 
Gründen  die  vorhandene  Krümmung  flacher  werden  und 
schliesslich  in  eine  andere  verwandelt  werden,  deren  Gonvexi- 
tat  der  Stütze  zugekehrt  ist.  Tritt  dabei  ein  nochmaliger  Con- 
tact in  den  oberen  Partieen  ein ,  so  wird  jenes  Abwickeln  von 
der  Stütze  noch  beschleunigt. 

Auf  diese  Weise  erklärt  es  sich  ganz  ungezwungen,  dass 
beim  Umkehren  der  Pflanze  schliesslich  die  ganze  noch  nuta- 
tionsfähige  Partie  von  der  Stütze  in  verhältnissmässig  kurzer 
Zeit  wieder  abgelöst  wird.  Die  einmal  fertig  gebildeten  Schrau- 
benwindungen bleiben  natürlich  erhalten  und  nachdem  die 
geotropische  Krümmung  so  stark  ist,  dass  die  nutirende  Partie 
annähernd  vertical  steht,  stellt  sich  das  normale  Winden  wieder 
ein,  denn  jetzt  müssen  die  Greif bewegungen  und  ebenso  das 
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Zusammenwirken  von  Geotropismus  und  Nutation  wieder  das- 
selbe Resultat  ergeben,  wie  in  der  aufrecht  gestellten  Pflanze. 

Es  ist  also  eine  Nothwendigkeit,  dass  beim  Umkehren  einer 
Pflanze  durch  die  veränderte  Lage  der  einzelnen  Zonen  gegen 
deo  Horisont  und  die  damit  verbundenen  Veränderungen  im  Zu- 
sammenwirken von  Geotropismus  und  Nutation  ein  Abwickeln 
der  jüngsten  noch  nicht  fertigen  Windungen  eintritt;  es  ist 
demnach  gänzlich  ungerechtfertigt,  wenn  Sachs  auf  Grund  die- 
ser sehr  einfachen  Erscheinung  eine  allerdings  nicht  näher  von 
ihm  definirte  Reizbarkeit  der  windenden  Pflanzen  annehmen  zu 
dürfen  glaubt. 

Die  Frage,  weshalb  bei  Rotation  der  Pflanze  um  eine  hori- 
zontale Achse  die  obersten  Windungen  wieder  abgewickelt  wer* 
den,  ist  schon  im  ersten  Theile  näher  erörtert  worden.  Es  leuch- 
tet sofort  ein,  dass  bei  Aufhören  des  Geotropismus  und  der  regel- 
mässigen Nutation  auch  das  Winden  nicht  mehr  stattfinden  kann ; 
auch  wurde  bereits  dargelegt,  dass  in  diesem  Falle  'der  Stengel 
nicht  wieder  vollständig  gerade  gestreckt  werden  kann,  da  die 
durch  Greifbewegungen  und  Geotropismus  früher  entstandenen 
Krümmungen  beibehalten  werden  müssen,  denn  der  Geotropis- 
mus, welcher  ein  Ausgleichen  derselben  bewirken  könnte,  ist 
en. 


§6- 
Bedemtug  der  seheliilNuren  antldromen  Torsloii  für  das  Winden. 

Den  Zusammenhang  der  wirklichen  antidromen  Torsion  und 
ihre  Bedeutung  für  das  Winden  hat  Sghwbndener  bereits  ge- 
nügend klar  gelegt,  so  dass  ich  mich  hier  nicht  näher  damit  zu 
beschäftigen  brauche.  Nur  darauf  möge  noch  kurz  hingewiesen 
werden,  dass  die  Quantität  jener  wirklichen  Torsionen  von  dem 
Durchmesser  der  Stütze  abhängt.  Während  bei  sehr  dünnen 
Stützen  nach  den  in  §  4  mitgetheilten  Bemerkungen  nur  geringe 
Torsion^a  dieser  Art  auftreten  können,  weil  bei  den  wirksamen 
Greifbewegungen  kein  bedeutendes  Torsionsmoment  vorhanden 
ist,  müssen  bei  Stützen  von  mittlerer  Dicke  schon  stärkere 
Drehungen  erzielt  werden,  denn  hier  sind  wirksame  Greifbe- 
wegungen auch  in  den  oberen  TheilendesSprossendeshäufig  vor- 
handen, sie  treten  in  derRegelbei  jedem  Nutationsumgange  auf. 
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und  ausserdem  sind  auch  die  Spannungen,  weiche  jene  Tor- 
sionen herbeiführen,  bedeutend  stärker.  In  noch  höherem  Grade 
gilt  dies  für  das  Winden  um  dicke  Stützen,  deren  Durchmesser 
nahe  dem  Grenzwerthe  liegt;  wobei  also  der  grössere  Theil  des 
ganzen  nutationsf^higen  Sprossendes  eine  lange  andauernde 
Greifbewegung  ausführt. 

Demgemäss  findet  man  in  dem  letzteren  Falle  eine  sehr 
starke  antidrome  Torsion  vor,  wie  Sghwbndbner  ganz  richtig  be- 
merkt hat.  Mit  dem  Stärkerwerden  dieser  Torsionen  wird 
aber  auch  die  Amplitude  der  Nutationskrümmungen  geändert, 
denn  denkt  man  sich  einen  nutirenden  Stengel  stark  gedreht, 
so  bilden  jetzt  die  successive  stärker  sich  ausdehnenden  Zonen 
Schraubenlinien  mit  verhältnissmässig  eng  aneinander  liegen- 
den Windungen,  es  muss  also  die  Nutationskrümmung  eine 
Schraubenlinie  darstellen,  die  um  einen  Cylinder  mit  geringem 
Durchmesser  verläuft.  Je  stärker  demnach  die  Torsion  wird, 
desto  kleiner  muss  dieser  Durchmesser  werden ;  dazu  kommt 
noch,  dass  in  diesen  Fällen  ausser  der  Krümmung  in  verschie- 
denen Ebenen  auch  noch  eine  Verstärkung  der  Torsion  auftreten 
wird,  denn  wenn  eine  schraubenlinig  um  einen  Stengel  ver- 
laufende Zone  stärker  wächst  wie  die  übrigen,  so  muss  neben 
der  krümmenden  Componente  auch  noch  eine  drehende  vorhan- 
den sein,  die  eine  V.erstärkung  der  einmal  vorhandenen  Torsion 
bedingt. 

Bei  dicken  Stützen  zeigt  immer  schon  ein  bedeutender 
Theil  der  nutationsfähigen  Zone  starke  antidrome  Torsionen 
und  es  können  in  den  gedrehten  Partieen  demnach  die  Nuta- 
tionsbewegungen  nicht  mehr  so  ausgiebig  sein,  als  wie  in  den 
obersten  Intemodien.  Daraus  folgtauch,  dass  die  der  Stütze 
einmal  anliegenden  Intemodien  sich  nicht  so  leicht  wieder  von 
derselben  wegwenden  können,  wenn  durch  die  Bewegungen 
der  oberen  Partieen  und  durch  den  Einfluss  des  Geotropismus 
lange  andauernde  wirksameGreifbewegungen  hergestellt  werden. 

Bei  dünnen  Stützen  dagegen,  wo  die  Torsionen  gering 
sind,  müssen  die  Nutationsbewegungen  auch  in  den  weiter  von 
der  Spitze  entfernt  liegenden  Theilen  noch  eine  ansehnliche  Am- 
plitude besitzen  und  erst  wenn  schliesslich  beim  allmäligen 
Aufhören  derselben  das  völlige  Geradestrecken  des  Stengels 
durch  die  Stütze  verhindert  wird,  können  die  bleibenden 
Schraubenwindungen  zu  Stande  kommen. 
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Es  steht  also  die  Bewegungsfähigkeit  der  tordirten  Inter- 
nodien  mit  der  Quantität  dieser  Torsionen  in  einem  ganz  be- 
stimmten Zusammenbange  und  deshalb  sind  die  letzteren  von 
grosser  Bedeutung  für  den  Vorgang  des  Windens  selbst. 

Etwas  anders  verhalt  es  sich  mit  den  scheinbaren  Tor- 
sionen ,  deren  Ursachen  in  den  §§  1  und  2  auseinandergesetzt 
wurden.  Die  wesentliche  Bedeutung  derselben  für  das  Winden 
ist,  wie  schon  aus  den  vorigen  Paragraphen  hervorgeht,  darin 
za  suchen,  dass  infolge  der  Lagenveränderung  der  einzelnen 
Längszonen  gegen  den  Horizont  eine  geotropische  Krümmung 
herbeigeführt  wird,  die  annähernd  eine  homodrome  Schrau- 
benlinie darstellen  muss.  Bei  sehr  dünnen  Stützen  werden 
deshalb  in  den  frei  nutirenden  Enden  ziemlich  häufig  flache 
oder  auch  steiler  aufsteigende  schraubenlinige  Krümmungen  zu 
Stande  kommen,  die  zwar  nicht  bleibend  sind,  die  aber  das 
Umschlingen  der  Stütze  wesentlich  begünstigen.  Bei  Stützen 
von  mittlerer  Dicke  wird  in  den  Zeiträumen,  wo  die  äussersten 
Partieen  frei  nutiren,  etwas  Aehnliches  eintreten  und  dadurch 
das  abermalige  Zustandekommen  der  Greifbewegung  nur  be- 
schleunigt werden.  Zugleich  muss  aber  durch  die  bei  dem 
letzteren  Vorgänge  eintretende  antidrome  Torsion  die  infolge 
der  geotropischen  Einwirkung  wachsende  Zone  auf  die  Con- 
vexität  der  schraubenlinigen  Krümmung  zu  liegen  kommen. 
Dies  wird  sich  fast  bei  jedem  Nutationsumgange  in  derselben 
Weise  wiederholen  und  es  müssen  deshalb  auch  die  geotropi- 
schen Krümmungen  zur  Bildung  der  schliesslich  vorhandenen 
bleibenden  Schrauben  Windungen  wesentlich  beitragen.  Noch 
viel  mehr  gilt  dies  für  sehr  dicke  Stützen ,  bei  denen  sich  die 
Spitze  fast  gar  nicht  ablöst ;  hier  wird  immer  wieder  die  früher 
nach  unten  gekehrte  Zone  nach  aussen  gelangen  und  somit  die 
GoDcavität  der  geotropischen  Krümmung  der  Stütze  zugekehrt 
werden. 

Da  das  Aufrichten  der  Stengel  auch  in  diesem  Fälle  wie  in 
den  beiden  vorigen  schliesslich  nur  durch  die  Stütze  verhindert' 
wird,  so  müssen  die  vorhandenen  geotropischen  Krümmungen 
wesentlich  dazu  mitwirken,  die  Spitze  so  fest  an  die  Stütze  an- 
zudrücken, dass  jenes  Aufrichten  nicht  stattfinden  kann,  dass 
also  eine  bleibende  schraubenlinige  Krümmung  entstehen  muss. 

Beachtet  man  ferner  noch,  was  in  §S  über  denEinfluss  des 
Geotropismus  auf  eine  schraubenlinige  Krümmung  gesagt  wurde, 
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so  leuchtet  ein,  dass  in  den  noch  wachsthumsfähigen,  aber 
bereits  Schraubenwindungen  bildenden  Partieen  auch  stets  ein 
Anpressen  des  Stengels  an  die  Stutze  stattfinden  muss,  denn 
beide  Krümmungsradien  der  Curve  würden  infolge  des  Geo- 
tropismus kleiner  werden,  wenn  nicht  die  Stutze  den  damit 
verbundenen  Bewegungen  Widerstand  entgegensetzte. 

Das  Gesagte  dürfte  genügen,  um  die  Bedeutung  der  schein- 
baren Torsionen,  die  mit  den  Lagenveränderungen  einer  um 
horizontale  oder  etwas  geneigte  Achse  nutirenden  Spitze  zu- 
sammenhängen, für  die  weiteren  Bewegungen  einer  windenden 
Pflanze  darzulegen. 


§7- 
Znsammenfassiuig  der  Regvltste. 

4 .  Die  von  Baran btzkt  angenommene  »transversale  Krüm- 
mung« erklärt  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  Zusammen- 
wirken der  Nutation  und  des  Geotropismus,  welches  stets  dann 
eintreten  muss,  wenn  die  Nutationsbewegungen  um  eine  hori- 
zontale oder  schief  gestellte  Achse  stattfinden. 

2.  Die  von  Kohl  angenommene  Reizbarkeit  der  windenden 
Stengel  ist  nicht  vorbanden,  die  Stütze  wirkt  nur  dadurch  auf 
die  Bildung  von  Schraubenlinien  ein,  dass  sie  den  Nutations- 
und  geotropischen  Krümmungen  der  Sprossenden  einen  gewissen 
Widerstand  entgegensetzt. 

3.  Die  nothwendigen  Factoren  für  das  Winden  sind :  die 
Gircumnutation,  der  negative  Geotropismus  und  der  Widerstand, 
welchen  die  Stutze  den  Bewegungen  des  Sprossendes  entge- 
gensetzt. 

4.  Bei  den  Bewegungen  eines  nutirenden  Sprossendes  um 
eine  horizontale  oder  schief  gestellte  Achse  werden  zeitweise 
scheinbare  antidrome  Torsionen  erzielt,  die  für  die  weitere  Ein- 
wirkung des  negativen  Geotropismus  von  Bedeutung  sind, 

5.  Die  Mitwirkung  des  negativen  Geotropismus  beim  Zu- 
standekommen der  bleibenden  Schraubenwindungen  besteht 
einestheils  in  dem  Aufwärtskrümmen  der  in  horizontale  oder 
schiefe  Lage  gebrachten  Sprossenden,  anderntheils  in  der  Her- 
stellung von  Krümmungen,  die  durch  das  stärkere  Wachsthum 


ZvE  Mechanik  des  Windbns.  179 

einer  ähnlich  wie  eine  homodrome  Schraubenlinie  um  den  Sten- 
gel verlaufenden  Curve  erzielt  werden. 

6.  Das  Winden  um  sehr  dünne  Stützen  erfolgt  im  Wesent- 
lichen unter  denselben  Umständen^  wie  das  Umschlingen  dicke- 
rer Stützen,  und  die  dabei  auftretenden  Bewegungen  sprechen 
weder  gegen  die  Wirkung  der  Greifbewegungen,  noch  für  eiixe 
den  windenden  Stengeln  eigenthümliche  Reizbarkeit. 

7.  Das  Abwickeln  der  obersten  Windungen  beim  Uknkehren 
der  Pflanzen  lässt  sich  durch  die  relativ  umgekehrte  Nutations- 
richtung  und  die  damit  verbundene  Aenderung  in  dem  Zusam- 
menwirken von  Nutations-  und  geotropischen  Krümmungen 
vollständig  erklären.  Es  ist  deshalb  kein  Grund  vorhanden,  aus 
diesem  Vorgange  auf  eine ,  wenn  auch  nicht  näher  definirte, 
Reizbarkeit  der  windenden  Pflanzen  zu  schliessen,  wie  dies  von 
Sachs  geschehen  ist.  Vielmehr  wird  durch  dieses  Abwickeln 
bewiesen,  dass  die  Bildung  bleibender  Schraubenwindungen 
nicht  möglich  ist,  wenn  in  dem  Zusammenwirken  der  oben  ge- 
nannten drei  Factoren  eine  Aenderung  eintritt. 


Anhang. 
(Anmerkung  zu  Seite  59.) 

Auf  S.  59  wurde  die  Berechnung  der  Werthe  für  cos  a  und  tg  C 
nicht  genauer  ausgeführt,  es  soll  dies  im  Folgenden  noch  nachgeholt 
werden. 

Der  Supplementwinkel  der  Seite  a  gehört  einem  sphärischen  Dreieck 
an,  in  welchem  ein  Winkel  ein  Rechter  und  die  denselben  einschliessen- 
den  Seiten  gleich  900  —  a  und  ß  sind.  Jene  Seite,  welche  den  Supple- 
mentwinkel von  a  darstellt,  liegt  dem  rechten  Winkel  gegenüber. 

Es  lässt  sich  demnach  dieselbe,  die  wir  x  nennen  wollen,  berech- 
nen aus  der  Gleichung: 

cos  X  =  cos  (900— a) .  cos  ß 
=  sin  fi  cos  ß  . 

Da  aber  ä  =  1800  —  a  , 

so  ist: 

cos  a  =s  —  sin  a  cos  ß  . 

Die  Bestimmung  von  tg  C  lässt  sich  ebenfalls  an  dem  eben  betrach- 
teten sphärischen  Dreiecke  ausführen. 

C  ist  das  Supplement  des  Winkels,  welcher  in  jenem  Dreiecke  der 
Seite  900  _  a  gegenüberliegt. 
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Wir  haben  demnach,  wenn  wir  diesen  Winkel  mit  B  bezeicbneo, 
folgende  Gleichung: 

tg(9ao-«) 

^  »in  ^ 

^  cotg  g 
~    sin/9 
Da  aber  fi  =  1 800  -  C  , 

so  gilt  für  C  die  Gleichung: 

^  sm^ 


M.  von  Frey  und  E.  Wiedemann,  lieber  die  Verwendung  der 
Holtz^schen  Maschine  zu  physiologischen  Reizversuchen. 

Die  meist  zur  Erzeugung  elektrischer  Reize  verwandten 
Httlfsmittel  sind  das  Inductofium  und  die  galvanische  Batterie. 
Beide  haben  gewisse  Nachtheile :  bei  letzterer  lassen  sich  die 
Reize  nicht  in  beliebig  schneller  Aufeinanderfolge  herstellen, 
während  bei  ersterem  jeder  Inductionsstoss ,  sei  es ,  dass  er 
einer  Oeffnung  oder  Schliessung  des  primären  Stromes  ent- 
spricht^ ein  äusserst  complicirtes  Gebilde  darstellt.  An  eine 
erste  Hauptentladung  reiht  sich  eine  grosse  Reihe  von  Partial- 
entladungen  von  abnehmender  Stärke.  Ihre  Zahl  und  die  Stärke 
einer  jeden  derselben  hängt  von  den  speciellen  Versuchsver- 
hältnissen, dem  Widerstände  des  Nerven  etc.  ab. 

Wir  haben  daher  versucht,  die  HoLTz'sche  Maschine  zu 
physiologischen  Versuchen  zu  verwenden.  Die  bisherigen  Ver- 
suche sind  durchaus  befriedigend  ausgefallen. 

Die  Versuchsanordnung  ist  folgende:  Der  eine  Pol  der 
Maschine  ist  zur  Erde  abgeleitet,  der  andere  wird  durch  einen 
mit  Kautschuk  übersponnenen  Draht  mit  oder  ohne  Einschal- 
tung des  Nerven  zur  Erde  geführt.  Um  dies  zu  bewerkstelligen, 
dienen  folgende  zwei  Vorrichtungen :  A  ist  ein  in  eine  Pappschach- 
tel gegossener  ParafBnklotz,  in  den  zwei  T-Röhren  T^  und  T, 
eingesetzt  sind.  Ihre  Schenkel  sind  sämmtlich  so  gebogen, 
dass  sie  aus  dem  Paraffin  heraussehen.  Die  T-Röhren  selbst  sind 
mit  Quecksilber  gefüllt.  In  die  Oeffnungen  a  und  b  und  e  und  f 
werden  die  Zu-  und  Ableitungsdrähte  gesetzt ;  c  und  d  können 
durch  einen  Metallbügel  direct  verbunden  werden.  In  einen 
zweiten Paraffinkloti  JBsind  sechs U-Röhren  eingesetzt  aßyde^. 
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In  die  nach  aussen  stehenden  Schenkel  derselben  tauchen  die 
Zuleitungsdrähte ,  während  in  ihre  inneren  weiteren  Schenkel 


sich  die  Enden  zweier  n  gebogenen  Kupferdrähte  k  und  k^  ein- 
senken, die  an  einem  Hartgummistabe  befestigt  sind.    Da  noch 
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ausserdem  a  und  C  und  €  und  ß  durch  DrähtC;  wie  die  Figur 
zeigte  verbunden  sind,  so  stellt  das  Ganze  einen  Commutator  dar. 

Die  Verbindungen  selbst  werden  in  der  folgenden  Weise 
dargestellt:  Zu  dem  Napf  b  wird  der  Strom  der  Maschine  ge- 
leitet, der,  falls  der  BUgel  /  eingeschaltet  ist,  unmittelbar  nach 
c  und  von  da  durch  a  zur  Erde  abfliesst.  Wird  /  herausgenom- 
men, so  geht  der  Strom  nach  f,  dann  nach  y.  Von  hier  fliesst 
er,  je  nachdem  die  Bflgel  k  und  k^ ,  y  und  £  und  d  und  C  oder 
aber  y  und  a  und  d  und  ß  verbinden,  in  einem  oder  im  anderen 
Sinne  durch  den  Nerven,  um  über  ö,  e  und  a  zur  Erde  abzu- 
fliessen. 

Um  den  Strom  der  Maschine  in  passender  regelmässiger 
Weise  zu  unterbrechen,  wurde  in  den  Stromkreis  zwischen  die 
Maschine  und  den  Napf  b  zunächst  ein  Widerstand  und  dann 
ein  Entladungsrohr  eingeschaltet.  Der  Widerstand  selbst  be- 
stand aus  einem  V-Rohr  mit  ca.  4,5  cm  weiten  Schenkeln;  von 
diesen  stand  der  eine  vertical,  der  andere  war  unter  ca.  45^ 
gegen  den  Horizont  geneigt.  Die  beiden  Schenkel  wurden  zu- 
nächst mit  Quecksilber  gefüllt,  in  den  verticalen  Schenkel 
tauchte  der  Zuleitungsdrabt  von  der  Maschine^  in  den  schrägen 
Schenkel  wurde  dann  ein  Glasrohr  von  ca.  7  mm  Weite,  das 
oben  erweitert  war  und  das  sich  in  demselben  auf-  und  nieder- 
schieben Hess,  eingeführt.  In  dasselbe  wurde  Wasser  gegossen 
und  von  oben  ein  Kupferdraht  eingesetzt,  der  den  Strom  zu  der 
Entladungsrohre  weiter  leitete.  Durch  Herausziehen  und  Hin- 
einschieben des  engeren  Rohres  konnte  man  grössere  oder  klei- 
nere Widerstände  einschalten.  Frühere  Versuche  hatten  nun 
gezeigt,  dass  dadurch  die  Zahl  der  Entladungen  wesentlich  ver- 
ändert wird,  indem,  je  grösser  der  Widerstand  ist,  um  so 
grösser  die  Zahl  der  Entladungen  wird. 

Ohne  Einschaltung  von  Widerständen  entlädt  sich  nämlich, 
sobald  einmal  das  Potential  an  den  Elektroden  eine  bestimmte 
Höhe  erreicht  hat,  die  ganze  auf  den  Electroden,  auf  den  diese 
mit  der  Maschine  verbindenden  Leitern  und  auf  einem  Theil  der 
Platten  der  Maschine  befindliche  Elektricitätsmenge  auf  einmal ; 
sie  fliesst  den  Elektroden  so  schnell  zu,  dass  dort  das  Potential 
trotz  des  Abflusses  von  Elektricität  nicht  so  weit  sinken  kann, 
dass  ihr  Uebergang  aufhörte.  Bei  Einschaltung  von  Widerstän- 
den wird  aber  der  Zufluss  der  Elektricität  immer  langsamer 
und  langsamer  und  es  tritt  wesentlich   nur  die  Elektricitäts- 
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menge  über,  die  auf  der  Electrode  selbst  und  in  deren  nächsten 
Nähe  sich  befindet.  Bei  gleicher  Intensität  des  Stromes  treten 
daher  immer  zahlreichere  Entladungen  ein* 

Das  Entladungsrohr  selbst  war  etwa  3  cm  weit  und  hatte 
zwei  spitze,  etwa  2  mm  von  einander  abstehende  Electroden. 
Durch  ein  Ansatzrohr  war  es  mit  einer  QueclLsilberpumpe  ver- 
bunden. Die  Drucke  betrugen  ca.  4 — 3  mm.  Als  Gas  wurde 
meist  Luft  verwandt ;  nur  in  den  Fällen,  wo  Beobachtungen  im 
rotirenden  Spiegel  stattfanden,  wurde  Kohlenoxyd,  der  grösseren 
Intensität  des  von  ihm  ausgegebenen  Lichtes  wegen,  eingeftihrt. 
Versuche  mit  anderen  Formen  von  Entladungsröhren,  besonders 
solchen  mit  capillarem  Zwischenstück,  zeigten,  dass  bei  diesen 
das  Potential  zur  Entladung  und  damit  die  bei  jeder  einzelnen 
Entladung  übergehende  Elektricitätsmenge  so  gross  war,  dass 
die  von  uns  zunächst  gesuchten  physiologischen  Grenzweribe 
der  Reizung  ausserordentlich  hoch  zu  liegen  kamen.  Wir  haben 
daher  vorläufig  die  oben  beschriebene  Röhre  vorgezogen. 

Die  Zahl  der  Entladungen  wurde  auf  zwei  Wegen  zu  be- 
stimmen versucht.  Einmal  mittelst  eines  rotirenden  Spiegels. 
Neben  der  Entladungsröhre ,  durch  die  der  die  Reize  liefernde 
Strom  floss ,  wurde  eine  zweite  aufgestellt,  durch  welche  der 
secundäre  Strom  eines  Inductoriums  ging,  dessen  primärer  mit- 
telst einer  Stimmgabel  eine  bestimmte  Anzahl  von  Malen  in  der 
Secunde  unterbrochen  wurde  und  die  Entladungsbilder  beider 
Röhren  wurden  in  einem  rotirenden  Spiegel  betrachtet.  Man 
bestimmte  dann ,  wieviel  Entladungsbilder  des  ersten  Strom- 
kreises zwischen  zweien  des  zweiten  lagen.  Diese  Methode 
Hess  deutlich  erkennen,  dass  die  Entladungen  mit  grösster  He- 
gelmässigkeit  auf  einander  folgten.  Da  sich  aber  später  heraus- 
stellte ,  dass  die  in  Betracht  kommende  Zahl  der  Entladungen 
eine  sehr  grosse  war  und  die  Lichtstärke  derselben  dem  ent- 
sprechend sehr  gering  wurde,  so  verwandten  wir  ein  Telephon, 
das  zwischen  b  und  die  Entladungsröhre  eingeschaltet  wurde. 

Die  meist  eintretende  'grosse  Klarheit  des  Tones  war  ein 
Zeichen  für  die  Regelmässigkeit  der  Intervalle  zwischen  den 
aufeinander  folgenden  Entladungen.  Nur  in  einem  Falle  traten 
Unregelmässigkeiten  auf.  Yergrössert  man  den  Widerstand  von 
seinem  kleinsten  Werthe  ausgehend,  so  entwickelt  sich  zunächst 
ein  tiefer  Ton,  der  allmälig  steigt;  bei  einem  bestimmten  Wider- 
stände hört  man  aber  ein  blasendes  Geräusch^  dem  eine  flak- 
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kemde  unruhige  Entladung  entspricht;  eine  weitere  Ver* 
mehrung  des  Widerstandes  macht  den  Ton  wieder  klar  und 
höher.  Wir  werden  auf  diese  Erscheinung  spater  zurückkom- 
men. Man  kann  die  Tonhöhe  bis  über  die  Grenzen  der  Hörbarkeit 
hinaus  steigern.  Ist  der  Nerv  eingeschaltet,  so  ist  meist  der  Ton 
höher  als  ohne  denselben  und  muss  daher  die  Tonhöhe  bei  Ein- 
schaltung desselben  ermittelt  werden. 

Sehr  sorgfältig  muss  bei  den  Versudien  jede  Funkenstrecke 
vermieden  und  darauf  geachtet  werden,  dass  der  Nerv  und  der 
mit  ihm  verbundene,  die  Zuekungen  aufschreibende  Muskel  von 
der  Erde  isolirt  ist,  indem  sonst  grosse  Unregelmässigkeiten 
eintreten.  Die  ganzen  Räume  werden  elektrisch  geladen  und 
zwar  in  einem  bestimmten  Rhythmus,  und  man  erhält  tetanische 
Reisungen,  sobald  sich  ein  Strom  durch  den  Nerven  ausgleichen 
kann.  Berührt  man  z.  B.  mit  dem  an  einer  Pincette  gehaltenen 
Nerv-Muskel-^Präparat  die  Gasleitung,  so  tritt  Tetanus  auf,  wel* 
eher  ausbleibt,  sobald  man  die  Pincette  mit  einem  isolirenden 
Glasalab  vertauscht. 

Die  Isolirung  wurde  in  folgender  Weise  bewerkstelligt. 
Die  von  dem  Näpfchen  a  und  ß  kommenden  mit  Kautschuk 
überaogenen  Kupferdrähte  waren  in  die  amalgamirten  Zinkstäb- 
chen der  nicht  polarisirbaren  Pinselelectroden  eingeschraubt. 
Letztere  waren  auf  Korke  aufgebunden ,  die  selbst  von  Glas- 
röhren isolirt  getragen  worden.  Der  Knochen  des  Frosch- 
Schenkels  war  in  ein  Glasrohr  eingekeilt.  Die  Verkürzungen 
des  Muskels  konnten  durch  eine  passende ,  gleichfalls  isolirte 
Schreibvorrichtung  auf  einer  rotirenden  Trommel  aufgezeichnet 
werden. 

Die  Stromriohtung  liess  sich  unmittelbar  aus  dem  verschie- 
denen Aussehen  der  beiden  Eleotroden  erkennen. 

Die  Zahl  und  Intensität  der  Reize  lässt  sich  durch  Verän- 
derung einer  der  drei  folgenden  Grössen  variiren  :  1 )  des  Wider- 
standes; 2)  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  HoLTz'schen 
Maschine,  die  bei  unseren  Versuchen  durch  einen  ScHHiDT'schen 
Wassermotor  getrieben  wurde,  und  endlich  3)  durch  Veränder- 
ung des  Druckes  im  Entladungsrohr. 

Die  Reize  sind  sämmtlich  als  Ton  nahezu  unendlicher  Steil- 
heit anzusehen,  da  die  Entladungen  instanlan  erfolgen.  Be- 
stimmt man  ihre  Zahl  und  gleichzeitig  die  Intensität  des  Stromes 
in  einem  Galvanometer,  das  zwischen  a  und  6  eingeschaltet  ist, 
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so  kann  man  die  jedem  Reize  entsprechende  ElektriciUltsmenge 
quantitativ  bestimmen. 

Die  physiologischen  Erfolge,  die  sich  beobachten  lassen, 
wenn  ein  Stück  eines  Froschnerven  in  die  Erdleitung  aufge- 
nommen wird,  bestehen  in  Zuckung  oder  Tetanus  des  zugehöri- 
gen Muskels.  Das  gewöhnliche  Resultat  ist  Tetanus  und  zwar, 
entsprechend  der  Gleichartigkeit  der  Entladungen,  sehr  regel- 
mässige Tetani,  bei  welchen  die  neue  tetanische  Gleichgewichts- 
lage sehr  rasch  erreicht  und  dann  ohne  erhebliche  Goniractur 
festgehalten  wird ,  eine  Erscheinung,  die  mit  den  Erfahrungen 
des  Herrn  Bobr  in  Uebereinstimmung  steht.  Die  Tetani  können 
maximal  oder  untermaximal  sein.  Diese  Ausdrücke  bedeuten 
zwar  ursprünglich,  dass  der  Tetanus  aus  maximalen  oder  unter- 
maximalen Zuckungen  zusammengesetzt  ist;  sie  lassen  sich  aber 
auch  ohne  Kenntniss  der  Einzelzuckung  anwenden,  insofern  bei 
stets  gleicher  Form  der  tetanischen  Gurve  die  erreichten  Ver- 
kürzungen als  maximale  oder  untermaximale  bezeichnet  wer- 
den. Zuckungen  durch  einzelne  Entladungen  zu  bewirken,  ist 
uns  bisher  nicht  gelungen,  und  es  ist  fraglich,  ob  es  überhaupt 
ausführbar  ist  aus  vielen  Hunderten,  ja  vielen  Tausenden  Ent- 
ladungen innerhalb  einer  Secunde  eine  einzelne  abzusondern. 
Dagegen  ist  die  yersuchsanordnung  sehr  geeignet,  die  physiolo- 
gisch wichtige  Frage  zu  prüfen,  ob  die  Grösse  des  Reizerfolges 
mit  der  Zahl  der  Entladungen  stets  wachst  oder  ob  es  einen 
Wendepunkt  gibt,  von  welchem  an  die  Erfolge  sich  mindern, 
speciell  ob  die  tetanische  Reizung  verschwindet.  Gerade  über 
diesen  Punkt  gehen  die  Erfahrungen  der  Physiologen  sehr  aus- 
einander. Manche,  wie  Kronbckbr  und  Stirling,  bezweifeln  das 
Vorhandensein  eines  solchen  Wendepunktes  innerhalb  der  tech- 
nisch herstellbaren  Schwankungsfrequenzen,  indem  sie  selbst 
bei  22  000  Schwankungen  des  Reizes  pro  See.  noch  Tetani  beob- 
achteten. Andere  haben  von  einer  gewissen  Schwankungszahl 
ab  die  Tetani  verschwinden  und  einzelne  Zuckungen,  sogenannte 
Anfangs-  und  Endzuckungen,  an  deren  Stelle  treten  sehen. 
Zuweilen  fehlte  auch  jede  Reaction.  Die  Schwankungsfrequen- 
zen, welche  zur  Hervorbringung  dieser  Erscheinung  nöthtg 
waren,  oder  die  Grenzzahlen,  wie  ich  sie  der  Kürze  halber  nen- 
nen will,  bewegen  sich  zwischen  den  Werthen  von  400  bis  zu 
einigen  Tausend  in  der  Secunde.  Die  grossen  Differenzen  der 
Werthe  sind  nicht  erstaunlich,  wenn  man  erwagt,  dass  ausser  der 
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Anzahl  der  Schwankungen  auch  die  Form  derselben  bezogen  auf 
die  Zeit  (Engelm  Alf  Bf),  die  Intensität  (Engelhah  n,  Bbrnstbiic  ,  v .  Kribs), 
die  Temperatur  des  Nerven  (v.  Kribs)  und  seine  Ermüdung 
(Engelmann)  von  Einfluss  sind.  Es  haben  somit  auch  unsere 
Werthe  nur  Giltigkeit  für  die  gegebene  Entladungsform  und  für 
die  zur  Verfügung  stehenden  Intensitiitsgrenzen.  Die  Tempera- 
tur der  Nerven  war  die  des  Zimmers,  etwa  45<>G.,  und  der  Ein- 
fluss der  Ermüdung  wurde  durch  Anwendung  möglichst  frischer 
Nerven  eliminirt. 

Wir  finden  für  jeden  Nerven  eine  Grenzzahl  der  Entladun- 
gen, von  welcher  ab  kein  Tetanus  mehr  erscheint,  sondern  nur 
eine  Anfangs-  oder  Endzuckung,  zuweilen  auch  beide,  je  nach 
der  Richtung  des  Stromes;  Erscheinungen,  wie  sie  sich  bei  Rei- 
zungen mit  constanten  Strömen  einstellen.  Die  Werthe  der 
Grenzzahlen  schwanken  zwischen  3000  und  45  000  in  der  Se- 
cunde.  Die  genaue  Bestimmung  der  Zahlen  und  ihre  Abhängig- 
keit von  der  Intensität  muss  weiteren  Versuchen  vorbehalten 
bleiben.  Die  obere  Grenze  lässt  sich  durch  Wahl  anderer  Ent- 
ladungsröhren wahrscheinlich  noch  höher  hinauftreiben. 

Ihre  Bestimmung  mittelst  des  Telephons  bietet  infolge  des 
unvollkommenen  musikalischen  Charakters  so  hoher  Töne  nicht 
unerhebliche  Schwierigkeiten.  Da  aber  diese  Werthe  und  noch 
höhere  unter  stetiger  Aenderung  der  Tonhöhe  sich  gewinnen 
lassen,  so  ist  scharf  bewiesen,  dass  der  geänderte  physiologische 
Effect  nicht  auf  einer  qualitativen  Aenderung  des  Reizes  be- 
ruhen kann. 

Merkwürdiger  Weise  zeigte  sich  hierbei  eine  neue  Abhän- 
gigkeit, welche  für  die  einsinnigen  Stromschwankungen  charak- 
teristisch sein  dürfte.  Der  Werth  der  Grenzzahl  ist  nämlich  für 
ein  gegebenes  Nervenstück  verschieden  je  nach  der  Richtung,  in 
welcher  die  Schwankungen  hindurchgeschickt  werden.  Der 
Unterschied  kann  sich  auf  mehrere  tausend  Entladungen  belau- 
fen. Meistens  verschwindet  bei  absteigender  (gegen  den  Mus- 
kel gewendeter)  Stromrichtung  der  Tetanus  erst  bei  viel  höheren 
Entladungszahlen,  als  bei  aufsteigender.  Indessen  kommt  auch 
das  Umgekehrte  vor.  Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  dürfte 
sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  Betrachtung  ergeben ,  dass  die 
meisten  Stellen  des  Nerven  für  die  beiden  Stromrichtungen  ver- 
schieden empfindlich  sind.  In  der  wirksameren  Richtung  ist 
der  Erfolg  der  Entladungen  genau  derselbe,  als   wenn  ihre 
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Intensität  verstärkt  worden  wäre  und  es  ist  somit  begreiflich, 
dass  die  tetanische  Erregung  erst  bei  höheren  Grenzwerthen 
ausbleibt. 

Ob  sich  die  Grenzwerthe  bei  höherer  Intensität  derEiniel- 
entladung  noch  weiter  treiben  lassen ,  müssen  wir  vorläufig 
dahin  gestellt  sein  lassen.  Dass  aber  der  Nerv  unter  günstigen 
Umstanden  sehr  hohen  Frequenzen  zu  folgen  im  Stande  ist, 
scheint  uns  nach  den  auf  so  verschiedenen  Wegen  übereinstim* 
mend  erhaltenen  Resultaten  von  Kronegkbb  und  von  uns 
nicht  Ittnger  zweifelhaft  zu  sein. 

Einige  Versuche  mit  dem  curarisirten  Froschmuskel  zeig- 
ten, dass  ohne  Einschaltung  grösser  Funkenstrecken  keine  Rei- 
zung zu  erhalten  war. 


SITZUNG  AM  23.  APRIL  4885. 

Herrn.  Oredner,  Die  obere  Zechsteinformation  im  Königreich 
Sachsen. 

Nachdem  im  Jahre  1867  die  kgl.  preussische  geologische 
LaDdesanstalt  in's  Leben  gerufen  worden  war,  beschäftigten 
sich  deren  Geologen  zunächst  mit  der  Untersuchung  und  karto- 
graphischen Aufnahme  des  Unterharzes  und  der  denselben 
südlich  umrandenden  Gebiete.  Das  specielle  Studium  der  dort 
typisch  und  in  grösstmöglicher  Vollständigkeit  entwickelten 
Zechsteinformation  liess  es  E.  Beyricq  dem  Zwecke  einer  natur- 
gemässen  Gruppirung  verwandter  Schieb tencompl exe  dienlich 
erscheinen,  die  bis  dahin  meistentheils  zum  Buntsandstein  ge- 
rechneten und  als  dessen  unterstes  Glied  aufgefassten  gyps- 
führenden  bunten  Letten  zur  Zechsteinformation  zu  ziehen,  wie 
dies  von  Th.  Liebe  in  dem  ostthUringischen  Zechsteinareale  schon 
seit  dem  Jahre  4855  geschehen  ist.  Durch  diesen  Zuwachs  ver- 
mehrten sich  die  Glieder  dieser  letzteren  um  eine  obere  Abthei- 
lung, welche  sich  auf  Grund  der  bezüglichen  Publicationen  der 
kgl.  preussischen  geologischen  Landesanstalt  wie  folgt  charak-* 
terisiren  lässt : 

Obere  Zechstelnformatloii^  rothe,  braune,  grünliche, 
violette  oder  bläuliche  Letten  mit  dünnen  Lagen  von  dichtem 
Kalkstein,  sowie  mit  knolien-  oder  klotzförmigen  Partien  oder 
auch  bankförmigen  Platten  von  porösem  bis  zellig-löcherigem 
Dolomit  und  endlich  mit  Stöcken  oder  Lagern  von  Gyps  (dem 
jüngeren  Zechsteingyps].  Liegendes:  die  den  älteren  Anhydrit 
und  Gyps  bedeckenden  Stinkschiefer  und  Dolomite.  Hangen- 
des: die  feinkörnigen,  rogensteinführenden  Sandsteine^  oder 
die  röthlicheu ,  glimmerreicben ,  sandigen  Schieferletten  des 
unteren  Buatsandsteins. 
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Bezüglich  des  westlichen  Harzrandes  gelangle  O.  Speyer*) 
zu  vollkommen  gleichen  Resultaten.  Auch  er  fasst  die  bunten 
Letten  mit  knollenförmigen  Dolomiten,  dichten  Kalksteinen 
und  Gypslagern,  wie  sie  sich  an  die  Stinkschiefer  anschliessen, 
als  obere  Abtheilung  der  Zechsteinformation  auf. 

Diese  Dreigliederung  der  letzteren  und  ihre  Abgrenzung 
gegen  die  Trias  hat  seitdem  auf  sämmtlichen  den  südlichen  und 
westlichen  Harzrand,  sowie  das  Gebiet  von  Mansfeld  bis  HaUe 
umfassenden  Blättern  der  geologischen  Specialkarte  des  König- 
reichs Preussen  und  in  den  begleitenden  Texten^),  ebenso 
auch  auf  Lossen's  geognostischer  Übersichtskarte  des  Harzgebir- 
ges ihren  Ausdruck  gefunden.  Sie  ist  dem  zu  Folge  auch  schon 
längst  in  Werke,  welche  Lehrzwecken***)  oder  zur  Anleitung 
praktischer  geologischer  Studien  f)  dienen,  aufgenommen  und 
dadurch  in  weitere  Kreise  als  anerkanntes  ForschungsresuUat 
eingedrungen. 

Die  oben  dargelegte  Ausbildungsweise  der  oberen  Zech- 
steinformation  des  westlichen  und  südlichen  Harzrandes  sowie 
des  Mansfeldischen  beginnt  jedoch  bereits  am  Kyflfhäuser  da- 
durch eine  Modification  zu  erhalten,  dass  sich  zwischen  die 
gypsführenden  Letten  ein  Plattendolomit  einschiebt,  durch  wel- 
chen die  Letten  und  Gypse  in  eine  obere  und  eine  untere  Stufe 
getrennt  werden.  Diese  dadurch  erzeugte  Dreigliederung  des 
Oberen  Zechsteins  ist  die  in  Thüringen  und  in  Hessen  herr- 
schende Facies  des  letzteren  ff).  Als  solche  ist  sie  erkannt, 
beschrieben  und  z.  Th.  kartographisch  zum  Ausdruck  gebracht 


*)  0.  Speyer,   Die  Zechsteinformation   des  westlichen  Harzrandes. 
Jahrb.  d.  kgl.  preoss.^geol.  Landesanst.  f.  1880.  S.  50. 

**)  Beyrich,  Erläut.  zu  Blatt  Ellrich  1870.  S.  12;  —  BI.  Stollberg  1870, 
S.  21;  —  Beyrich  und  Moesta,  BI.  Schwenda  1883,  S.  57;  —  BL  Wippra 
1883,  S.  75;  —  BI.  Kelbra  1884,8.  28;  —  81.  Frankenhausen  1884,  S.47;  — 
Katser,  BI.  Lauterberg  1879,  S.  23;  —  BI.  Gerbstedt  1884,  S.  6;  —  BI.  Gön- 
nern 1884,  S.  11;  —  BI.  Artern  1884,  S.  4 ;  —  Laspetres,  BI.  Petersberg 
1874,  S.  5;  —  Moesta  und  Weiss,  BI.  Mansfeld  1884,  S.  31;  —  v.  Sebrach 
und  Speyer,  BI.  Gerode  1884,  S.  3;  —  Speyer,  BI.  Eisleben  1884,  S.  7. 

***)  H.  Credner,  Elemente  der  Geologie.  1.  Aufl.  1872,  S.  366;  5.  Aufl. 
1883,  S.  526  und  527. 

•f)  Y.  Groddeck,  Abriss  der  Geologie  des  Harzes.  1871,  S.  62 ;  2.  Aufl. 
1883,8.74. 

•H-)  Vergl.  die  von  Speyer  1.  c.  S.  59  gegebene  und  in  meinen  Elemen- 
ten d.  Geologie  8.  525  aufgenommene  tabellarische  tbersicht. 
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worden  z.  B.  von  Bbyrich  und  Mobsta  in  den  nordwestlichen 
Ausläufern  des  Thüringer  Waldes  und  in  Niederhessen*),  — 
von  BüGEiNG  in  der  Gegend  von  Schmalkalden*"^),  —  von  Liebe 
in  OstibUringen  ***) . 

An  diese  reussischen  Ablagerungen  der  oberen  Zecbstein- 
formation  schliessen  sich  nun  diejenigen  des  Königreichs  Sach- 
sen in  unmittelbarem ,  ununterbrochenem  Zusammenhange  an 
Blatt  Bonneburg  der  preuss.-  thüringischen  und  Section  Mee- 
rane  der  sächsischen  geologischen  Specialkarte],  jedoch  keilen 
steh  die  unteren  gypsreichen  Letten  aus ,  so  dass  sich  der  obere 
Zechstein  auf  die  ö  bis  15  m  mächtigen  Plattendolomite  und  die  bis 
IS  m  mächtigen  bunten  Letten  reducirt.  Nur  in  der  Gegend  von 
Frohburg  (Greifenhain)  und  am  Sttdrande  des  Mttgelner  Beckens 
sind  unter  dem  Plattendoiomit  noch  bunte  Letten  vorhanden. 

Das  sind  die  Thatsachen,  denen  die  geologische  Landes- 
untersuchung von  Sachsen  gegenüber  stand,  als  es  sich  um 
Aufnahme,  kartographische  und  textliche  Darstellung  der  klei- 
nen einförmigen  und  wenig  mächtigen  Partien  der  oberen 
Zechsteinformation  handelte,  welche  sich  von  Westen,  dem 
FUrstenthume  Beuss  aus  nach  Crimmilzschau  und  Meerane  und 
von  hier  nach  Geithain  und  Frohburg  in  das  Königreich  Sachsen 
hineinziehen  und  endlich  bei  MUgeln,  südlich  von  Oschatz,  in 
Form  eines  isolirten  flach  tellerförmigen  Beckens  auftreten.  Es 
ist  bekannt,  dass  in  diesen  Gebieten  kein  einziges  Glied  der 
unteren  und  mittleren  Zechsteinformation  und  als  alleiniger 
Vertreter  der  Trias  ein  gering  mächtiger  Gomplex  von  unterem 
Buntsandstein  entwickelt  ist. 

Auf  eine  erneute  Erörterung  der  in  unseren  Nachbar- 
ländern unter  günstigsten  Verhältnissen  längst  entschiedenen 
Grenzfrage  zwischen  Perm  und  Trias  musste  unter  solchen  Um- 
ständen als  gänzlich  zwecklos  verzichtet  werden.  Wir  schlössen 


*)  MoESTA,  Erl.  z.  Bl.  Netra  4876,  S.  5;  —  Bl.  Eschwege  4876,  S.  3 
und 4;  —  Bl.Waldkappel  4876,  S.  4  u.  6; —  Betrich  und  Moesta,  Bl.  Sontra 
1876,  S.  7  a.  43. 

**]  Jahrb.  d.  k.  preuss.  geol.  Landesanst.  f.  4  882,  S.  99. 
***)  Zeilschr.  d.  Deut.  geol.  Gesellsch.  1855.  S.  427.  Taf.  XXXIII  und 
XXIV.  Übersicht  über  den  Schichtenaufbau  OsUhüringens.  Abhandl.  zur 
geol.  Specialk.  von  Preussen  u.  d.  thüring.  Staaten.  Bd.  V,  Hert  4.  Berlin 
4884,  S.  59;  —  Erl.  z.  Bl.  Neustadt  4  884,  S.  45;  —  Bl.  Ronneburg  4878, 
S.  46;  —  Bl.  Orlamünde  4  885,  S.  2 ;  —  Bl.  Gera  1878  u.  a.  0. 
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UDS  vielmehr  den  Errungenschaften  der  harzer,  hessischen  und 
thüringer  Geologen  an  und  zogen  wie  diese  die  betreffende 
Grenze  oberhalb  der  bunten  Letten,  welche  demnach  auch  von 
uns  zur  oberen  Zechsteinformation  gerechnet  wurden  und  noch 
gerechnet  werden. 

Leider  aber  hat  dieses  unser  Vorgehen  die  Missbilligung 
des  Herrn  H.  B.  Geinitz  in  Dresden  von  Beginn  an  auf  sich 
gezogen. 

Bereits  in  seinem  im  Neuen  Jahrbuobe  für  Mineralogie 
4878,  S.  216  enthaltenen  Referate  wird  an  einem  der  erst 
erschienenen  Blätter  der  geolog.  Specialkarte  von  Sachsen^ 
Section  Rochlitz,  ausgesetzt,  dass  die  bunten  Letten  über  den 
Plattendolomiten  von  Geithain  zur  Zechsteinformation  gezogen 
seien,  obwohl  d sich  an  vielen  Stellen  zwischen  letzterer  und 
den  Letten  eine  geologische  Grenze  deutlich  nachweisen  lasse a. 

In  seinen  Nachtragen  zur  Dyas  I,  S.  40  schreibt  Gsuniz 
im  Jahre  1880:  »Nach  allen  unseren  Erfahrungen  scheint  es 
sich  schwer  rechtfertigen  zu  lassen,  wenn  unsere  Landesgeo- 
logen jene  Ansicht  von  der  Zugehörigkeit  der  oberen  bunten 
Letten  zur  Zechsteinformation  von  Neuem  zu  der  ihrigen  machenc . 
Er  begründet  diesen  Vorwurf  durch  die  Behauptung  (I.  c.  39), 
dass  sich  die  Letten  »in  die  an  der  Oberfläche  vielfach  zerklüf- 
teten und  buchtenförmig  ausgewaschenen  Schichten  der  Plat- 
tendolomite ungleichförmig  eingelagert  haben  sollen«. 

In  ahnlicher  Weise  spricht  sich  Geinitz  in  der  Sitzung  der 
Isis  zu  Dresden  im  December  \  882  aus. 

Im  März  4883  legte  Herr  Geinitz  der  Isis  eine  briefliche 
Mittheilung  von  A.  Dittmarsgh  vor,  illustrirt  durch  mehrere 
Profile  aus  der  Gegend  von  Ostrau^) ,  welche  »sehr  deutlich 
eine  geologische,  eine  Zeitgrenze  zwischen  den  Plattendolo- 
miten und  den  bunten  Letten  nachweise,  die  man  nicht  länger 
durch  gesuchte  künstliche  Erklärungen  zu  verdecken  suchen 
sollte  ff.  Diese  Verdächtigung  leitete  Herr  Geinitz  mit  folgenden 
Worten  ein :  »Wie  es  irriger  Weise  schon  von  Mdrchison  auf- 
gefasst  ist,  werden  auch  jetzt  wieder  von  mehreren  Mitgliedern 
der  geologischen  Landesuntersuchung  des  Königreichs  Sachsen 
jene  bunten  Letten  mit  zum  Zechstein  gerechnet,  trotz  ihrer 
sehr  deutlich  ausgesprochen  ungleichförmigen  Auflagerung  auf 


*)  Sitzber.  d.  Isis.  48S3,  S.  49,  Taf.  UL 
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den  erodirten  Schichten  des  oberen  Zechsteins,  welche  nur  hier 
und  da  bei  ungenügender  Beobachtung  gleichartig  erscheint. 
Trotzdem kommen  doch  immer  wieder  einige  junge  Geolo- 
gen auf  diesen  Irrthum  zuriick.^ 

Angesichts  der  Insinuation,  als  ob  es  immer  mieder  junge 
(also  wohl  unerfehrene,  j»  ungenügend t  beobachtende)  Geologen 
wären,  die  auf  diesen  »Irrthum c  verfallen,  fragt  man  sich  un* 
willkürlich,  ob  es  denn  Herrn  Gbinitz  ganz  unbekannt  geblie- 
ben ist,  dass  die  von  ihm  so  hart  beurtheilte  Grenzziehung  von 
so  hoch  angesehenen  und  leider  auch  nicht  mehr  jungen  For- 
schem wie  Bbtrich  und  Libbb  ausgegangen  ist?  —  dass  fer- 
ner diese  bunten  Letten  nicht  von  »mehreren  Mitgliedern  der 
geologischen  Landesuntersuchung  von  Sachsen«,  sondern  von 
allen  Geologen  Norddeutschlands ,  die  sich  neuerdings  mit  die- 
ser Frage  beschäftigt  haben,  zur  Zechsteinformation  gezogen 
worden  sind  und  dass  die  geologische  Landesuntersuchung  von 
Sachsen  nur  diesem  Beispiele  gefolgt  ist? 

Ganz  ähnliche  Anschauungen  über  die  geologische  Stellung 
der  bunten  Letten,  wie  die  oben  erwähnten,  sprach  Gbinitz  in 
einem  Vortrage  aus,  den  er  in  der  Versammlung  der  Deutschen 
Geologen  zu  Hannover  im  September  4884  hielt*).  Auch  hier 
suchte  er  den  Beweis  der  Richtigkeit  seiner  Ansicht  namentlich 
durch  Vorlegung  einer  Anzahl  von  Profilen  zu  führen,  aus  denen 
ein  discordantes  LagerungsverhäUniss  der  Letten  zum  Platten- 
dolomit hervorgehen  sollte.  Dass  dem  nicht  so  sei,  dass  viel- 
mehr die  scheinbare  Ungleichförmigkeit  der  Auflagerung  von 
Seiten  der  Letten  nur  eine  secundäre  Erscheinung  sei  und  auf 
der  nachträglichen  Entstehung  von  »geologischen  Orgeln c  be- 
ruhe, suchte  ich  schon  damals  klar  zu  legen  **] . 

Wie  w^enig  überzeugend  jedoch  meine  Erörterungen  da- 
mals auf  Herrn  Gbinitz  gewirkt  haben,  zeigt  dessen  jüngst  er* 
schienener  Aufsatz '''^),  welcher  die  längst  und  wiederholt  in 
Aussicht  gestellte  ausführliche  Erhärtung  seiner  abweichenden 
Ansichten  enthält.  Hier  wie  früher  beruht  dieselbe  wesentlich 
auf  dem  Versuche  der  Beweisführung,  dass  die  bunten  Letten  im 


*]  Zeitsch.  d.  Deut.  geol.  Gesellsch.  1884.  S.  674. 
♦♦)  1.  c.  S.  676. 

***)  Über  die  Grenzen  der  Zechstein  forma  tion  und  der  Dyas  überhaupt. 
LwpddinaXXL  1885.  S.  52. 
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Verhältnisse  discordanter  Auflagerung  zu  den  PlaUendol^miien 
stehen  sollen. 

Um  dies  darzuibun  hat  Herr  Gbinitz  die  Gegenden  von 
Grimmitzschau  und  Meerane,  die  von  Gera,  Pössneek,  Salzun- 
gen und  Eisenach  von  Neuem  besucht  und  die  Grenzverhält- 
nisse der  Plattendolomite  und  oberen  Letten  an  der  Hand  der 
dortigen  Aufschlüsse  nochmals  studirt.  Als  Ergebniss  resultirte 
eine  Anzahl  von  durch  den  oben  erwähnten  Herrn  Ditthakscb 
bei  Grimmitzschau  und  Meerane  aufgenommenen  Profilen,  nach 
denen  es  Herrn  Geinitz  »unbegreiflich  erscheint,  wie  man  da 
noch  von  gleichförmiger  Lagerung  jener  Letten  tlber  den  Plat- 
tendolomiten sprechen  könne«.  Zu  ähnlichen  Schlüssen  gelangte 
Herr  Geinitz  in  den  übrigen  oben  genannten  von  ihm  aufige- 
suchten  Gegenden. 


Der  Plattendolomit  des  oberen  Zechsteines  besteht  in  Sach- 
sen*), wie  anderwärts,  aus  schwachen,  ebenflächigen,  jedoch 
stark  quergekittfteten  Platten  eines  gelblichweissen  bis  grau- 
gelben, stark  dolomitischen  Kalksteines,  welche  fast  überall 
durch  dünne  Lagen  eines  grauen  oder  rothen  Lettens  von  ein- 
ander getrennt  werden.  Diese  sind  zwar  meist  nur  einige 
Millimeter  stark,  können  aber  auch  eine  Mächtigkeit  von  meh- 
reren Centimetem,  ja  Decimetem  erreichen  und  sich  so  reich- 
lich einstellen,  dass  die  ihnen  zwischengeschalteten  Dolomit- 
platten geradezu  in  den  Hintergrund  treten  und  dann  den 
Abbau  kaum  mehr  lohnen.  Diese  Lettenlagen  zwischen  dem 
Plattendolomit  sind  aber  genau  dieselben  wie  diejenigen  über 
letzterem  d.  h.  wie  die  der  bunten  Letten-Stufe.  Sieht  man 
nun  z.  B.  in  den  weit  ausgedehnten  Brüchen  von  Geithain,  wie 
die  letztgenannte  Lettenstufe  aus  derjenigen  der  Plattendolomite 
auf  die  Weise  hervorgeht,  dass  die  Lettenlagen  die  Dolomit- 
bänke allmählich  fast  vollständig  verdrängen,  —  verfolgt  man, 
wie  zu  Unterst  in  der  Lettenstufe  noch  einzelne  schwache  Lagen 
von  Dolomit  auftreten,  die  sich  weiter  nach  oben  zu  auf  Schmi- 
tzen  und  Knauem  reduciren,  so  erhält  man  den  klarsten,  un- 


*]  RoTHPLETz,  Erl.  z.  Sect.  Rochlitz  <877,  S.  56 ;  —  Sect.  Frohburg 
1878,  S.  83;  —  Penck,  Sect.  Colditz  4879,  S.  28;  —  DathK,  Sect.  Döbeln 
4879,  S.  33;  —  SiEGERT,  Sect.  Meerane  4882,  S.  9;  —  Sect.  Oschatz  4886. 
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zweideutigsten  Eindrack  einer  einheitlichen  Schichtenreihe  ^ 
welche  einem  ununterbrochenen  Sedimentationsprocesse  ihren 
Ursprung  verdankt.  So  klar  und  unzweideutig  liegen  hier  die 
Y^httltnisse  vor  Augen,  dass  ich  seit  Jahren  gewohnt  bin,  lern- 
begierige Zuhörer  in  die  Geithainer  Brüche  zu  führen  oder  zu 
senden,  um  ihnen  eine  Vorstellung  von  der  Verknüpfung  zweier 
Schichtencomplete  durch  Wechsellagerung  zu  verschaffen. 

Aber  nicht  allein  Lager  von  thonigen  Letten,  sondern  auch 
solche  und  mächtigere  Bänke  eines  z.  Th.  schieferigen,  z.  Tb. 
dolomitisehen  Sandsteines  finden  sich  zuweilen  dem  Platten- 
dolotnit  eingelagert  und  repetiren  dann  meist  in  noch  grösserer 
Anzahl  innerhalb  der  durch  Zurücktreten  der  Dolomitbönke  ent- 
stehenden Lettenstufe. 

Mit  dieser  Verknüpfung  durch  Wechsellagerung  geht  natur- 
gemäss  die  vollkommenste  Concordanz  der  gesammten  Schich- 
tenreihe Hand  in  Hand.  Bei  sonst  schwebender  Lagerung  der- 
selben wiederholen  sich  die  kleinen  flachwellenförmigen  Fal- 
tungen und  Biegungen  der  obersten  Bänke  des  Plattendolomites 
in  den  auf  sie  folgenden  dttnnschichtigen  buntgestreiften  Let- 
ten und  deren  Einlagerungen  (vergl.  z.  B.  das  Profil  in  den 
Erläut.  z.  Sect.  Rocblitz,  S.  57). 

Die  nämlichen  Verhältnisse,  wie  die  eben  aas  der  Gegend 
östlich  von  Geithain  beschriebenen  lassen  sich  westlich  davon 
bei  Frohburg  beobachten,  nur  dass  hier  local  die  Letteneinlage^ 
rungen  im  Plattendolomit  eine  noch  grössere  Rolle  spielen.  Ganz 
das  Gleiche  gilt  einerseits  von  den  weiter  nach  NO.  zu  gelege- 
nen Aufschlüssen  bei  Ebersbach,  anderseits  von  der  durch  die 
Pleisse  und  ihre  Nebenflüsse  durchfurchten,  ebenfalls  fast  voll- 
kommen schwebend  den  Ober -Rothliegenden  aufgelagerten 
Platte  von  Zechsteindolomit  und  bunten  Letten  der  Gegend 
zwischen  Grimmitzschau,  Schmölln  und  Meerane.  Auch  an  den 
beiden  Stufen  der  oberen  Zechsteinformation  des  Mügelner 
Beckens,  südlich  von  Oschatz,  wurden  dieselben  Beobachtun- 
gen bezüglich  deren  concordanter  Lagerung  gemacht.  Nament- 
lich sieht  man  zur  Zeit  in  den  Ostrauer  Brüchen  sehr  schön,  wie 
sich  die  Letten  den  flachen  Biegungen  der  Kalksteinschichten 
anschmiegen.  In  den  Tagebauen  von  Pfarrsteina  und  Rittmitz 
nehmen  die  Letten  in  den  unteren  Horizonten  der  Plattendolo- 
mit-Stufe  so  stark  überhand ,  dass  der  Dolomit  an  erstgenann- 
tem Orte  zwar  noch  zahlreiche,  aber  nur  4 — 3  cm  starke,  den 

18* 
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Letten  untergeordnete  Platten  bildet,  —  bei  Rittmitz  sogar  auf 
isolirte  Linsen  und  Knollen  reducirt  erscheint. 

Alle  diese  Tbatsachen  sind  durchaus  nicht  neu,  sondern 
bereits  von  Naumann,  dessen  Beobachtungstreue  gerade  die  Mit- 
glieder der  geologischen  Landesuhtersucbung  von  Sachsen  so 
oft  zu  bewundem  Gelegenheit  haben,  nicht  nur  in  seiner  Geo- 
gnost.  Beschreibung  Sachsens  L  Heft  1845,  S.445,  sondern  auch 
in  seinem  Lehrbuche  der  Geognosie  IL  Aufl.  IL  Bd.  4862,  S.  640 
u.  f.  treflfend  beschrieben"*),  konnten  also  von  uns  nur  bestätigt 
und  erweitert  werden.  Als  Resultat  seiner  an  älteren,  sowie 
unserer  an  neueren  Aufschlüssen  gemachten  Beobachtungen 
steht  fest: 

dass  die  Plattendolomite  der  oberen  ZechsteinformcUion  im 
Königreich  Sachsen  und  die  darauf  folgenden  bunten  Letten  durch 
Wechsellagerung  und  concordante  Schichtenfolge  auf  da^s  Innigste 
mit  einander  verknüpft  sind. 

Nun  ist  es  aber  eine  bekannte  Thatsache  (auf  deren  Er- 
örterung ich  an  dieser  Stelle  nicht  wagen  würde  zurückzukom- 
men, wenn  mich  nicht  die  Einwürfe  des  Herrn  Gbinitz  dazu 
zwangen),  dass  dort,  wo  in  kohlensfturehaltigem  oder  reinem 
Wasser  lösliche  Gesteinskörper  von  letzterem  ausgelaugt  und 
entfernt  werden ,  die  ursprünglich  deren  Hangendes  bildenden 
Schichten  in  die  entstehenden  Höhlungen  dem  Gesetze  der 
Schwere  folgend  nachsinken ,  d.  h.  sich  setzen.  Sind  es  starre, 
spröde  Gesteine,  so  brechen  sie  dabei  in  Fragmente  und  Schol- 
len, sind  es  plastische,  im  durchfeuchteten  Zustande  nachgiebige 
Massen,  so  quellen  sie  und  senken  sich,  ohne  den  Zusammen- 
hang mit  ihrer  intact  bleibenden  Fortsetzung  zu  verlieren,  hinab. 
Jede  an  Gyps-  oder  Steinsalzstöcken  reiche  Gegend  liefert  in- 
structive  Beispiele  für  diese  Vorgänge.  Ganz  analoge  Processe 
haben  sich  aber  auch  hier  und  dort  auf  der  Grenze  zwischen 


*)  Nur  in  einer  Anmerkung  1.  c.  S.  64 <  citirt  Naumarv  jene  »merk- 
würdigen Ausnahmen«  von  der  regelmässigen  Auflagerung,  welche  Gutbier 
bereits  4849  (Verstein.  d.  Zechst,  u.  d.  Rothlieg.  Heft  II,  S.  4}  beschreibt 
Es  sind  die  geologischen  Orgeln,  auf  die  wir  weiter  unten  zurückkommen 
werden. 

Wenn  Naumann  trotz  der  von  ihm  so  trefflich  geschilderten  und 
wiederholt  betonten  Gleichförmigkeit  des  Schichtenverbandes  von  Platten- 
dolomit und  Letten,  letztere  doch  zum  Buntsandstein  rechnet,  so  folgt  er 
nur  dem  damals  herrschenden  Gebrauche. 
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Plattendolomiten  und  den  sie  concordant  überlagernden  bunten 
Letten  Sachsens  abgespielt  und  loeale  Störungen  der  ursprüng- 
lich gleichförmigen  Auflagerung  im  Gefolge  gehabt. 

In  Folge  seiner  ausgezeichnet  bankförmigen  Ablösung, 
namentlich  aber  seiner  stark  ausgesprochenen  Querklüftung  ist 
der  dolomitische  Kalk  des  oberen  Zechsteins  dem  Eintritte  und 
der  Circulation  von  Tagewassem  ausserordentlich  zugängig.  Da 
letztere  Kohlensäure  enthalten ,  so  sind  alle  Klüfte,  denen  sie 
folgen,  die  Ausgangsstellen  hydrochemischer  Processe  und  zwar 
in  erster  Linie  auflösender  ThätigkeiL  Macht  sich  diese  mehr  in 
dem  Innern  des  Dolomitcomplexes  geltend ,  so  resultiren  ent- 
lang einzelnen,  dem  Wasser  besonders  zugängtgen  Querktüften 
oder  auf  deren  Ejreuzungen  schluchtähnliche  oder  unregel- 
mässig gewölbartige  kleine  Höhlen  j  deren  Wandungen  sich 
später  mit  Kalksinter  und  Stalaktiten  bedecken  und  auf  deren 
Boden  sich  ein  sehr  eisenschüssiger  Thon,  das  Residuum  des 
aufgelösten  dolomitischen  Kalkes,  angesammelt  hat.  Anders  ge- 
stalten sich  die  VerhäUnisse ,  wenn  die  Auflösung  direct  von 
der  hangenden  Grenzfläche  des  Plattendolomites  aus,  den  Klüf- 
ten nachgegangen  ist.  Dann  bilden  sich  keine  oben  geschlosse- 
nen Höhlen ,  sondern  kessele,  brunnen^,  trichter-  oder  graben- 
fürmige  Vertiefungen^  welche  in  den  Plattendolomit  von  dessen 
Oberfläche  aus  mehr  oder  weniger  weit  hinab,  ja  bis  auf  dessen 
Liegendes  hinunter  reichen  und  auf  ihrem  Boden  und  an  ihren 
Wänden  einen  Oberzug  von  zähem ,  thonigen ,  braunen  oder 
schwarzen  Eisen-  und  Manganhydroxyd  tragen,  den  Rückstand 
des  aufgelösten  unreinen  Dolomites.  In  diese  an  ihrer  Basis  ent- 
stehenden Vertiefungen  haben  sich  nun  die  in  durchfeuchtetem 
Zustande  (wie  die  misslichen  Erfahrungen  an  jedem  durch  Let- 
ten geführten  Bahneinschnitte  beweisen)  aufquellenden  und  pla- 
stischen Letten  hinabgezogen  und  erstere  ausgefüllt*) .  Sie  haben 
dabei  meist  den  Zusammenhang  mit  ihrer  Fortsetzung  nicht 
verloren,  sondern  dann  nur  eine  der  Gestalt  der  sich  bietenden 
Vertiefung  entsprechend  steile  Stellung  angenommen,  die  in 
sehr  vielen  der  von  uns  beobachteten  Fälle  und  zwar  in  den 
kessel-,  schacht-  oder  schluchtartigen  Einsenkungen  eine  voll- 
kommen senkrechte  geworden  ist.   Schon  dieser  Umstand  hätte 


*)  Siehe  auch  A.  Penck,  Zeitschr:  d.  Deat..geoL  Ges.  4870,  S.  4  34; 
Th.  Siegert,  Eri.  z.  Sect.  Meerane,  S.  4  0. 
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Herrn  Geinitz  davor  behüten  sollen ,  an  eine  discordante  Ab- 
lagerung dieser  Letten  auf  den  Plattendolomiten  zu  glauben,  da 
saigere  oder  steile  Schichtenstellung  nie  eine  ursprtlngUehe  sein 
kann. 

Dort,  wo  diese  geologischen  Orgeln  einen  grösseren  Um- 
fang  erreichen  y  sind  nicht  nur  die  bunten  Letten  in  dieselben 
nachgesunken,  sondern  auch  die  sie  direct  überlagernden  OH- 
gocänkiesCf  ja  die  diesen  folgenden  feuersteinführenden  Dilu- 
vialschotter  in  Mitleidenschaft  gezogen  worden.  Derartige  Löcher 
sind  dann  von  einem  in  Folge  des  Einquellens  der  erweichten 
Letten  durcheinander  gekneteten  Gemische  der  letzteren  mit 
den  genannten  Kiesen  ausgefüllt,  yvie  dies  Herr  Siegert  nament- 
lich in  den  unterirdischen  Abbauen  des  Dolomitlagers  südsüd- 
östlich von  Hügeln  bei  Oschatz  beobachtete.  Es  wird  dadurch 
bewiesen,  dass,  wie  bereits  von  vorn  herein  nicht  anders  zu 
erwarten,  die  Bildung  derartiger  geologischer  Orgeln  sich  noch 
in  der  neuesten,  postdüuvialen  Zeit  vollzogen  hat,  diese  also 
?.  Th.  sehr  jugendlichen  Ursprunges  sind. 

An  manchen  Stellen  findet  man  die  graben-  und  schlucht- 
artigen Einschnitte,  zuweilen  auch  die  wannenförmigen  Vertie- 
fungen zu  Unterst  ausgefüllt  von  einem  groben  Haufwerke  von 
Dolomitbruchstücken,  weiche  nicht  selten  durch  Kalksinter  zu 
einer  Breccie  verfestigt  sind«  Dieselben  rühren  augenschein- 
lich von  dem  Zusammenbruche  der  Decke  höhlenartiger  Wei- 
tungen her. 

Die  heutigen  Thalsysteme  des  nordwestlichen  und  nörd- 
lichen Abfalles  des  sächsischen  Mittelgebirges  stammen  aus 
jungtertiären  Zeiten*).  Wo  sie  die  Gebiete  der  oberen  Zech- 
steinformatioQ  kreuzen,  sind  sie  deshalb  in  diese  und  z.  Th. 
noch  tief  in  deren  Liegendes  eingeschnitten.  So  ist  das  Thal 
der  Pleisse  durch  das  Oligocän,  die  bunten  Letten  und  Platten- 
dolomite von  Crimmitzschau  noch  30  bis  40  m  tief  in  das  obere 
Rothliegende  erodirt,  während  die  flachen  Thäler  der  Gegend 
von  Frohburg,  Geithain  und  Mügeln  mit  ihrer  Sohle  meist  nur 
eben  das  oberste  Rothliegende  erreichen.  In  beiden  Fällen  aber 
ist  die  in  schwebender  Lagerung  befindliche  Platte  des  oberen 
Zechsteins  und  ihre  Decke  von  Oligocänkiesen  in  Folge  der 


*)  H.  Credner.  Das  9öch$.Granulitgebirge  und  seine  Umgebung.  4  88 i. 

S.  U6.  ' 
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ThalbilduDg  in  eine  Anzahl  von  grösseren  und  kleineren  Lap- 
pen zerschnitten  worden,  so  dass  die  Plattendolomite  und  ttber 
ihnen  die  Letten  an  den  Thalgehfingen  zum  Ausstriche  gelang- 
ten. Dies  ist  jedoch  heute  nicht  überall  mehr  der  Fall,  —  viel- 
mehr sind  local  die  Leiten  in  Folge  ihrer  Durchweichung  mit 
Wasser  und  unter  dem  Drucke  der  auf  ihnen  lastenden  Oligo- 
cän-  und  Diluvialgebilde  über  die  nur  wenige  Meter  breite 
Ausstrichzone  der  Piattendolomite  hinabgequollen,  haben  sieh 
schräg  ttber  deren  Schnittfläche  gelegt  und  verhüllen  diese 
ganz  oder  theilweise.  Dies  gielt  nach  Herrn  Siegbrt's  Unter- 
suchungen auf  Section  Oschatz  namentlich  von  den  flachen 
Thaleinsenkungen  südwestlieh  von  Mügeln.  Hier  lässt  sich  auf 
Grund  markscheiderischer  Aufnahmen  des  dortigen  Kalkstein- 
flötzes  zugleich  constatiren,  dass  letzteres  durch  die  auflösende 
Thätigkeit  der  atmosphärischen  Gewässer,  welche  ebenso  wie 
von  seiner  Oberfläche,  so  auch  von  seiner  Peripherie  aus  auf 
Klüften  nach  dem  Innern  zu  fortschritt,  in  lauter  zungenförmige 
Lappen  zerschlitzt  ist.  Der  Abbau  dieses  Lagers  stOsst  dadurch, 
dass  sich  in  alle  diese  bald  schmalen,  bald  sich  verbreiternden 
Gräben  die  Letten  und  z.  Th.  auch  die  Oligocän-  und  Diluvial- 
kiese hineingesenkt  haben,  oft  auf  Hindemisse. 


Die  oben  beschriebenen  kessel-,  schacht-,  brunnen-,  wan- 
nen- und  grabenförmigen  Vertiefungen  im  Dolomitflötze  und 
die  Zerschlitzung  derselben  durch  hydrochemische  Processe 
einerseits ,  —  das  Nachsinken  der  dessen  Hangendes  bildenden 
erweichten  Letten  anderseits,  —  das  sind  die  Erscheinungen, 
welche  bei  Herrn  Geinitz  die  Täuschung  erweckt  haben ,  als  ob 
hier  die  Letten  auf  dem  damals  oberflächlich  schon  stark  umgestal- 
teten Dolomite  in  ungleichförmiger  Lagerung  zum  Absatz  gelangt 
seien. 

Ich  hoffe  jedoch  durch  obige  Auseinandersetzungen  fol- 
gende Sätze  so  bestimmt  bewiesen  zu  haben,  dass  ich  mich 
durch  keinerlei  Entgegnung  zu  nochmaligen  Erörterungen  der- 
selben veranlasst  zu  fühlen  brauche : 

1)  die  bunten  Letten  im  Hangenden  der  Plattendolomite  des 
Königreichs  Sachsen  sind  mit  letzteren  durch  Wechsellagerung  und 
concordante  Schichtenfolge  auf  das  Innigste  verknüpft  und  bilden 
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deshalb  einen  einheitlichen  Complex,  welchen  wir  nach  dem  Vor- 
gänge unserer  preussischen  und  thüringischen  Nachbarn  der  Zech- 
Steinformation  als  deren  oberste  Stufe  zurechnen ; 

2)  das  von  Herm  H.  B.  Geinitz  behauptete  discordante 
Lagerungsverhältniss  der  Letten  zum  Plattendolomit  beruht  atrf 
einer  irrthümlichen  Deutung  ganz  localer^  secundärer  Erschei- 
nungen^ welche  einerseits  in  der  auflösenden  Einwirkung  der 
Sickerwassei^  auf  den  dolomitischen  Kalkstein^  —  anderseits  in 
dem  Einquellen  und  Nachsinken  dei'  durchweichten  Letten  in^die 
entstehenden  Vertiefungen  ihren  Grund  haben  ^  und  Verhältnisse 
massig  jugendlicher  Entstehung  sind. 


SITZUNG  AM  4.  MAI  1885. 

P.  Biedermaiin ,    lieber    Multiplicatorgleichtmgen   höherer 
Sti^e.    Vorgelegt  von  Prof.  Klein. 

Die    JAGOBi'schen    Multiplicatorgleicbungen'^]    haben    in 

WBiSRSTiuss^scher  Bezeichnungsweise  die  Grössen  y* ""  ^*   zu 

Wurzeln.  Wenn  wir  im  üblichen  Sinne  Modulformen  und  Mo- 
dulfünctionen  unterscheiden  (man  sehe  etwa  Hurwitz  ,  Math. 
Ann.  Bd.  XVIII,  pag.  544),  sind  die  JACOBi'schen  Multiplicator- 
gleichungen  demnach  Gleichungen  für  transformirte  Modulfor- 
men, während  die  JACOBi'schen  Modulargleichungen  Gleichungen 
fttr  transformirte  Modulfunctionen  sind.  Mit  Bezug  hierauf 
wollen  wir  überhaupt  im  Gebiete  der'  elliptischen  Functionen 
algebraische  Gleichungen,  welche  ein  System  von  transformirten 
Grössen  mit  nicht-transformirten  Grössen  verbinden,  Multipli- 
cator-  resp.  Modulargleichungen  nennen,  je  nachdem  es  sich  da- 
bei um  transformirte  Modulformen,  resp.  Functionen  handelt. 

In  der  Litteratur  finden  sich  ausser  den  JAcoBi^schen  Mul- 
tiplicatorgleichungen  noch  diejenigen  vor,  bei  denen  die  Mo- 

dalformen^, ,  y,**)  undy^/***)  resp.  yJ  zu  Grunde  gelegt 
sind. 

Die  folgenden  Angaben  beziehen  sich  auf  diejenigen  Mul- 
tiplicatorgleichungen,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  von  den 


*}  Man  vergleiche  insbesondere  Joubert,  »Sur  les  ^quations,  qai  se 
rencontrent  dans  la  th^orie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques«, 
Paris  4876,  und  Königsbeagbr,  »Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen«  sowie  »Die  Transformation,  die  Multiplication  und  die 
Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen«. 

**}  Man  vergleiche  die  Dissertation  von  Felix  Müller,  Berlin  4  867. 
***)  Man  vergleiche  Kleiit,  Math.  Ann.  Bd.  XV.,  Kiepert,  Grelle  Bd.  87, 
HüRwiTZ,  Math.  Ann.  Bd.  XVIII. 
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Theilwerthen  der  (7-Function: 

ausgeht. 

Wie  überlegen  die  neuere  Theorie  der  Modulfunctionen, 
welche  sich  auf  Gruppen-  und  Functionentheorie  stützt,  der 
älteren  gegenüber  ist,  die  mehr  oder  woniger  nur  rechnet,  zeigt 
sich  hier  u.  a.  darin,  dass  vom  Standpunkte  der  ersteren  aus 
alle  die  Eigenschaften,  welche  beispielsweise  Joosnrr  für  die 
JAGOBf sehen  Multiplicatorgleichungen  nachweist,  lediglich  als 
einzelne  Glieder  einer  ganzen  Kette  von  Sätzen  erscheinen. 
Weiter  mag  einleitend  bemerkt  werden ,  dass  die  hier  ange- 
stellten Betrachtungen  zu  der  Einsicht  führen,  dass  es  gelingt, 
alle  Multiplicator-  und  Modulargleichungen  allein  von  den  axu 
ausgehend  zu  behandeln*"^). 

§  1.    Bemerkungen  Aber  die  Thellwerthe  der  «r-Fiuietton. 

Die  Haupteigenschaften  der  a^^  sind  in  der  citirten  Note 
des  Herrn  Klein  bereits  abgeleitet  worden.  Wir  benöthigen  für 
unsere  Zwecke  Folgendes: 

lieber  die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  a;^  bei  ge- 
gebenem s  Orientiren  uns  die  beiden  Formeln  : 

ik\  t      jNi.m  +  i  +  m      -'-^{^m^fAl) 

(2.)  e  '  ^  o,     ^  a       ,    ^ 

Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  bei  zusammengesetztem  s  eine 
gewisse  Anzahl  von  axf^  «U  bereits  zu  den  Factoren  von  £  ge- 
hörig auszuscheiden  sind. 

Für  5  =  2,  resp.  3  giebt  es  3,  resp.  4  wesentlich  verschie- 
dene Grössen  a;^^,  als  welche  wir  a^,,  (r,o>  ^wr  vesp.  a^^,  a^^, 
cTj^,  ef,,  herausgreifen  wollen. 

Das  Verhalten  der  axu  bei  linearer  Substitution  der  Perioden 

*)  Man  vergleiche  Kleiit,   Ber.  d.  K.  S.  Gesellscb.  d.  W.  (Sitzung 
vom  U.Nov.  ^884). 

**)  Man  vergleiche  die  spöteren  diesbez.  Bemerkungen  im  Texte. 
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(o\  mm  a^o^  4-  ßio^  ,     uß\  =  yiu,  -♦-  dw,   {ad  —  /?y  3=  4) 

wird  durch  die  Formel  markirt : 

(3.)  OXf,[io\,  lo\)  -  Cxa^fiy,  Xß^iAd\^v  ^i). 

Die  Gombination  der  Gleichungen  [\ .)  und  (3.)  giebt  für 
das  Verhalten  der  ü^^  bei  einer  linearen  Substitution  von  cu, 
und  ctf,,  welche  mod.  s  zur  Identität  congruent  ist,  also  für  eine 
Substitution : 

ix}\  =  [sa  -♦-  1)  .  w,  -♦-  ä6  .  w, ,  w'j  =  ÄC.  ft>4  -♦-  (5d-t-4).  w, , 

[(*a-i-  4)(*d4- 1)  -  5t  .*c  =  \] 

Für  ungerades  $  lässt  sich  dies  Resultat  zusammenziehen  in : 

Diese  Relationen  lehren,  dass  die  Oxu 

\)  bei  beliebigen  linearen  Substitutionen  von  ta^^  co,  sich 
bis  auf  vortretende  is^  Einheitswurzeln  permutiren; 

2)  bei  linearen  SubBtüutionen  von  a)^ ,  co,,  welche  mod.  s  %ur 
Identität  congruent  sind,  sich  um  2s**,  resp,  s*'  Einheitswurzeln 
ändern,  je  nachdem  s  gerade,  resp,  ungerade  ist ; 

3)  ungeändert  bleiben  erst  bei  linearen  Substitutionen  von 
CO,,  Ol,,  welche  mod.  %s*,  resp.  s*  zur  Identität  congruent  sind 
(je  nachdem  s  gerade,  resp.  ungerade  ist,  was  im  Folgenden  zu 
ergänzen  ist). 

Das  letztere  besagt,  dass  die  a^^  Modulformen  von  der  Stufe 
2  s*,  resp.  s*  sind. 

§  2t    Ton  den  Functionen  ac^;^(*)  und  ihrem  Verhalten  bei  linearen 
Substitutionen  der  Perioden  o)},  ai,. 

Wir  lassen  Transformation  n^'  Ordnung  (n  relativ  prim  zu 
s  vorausgesetzt)  in  der  Weise  eintreten,  dass  wir  unter 

(,.,  ^  n,f,,^ßi<,,    •       (,)  ^  n^.^^i^,      I  =  i,  2  .  .  .  iV  , 
*  n  '        *  n  '  '  ' 

(o,<J,.  -  /J.y,.  =  n) 
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ein  volles  Repräsentantensystem  verstehen,  so  beschaffen,  dass 
die  Grössen  : 

mod.  2^^,  resp.  mod.  5*  zur  Identitttt  congruentsind.  Diese  Wahl 
ist  stets  zulässig,  wie  ein  Fundamentalprincip  der  Gruppen- 
theorie lehrt*] .  Dies  festgesetst  definiren  wir  die  N  Functionen : 

Um  das  Verhalten  derselben  bei  linearer  Substitution  P  der 
Perioden  cu,,  cu,  bequem  angeben  zu  können,  bringen  wir  Pauf 
die  Form 

PS  ( "  ^1  mod.  2ä*,  resp.  mod.  s*. 

Dann  lässt  sich  das  Resultat  folgendermassen  formuliren :  Jede 
der  N  Grössen  a;t^W  geht  bei  Anwendimg  einer  linearen  Substi- 
tution P  von  ft>4,  w,  über  in: 

(6.)  ixuß)Y  =  ""^M^f^r^^-nfi^f^slii^x^^^'^n 

und  zwar  der  Art,  dass  wenn  i  von  f ,  2  •••  iV  läuft,  dies  auch  j 
thut  (abgesehen  von  der  Reihenfolge ,  welche  für  das  Folgende 
gleichgültig  ist]. 


§  8«    Existens  der  MnltlpUoatorgleichnngen  fQr  die  xjL/«^'^* 

Wir  wollen  kurz  die  Stufe  der  Goöfficienten  einer  Muiti- 
plicator-  oder  Modulargleichung  die  Stufe  der  betreffenden  Glei- 
chung nennen. 

Da  wir  die  Ge^ammtgruppe  der  linearen  Substitutionen  von 
€0i,  10^  in  Betracht  gezogen  haben  und  nach  den  Formeln  (6.], 
(1.),  (8.)  das  Verhalten  der  xx/J^^  bei  beliebigen  Substitutionen 
dieser  Gesammtgruppe  kennen^  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt, 
den  verschiedenen  Congruenzuntergruppen  der  Gesammtgruppe 
entsprechend,  nunmehr  die  Existenz  der  Multipiicator-  und 
Modulargleichungen  der  verschiedenen  Stufen  für  die  xx^jS*^  und 
ihre  Combinationen  zu  erschliessen.    In  der  That,  die  Aufgabe, 


*}  Man  vergleiche  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  XVII,  pag.  67. 
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die  Existenz  der  Muliiplicatorgleichungen  für  die  x^J^^  selbst 
zunächst  zu  erscbliessen ,  kommt  unmittelbar  darauf  hinaus, 
unter  Benutzung  der  Formel  (6.)  die  Stufe  der  symmetrischen 
Functionen  eines  Systems  von  N  Grössen  a?;^^^*)  zu  bestimmen. 
Wird  diese  Stufe  mit  t  bezeichnet ,  so  ist  damit  damit  die  Exi- 
stenz einer  Multiplicatorgleichnng  t*^'  Stufe  vom  Grade  N  be- 
wiesen. Dabei  sind  die  Coöfficienten  der  Gleichung  rationale 
Functionen  des  vollen  Modulsystems  f**'  Stufe,  da  die  XxJ*^  al- 
gebraisch von  demselben  abhängen. 

Das  Analoge  gilt ,  wenn  Combinationen  der  XxJ*^  in  das 
Auge  gefasst  werden. 

Was  nun  die  Multiplicatorgleichungen  für  die  Grössen 
JOXfJ"*^  selbst  angeht,  so  liefert  die  Discussion  der  Formel  (6.)  in 
dieser  Richtung  folgendes  Resultat : 

Je  N  Grössen  x^J*^  (i^  /,  i  •••^Vj  genügen  einer  Gleichung 
-^ttn  Grades^  deren  Coefficienien, 

1  wenn  a)  s  gerade  und  n  5  f  mod,  2s  ist 
\  oder    b)  s  ungerade  und  n  =  /  mod,  s  ist 

rationale  Functionen  eines  vollen  Modulsystems  s**^  Stufe  sind. 
In  dm  andern  Fällen : 

i  s  gerade  und  n  ^  f  mod.  2  s 
\  s  ungerade  und  ^  /  mod,  s 

wird  die  Stufe  der  Gleichung  dagegen  >  s  und  S  s*,  hängt  aber 
wesentlich  von  der  genaueren  Beschaffenheit  der  Zahlen  s  und  n 
ab.  Jedenfalls  kann  jedoch  im  einzelnen  Falle  die  Stufe  der 
Gleichung  direct  angegeben  werden. 

Die  andere  Aufgabe,  die  Multiplicator-  und  Modulargleichun- 
gen  für  die  Combinationen  der  x^J^^  zu  studiren,  wird  dadurch 
bedeutungsvoll,  dass  sich  zeigt,  dass  die  in  därTransformations- 
theorie  gewöhnlich  betrachteten  Modulformen  und  Modulfunc- 
tionen  sich  in  einfacher  Weise  durch  die  axu  darstellen.  Man 
vergleiche  hierzu  I.  §  2.  der  citirten  Note  des  Herrn  Klein. 

Es  mag  genügen,  explicite  einerseits  darauf  hinzuweisen, 

dass  man  die  Multiplicatorgleichungen  für  yJ  und  die  Jacobi- 
schen  Multiplicatorgleichungen  von  den  axu  ausgehend  behan- 
deln kann.    In  der  That  bestehen  die  Relationen : 
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(7.) 


ff«.  = 


(8.) 


P.  BiBÜSRHANTf, 

hin 

^                   Sin 

«^Ol-   <'lO.   ff„!*  =  «) 

Sin 

e  * 

4                 4              y 

^10    —      4      ,         ,                4 

Vfa-e3  .y^-<?3 

V^-^3    .V^l-«2 

5  ITT 

,     ^-            ** 

^11—4                              ^              ... 

und 


V6J-C3  .  Vei~tf,     M*=2} 


3i;r 


resp.  (8^.)  j/e  —  e,  =  e  ^    . 


lin 


Ve^-e,^e  *   . --^,  Ve.-e,. 


5r7r 


J 


Andrerseits  gestatten  z.  B.  die  Formeln: 

0|l  \Wll       »31/ 


(9 


•<V«  .  V 


8t7V 


(^  =  Ä) ,  *) 


(Tjo  .  «^ai  •  «'22  •  <'23  •  ^^24 

unter  ^,  0,  a  eine  bestimmt  normirte  Tetraeder-,  Oetaeder-, 
Ikosaeder- Irrationalität  verstanden,  die ifocfu/argleichungen  fttr 

V^  ,    ]^  ,  >/ft*  ,  A« ,    I ,  Vö",  0 ,  a  auf  Grund  der  oji^  zu 
behandeln. 


*)  Man  vergleiche  §  7—9  des  Textes,  ferner  die  Resultate  von  Herrn 
FaiCKB  in  der  Note  des  Herrn  Klein  vom  9.  Uärz  48$S,  »Neue  Unter- 
suchungen über  elliptische  Modul functionen  der  niedersten  Stufen«  und 
schliesslich  Bianchi,  Math.  Ann.  Bd.  XVII,  pag.  S44  und  pag.  252.  Je- 
doch sind  in  der  genannten  Mttrz-Note  fc*,  |,  0  in  andrer  Weise  fixirt. 
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Wir  beschränken  uns  nunmehr  darauf,  die  MuUiplicator- 
gleiehungen  für  die  Grössen  x^^^^)  selbst  in  das  Auge  zu  fassen. 
Es  mag  jedoeh  bemerkt  werden,  dass  die  weitere  Behandlung»' 
weise  im  Prineip  auch  dann  zur  Geltung  kommt,  wenn  es  sieh 
um  Combinationen  der  XXfjS*^  handelt. 


§  4.    Allgemeines  Aber  Repräsentantenwahl  und  Darstellnng  der 
xx/^  als  Potensreihen  oder  unendliehe  Prodvote  in  q. 

Ueber  die  Form  der  Coöfficienten  der  erschlossenen  Glei- 
chungen kann  uns  die  bisher  benützte  gruppentheoretische 
Methode  nicht  vollständig  orientiren.  Dazu  wird  eine  functionen- 
theoretische  Discussion  erforderlich. 

Der  erste  Schritt  in  dieser  Richtung  ist  es,  die  durch  (5.)  de- 
finirten  Grössen  XXfJ*^  als  Potenzreihen  oder  unendliche  Pro- 
ducta in  q  darj^ttstellen.  Fttr  diesen  Zweck  mflssen  die  in  (5.) 
benutzten  Repräsentanten : 


(10) 


^i^ (85*«o\-h4)fü|4-8j'«6^«tt>a      ^  ({j_  a^'Cj*ft),  -¥-  f a^* ■  d ' ^  ■<■  4 ) a>g 


(O, 


resp.w/*^  = = -^ —^  ,  w,^'^  Ä ' — ■ — ' 

durch  lineare  Substitutionen  voncö/^),  ä>,(*)  modificirt  werden. 
Diese  Umänderung  der  Repräsentanten  wird  bei  der  be- 
nutzten gruppentheoretischen  Methode  tmmer  erforderlich,  gleich- 
viel ob  man  Multiplicatorgleichungen  oder  Modulargleichungen 
oder  Modularcorrespondenzen  behandelt  und  gleichviel,  mit 
welcher  Stufe  man  operirt.   Man  vergleiche,  was  z.  B.  die  Mul- 

tiplicatorgleiehungen  fttr  yj  anlangt,  Hurwitz,  Math.  Ann.  Bd. 
Xyill,  päg.  571 — 574.  Das  Prineip  ist,  dass  man,  spätere  Mo- 
dificationen  vorbehalten,  zu  dem  folgenden  vollen  Repräsentan- 
tensystem übergeht: 
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WO  Oj  •  dj  a  n ,    Ci<C  Ä» 

ist  und  üf ,  c,- ,  df  nicht-negative  ganze  Zahlen  ohne  einen  allen 
dreien  gemeinsamen  Theiler  sind.  Die  genannte  Aufgabe  kommt 
dann  lediglich  darauf  hinaus,  fttr  jeden  der  N  Repräsentanten 
diejenige  lineare  Substitution  i4,-,  P,-,  C,.,  D^  [A^D^-~ B^C^  =r  1) 
anzugeben,  w^elche  von  dem  kanonischen  Repräsentantensystem 
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(4  4 .)  ZU  dem  beim  Existenzbeweis  der  Gleichungen  benutzten 
Repräsentantensystem  [in  unserm  Falle  (10.)]  fiberfuhrt.  Denn 
dann  kann  man  die  Wurzeln  der  Gleichungen  unter  Berück- 
sichtigung vertretender  Einheitswurzeln  in  den  Repi^sentanten 
(H.)  angeben,  welche  unmittelbar  Entwicklungen  in  q  liefern. 
Im  vorliegenden  Falle  bestimmt  sich  die  lineare  Substitution 
A^,  P,,  C.,  D.{A^ .  Di  —  Bi .  C,.  =  1)  durch  den  Ansatz  : 

\is*  •  c\  •  CO + (2*, .  d',.4-  4  )w,  =  C,.  •  o,-  tJ^  -♦-/),..  (c^  cci^  +  d,-  aij, 

,+Z),..(CiCi>,+d^oiJ. 

Derselbe    fuhrt    zu    folgenden    definitiven    Bestimmungsglei- 
chungen : 


(12.) 


1      2««c'f  =sC,.a,-i-i)..c„{2s*.d'<+<)«/)i.dj/  **         ' 

Nach  Auflösung  von  (42.)  nach  A^,  B^,  C,.,  Z>.  (med.  2*', 
resp.  mod.  s*)  erhält  man  dann  mittels  (3.)  die  X;^^^*^  in  der  ge- 


wünschten definitiven  Form : 


(«3.)       x;^(o  -  v^  • -^^H;:^^  "    - 


»,01« 


unter  jE';i^<0  eine  bestimmte  2 «*•  Einheitswurzel  verslanden.  Es 
verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden ,  dass  nicht  für 
jedes  i  /'  s  1  y  fi'  ss  ^  %\x  sein  braucht.  In  den  später  aus- 
fuhrlich behandeln  Fällen  «  s  2  und  5  =  3  lässt  sich  dies  jedoch 
erreichen,  wenn  C|  in  (4  4 .)  etwas  modificirt  wird. 

Die  explicite  Reihen-  oder  Productentwicklung  ergiebt  sich 
unter  Anwendung  von : 

(U.)        a.^^i.l-^ ., 

\^ 
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oder 


1 1^.   lieber  Fem  uhI  Auf  steUag  4er  Gleiohwi«eB« 

An  die  Formeln  (13.)  bis  (15.)  knttpft  die  erwähnte  bino* 
iionen-theoretische  Discussion  einerseits  an. 

Es  sei  nach  §  3  eine  Multiplicatorgleichung  t^'  Stufe  für 
die  xif^^^  erschlossen.  Dann  construire  man  sich  das  Funda- 
mentalpolygon  für  die  t^  Stufe  in  der  co-Halbebena.  Dasselbe 
sei  kurzweg  als  das  der  Multiplicatorgleichung  »zugehörige  Fun- 
damentalpolygona  bezeichnet.  Für  das  Folgende  kommen  nur 
die  Ecken  desselben  in  Betracht,  welche  auf  der  reellen  Axe 
der  cci-Halbebene  liegen  (also  die' Puncto  oi  »  loo,  0,  \  etc.); 
sie  seien  kurzweg  als  »Ecken  des  zugehörigen  Fundamental-^ 
poIygons«  benannt. 

Dies  vorausgeschickt  kann  man  auf  Grund  von  (15.)  und (6.) 
die  Werthe  sflmmtlicher  Xx^^^^)  in  den  Ecken  des  der  Gleichung 
zugehörigen  Fundamentalpolygons  in  endlicher  und  geechlotsener 
Form  angeben.  Man  kann  sonach  von  vornherein  die  particu* 
laren  Multiplicatorgleichungen  angeben,  auf  welche  sich  die  all- 
gemeine, für  beliebiges  ta  giltige  Multiplicatorgleichung  in  den 
Ecken  des  zugehörigen  Fundamentalpolygons  reduoirt. 

'  Um  hiervon  ausgehend  die  für  beliebiges  ta  giltige  Multi- 
plicatorgleichung zu  bilden,  um  also  die  Gleichung  von  den 
Ecken  des  zugehörigen  Fundamentalpolygons  aus  gewisser- 
massen  über  das  ganze  Fundamentalpolygon  fortzusetzen,  hat 
man  den  gefundenen  particulären  Gleichungen  geeignete  Zu- 
satzglieder  zu  geben,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen 
eines  vollen  Modulsystems  (^'  Stufe  (die  Keüntniss  eines  solchen 
wird  postulirt)  sind.  Fttr  die  Form  der  weiteren  Coöfficienten 
wird  naturgemäss  die  specielle  Auswahl  und  Werthevertheilung 
des  vollen  Modulsystems  1^'  Stufe  massgebend.  Hier  hat  daher 
die  J^injzd-Untersuchung  der  Fälle  5  =»  2,  3  etc.  einzusetzen. 

Die  nunmehr  folgenden,    ausfahrlich   behandelten  Fülle 

Mfttli.-ph7s.  Claue  18S5.  \  4 
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5  =  2  und  5  =  3  sind  in  diesem  Sinne  durchaus  nur  als  die 
ersten  und  einfachsten  Beispiele  zu  betrachten.  Zugleich  wird 
^ber  das  weitere  Verfahren,  die  Form  der  Coäfficienten  etc.  zu 
bestimmen,  durch  diese  Beispiele  hinreichend  charakterisirt 
werden. 


§  6.    Allgemeines  Aber  den  Fall  ^  »  9. 

Die  drei  hier  existirenden  oxu  sind  Modulformen  8*^  Stufe. 
Ihr  ZusaBamenhang  mit  den  anoerwsirts  verwendeten  Modul- 

formen  8^'  Stufe  ye^  ^  e^  ist  in  den  Relationen  (8.)  angegeben 
worden. 

Def  Transformatfionsgrad  n  wird  ungerade  vorausgesetzt. 

Wie  bereits  §  4  angedeutet  wurde,  empfiehlt  es  sich,  das 
ReprSseiitantensystem  (1 1 .)  in  etwas  modificirter  Form  zu  ver- 
wenden. Namlfch  wir  nehmen  als  kanonisches  Repräsentanten- 
System  das  folgende : 

l^i^.  sc^o^jJsdjjMIfi  ,    wobei 

^^^•'        (2a,.  +  \]  [%di  +  1)  =  n  ,     2c,-  <  2  (Sa^  +  \] 

ist  und  wobei  (2aj'4^4),  2c,.,  (2dj-h4)  nicht-negative  ganze 
Zahlen  ohne  einen  allen  dreien  gemeinsamen  Tfaeiler  sind.  Da- 
durch erreicht  man  in  der  That,  dass  in  (43.)  für  den  vorliegen- 
den Fall  bei  beliebigem  t  A'  &s  A ,  /u'  sa  /u  wird ,  denn  es  fin- 
det steh : 

f1 7  ) cca   Wie  ÖaÄi!^^  Ä  f  —  4  }^^*  ■•■  '*^^*^<  +  Ci  +  dd  +  Ä^  .  di 


%n . 


i^. 


an     <^X,u\ ;; '  .  f 


um  das  Verhalten  der  x^fß^  bei  beliebigen  linearen  Sub- 
stitutionen von  cOf,  cii,  angeben  zu  können,  genügt  es,  das  Ver- 
halten derselben  bei  Ausübung  von 

S)  w\  5=^4       ,.         ia\  =  cti,  4-  w, 

•und  T)  iü\  Ä  —  ««'i  ?         ^\  =  w, 

zu  kennen.   Dies  Verhalten  ist  folgendes : 
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Es  geht  a?o,W  ap^/0  aj^/0 

.0) 


.^  V  bei  Ausübung 

^     ■'  von 


S)     :4rr,,0) 
a  4-  •  I 


+  U.,w  :'Uo/ 


$ 

3  + 

.0)        -lir..O)      -\x..O) 


T)       +  ^  «'4.'- 


Hl 


-U,,0)   -u,/ 


je  nachdem  n  s  ^  }•  mod.  8  ist. 

Die  Benützung  der  Angaben  von  §  3  in  der  daselbst  mar- 
kirten  Richtung  führt  zu  dem  Ergebniss : 

Je  N  Grössen  XxJ*\  i  =  1 ,2  ...  A^,  genügen  einer  Gleichung 
yten  Grades,  deren  Coefßcienten  rationale  Functionen  von  /:*,  resp. 
der  Octaeder- Irrationalität  o  sind,  je  nachdem  nm  ^,  resp.  s  3 
mod.  4  ist*).    . 

Um  die  Form  der  Coefßcienten  unserer  Multiplicatorglei- 
chungen  zu  erschliessen ,  studiren  wir  die  Werthevertheiiung 
einerseits  der  Wurzeln  x^^j^^  andrerseits  von  A**  und  o.  Dies 
macht  die  Trennung  der  beiden  Fälle  n  =  \  [mod.  4]  und  n  =  3 
(mod.  4)  erforderlich. 

§  7.    9  a  2,  n  S  4   [mod.  4). 

Im  Puncto  u)  =s  too  ist,  resp.  in  der  Nähe  des  Punctes 
CO  SS  ico  ist  in  erster  Annäherung : 


(<9.) 


in  in         Ci 


a:„(0=a;.,C)=(-1)'  '      '      '-e     «     '        «    *0i  +  * 


Durch  die  Tabelle  (48.)  für  die  Aenderungen  bei  S)  und  T) 
sind  wir  in  den  Stand  gesetzt;  die  Werthe  der  Wurzeln  auch  in 

*)  Betreffs  der  Einführung  von  o  als  Hauptmodul  für  die  4^«  Stufe 
vergleiche  man  etwa  die  citirte  Kote  des  Herrn  Klein  vom  S.  März. 
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den  Punkten  w  =s  0  und  cü  s  +  1  anzugeben.  (Die  Betrach- 
tung weiterer  rationaler  Punkte  der  reellen  Axe  der  cü-Halb- 
ebene  wird  überflüssig,  da  wir  es  mit  einer  Multiplicatorglei- 
chung  2^^^  Stufe  zu  thun  haben.) 

Die  Formel  (15.)  lehrt,  dass  die  hiermit  auf  der  reellen  Axe 
gefundenen  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der  x^ßS^^  die  ein- 
zigen Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der  xxJ*^  sind  (sofern  wir 
uns  wieder  auf  das  Fundamentalpolygon  8^'  Stufe  beschränken) . 

Was  andrerseits  k*  angeht,  so  legen  wir  als  solches  in 

WEiERSTRASS^scher  Bezeichnung  zu  Grunde  ft*  =   '""  ^'   Dies 

^t  ^  *a 

festgesetzt  geben  die  Formeln  (8.)  k*  als  Function  der  av^^,  nämlich: 

(80.)  a,.«:a„«:a„«  =  {l-Ä«):i»:-4. 

Diese  Relationen  geben  beiläufig  folgende  Identität  für  die  a;^: 

(21.)  ^oi*-*-<'io*  +  <'i4*  =  0  . 

Weiter  entnimmt  man  aus  (SO.),  dass 

(22.)    ft*  durch  Ausübung  von  \    ^      übergeht  in  **-^  ' 

\  T)  4  -  k\ 

Da  der  Definition  von  k*  zufolge  k*  [lo  =  loo)  =s  0  ist,  fin- 
den wir  mittels  (22.) 

Ä»(w  =  o)  =  1  ,         Ä«(w  =  1)  =  oo  . 

Wir  achten  nunmehr,  dies  vorausgeschickt,  auf  die  Null-  und 
Unendlichkeitspunkte  der  Wurzeln.  Dann  findet  sich,  die  Form 
der  Coefficienten  anlangend,  einerseits  das  Resultat:  Schreibt 
man  die  Gleichungen  für  die  Grössen  x^^(*\  ^lo^'^  ^u^^  ^^  ^^i 
dass  die  höchste  Potenz  dieser  Grössen  den  Coefficienten  4  hat,  so 
sind  die  übrigen  Cotfficienten  ganze  Functionen  bez,  der  beiden 

Argumente  A*  und  ^ ,  k*  und  j-zrj?  >  J?  ^^  i  -  t«  ^^  ^^  ^^^^^ 
stante  Glied  jeder  Gleichung  ist  unabhängig  von  A**,  kann  also  mit 
Hülfe  von  (18.)  und  (49.)  sofort  angegeben  werden. 

Andrerseits  können  wir  auf  Grund  von  (18.)  und  (29.)  die 
Transformationen  der  Gleichungen  in  sich  angeben.  Nämlich  es 
bleiben  die  Gleichungen  für  die  Grössen  x^^<^\  x^^(*),  x„W  tinye- 

ändert,  wenn  man  darin  A*  durch  j^ ,  p-^7^ ,  1  —  fc*  ersetzt. 
Beides  combinirt  führt  zu  dem  Endresultate,  dass  die  Coff- 


• 

Am     • 

A-.. 

Au 

S)  o 

-^u 

+  A-,. 

-  A-.. 

*fe 

r)€ 

-x» 

-  A-.. 

+  A'u 
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ßcienten  ganze  Functionen  von  X^^  =  Ä*  +  jlj  —  2,   X^^  ^  k*  + 

k^  4  4 

4-  -rnn '  -^u  ^  i?  ■*"  _  jui  *'wd.  Der  Grad  jedes  Coefficienten 
in  Xx^  lässt  sieh  angeben,  i^enn  man  die  Formeln  (19.)  zu  Hilfe 
nimmt. 

Um  schliesslich  auch  das  Verhalten  der  eben  definirten  A;^^ 
bei  beliebiger  linearer  Trapsformation  von  (o^,  oi^  angeben  zu 
können,  stellen  wir  folgende  Tabelle  zusammen : 

Es  geht 
(23.)  bei  Anwendung  von 


Diese  Tabelle  dient  dazu,  um  in  Verbindung  mit  (18.)  von 
irgend  einer  der  drei  simultanen  Qleicbuagen  zu  den  beiden 
andern  übergehen  zu  können.  Es  giebt  also  eigentlich  nur  eine 
MuUipliccUorgleichung  der  betrachteten  Art,  welche  aber  diese  drei 
gleichberechtigten  Formen  annehmen  kann^)> 

Unter  Benützung  aller  der  im  Vorhergehenden  berührten 
Eigenschaften  der  Multiptieatorgieichungen  für  die  xxJ*^  ist 
man  im  Stande,  jederzeit  die  Gleichungen  mit  unbestimmten 
Constanten  anzuschreiben.  Diese  Constanten  müssen  dann 
durch  Einsetzung  der  durch  (17.)  vermittelten  Reihenentwick- 
lungen der  Wurzeln  nach  q  bestimmt  werden. 

Wie  schon  früher  bemerkt,  kommt  dieser  letztere  Process 
darauf  hinaus,  jede  Gleichung  v«n  den  Puncten  cü  »too,  to^O, 
cu  SS  4  aus  über  das  Fundamentalpolygon  2^'  Stufe  hinweg  fort- 
zusetzen. 

In  den  angegebenen  Beispielen  ist  zur  Orientirung  die  Zahl 
jener  zunächst  unbestimmten  Constanten  angemerkt  und  die 
numerischen  Werthe  derselben  sind  stets  dadurch  verificirt 
worden,  dass  noch  ein  weiteres  Glied  in  den  Heihenentwick- 


*}  Die  JACOBi'schen  Hultiplicatorgleichangen,  welche  als  Hultiplicator- 
gleichungen  i^«'  Stufe  den  hier  behandelten  von  vornherein  nahe  ver- 
wandt sind,  haben  genau  analoge  Eigenschaften.  So  hat  man  stets  drei 
simultane  JACOBi'sche  Multiplicatorgleichungen ,  von  denen  die  zwei  an- 
dern aber  aus  der  einen  durch  ähnliche  Operationen  wie  die  oben  an* 
gegebenen  hervorgehen. 
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liijveu  lunxugenommen  wurde,   welches  bei  der  Bestimmung 
:c'r  CoQstanten  selbst  nicht  betheiiigt  ist. 

Beispiele: 
n  -  5.  {x,,  -  1)  {X,,  -  !)»  -  ^ .  X,,  •  o:,,»  =  0  , 

(1  unbestimmte  Constante] . 
»-9-    (^..-jJJ^+tI^^««-')' 

+  2.3-  283  a;,,/  +  ITSSa;,,«  +  2*  •  3*  •  7-  a;,,»  +  3»  •  7  •  a;„* 

+  2- 3.  41a;.,  +  3«}  =  0  , 

(^i«-f)(^«o.'^t)*(*"«»-^)'' 

+  2- 3. 283  •x„»  + 1783a-,,« +  2*. 3«. 7-0;,,» 4- 3*. 7 -a;,,» 

+  2-3-11a;,»  +  3*}  =  0, 

+  2-3.283-a'„»4-1783a-„«  +  2«-3»-7.a-„»4-3«.7.a-„* 

+  2  •  3  •  <  1  x„  4-  3*}  e  0  , 
^8  unbestimmte  Constante) . 

Wir  haben  die  Gleichungen  in  Hodul-FuflC<toR«n  geschrieben. 
Will  man  ihren  Charakter  als  Multiplicatorgleichungen  auch  in 
der  Schreibweise  zum  Ausdruck,  bringen,  so  schreibe  man  die 
Gleichungen  mittels  (17.)  und  (20.)  in  den  Modul-Formen  o^^. 

I  8t    «  —  a,  n  s  3  (mod.  4). 

Für  die  Werthe  der  Wurzeln  im  Punkte  (o  =s  too  gelten 
wie  im  Falle  ns  1  (mod.  4)  die  Formeln  (19.).  Wir  benutzen  die 
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Ta^ielie  (48.)  zunächst  dazu,  die  Werthe  der  Wurzeln  auch  in  den 
andern  Ecken  des  Fundamentalpolygons  k^  Stufe  anzugeben, 
d.  h.  bei  geeigneter  W^hl  des  Fundamentelpolygons  iä  den 

Puncten  cü  s=  0,   +1,— 1,  4-2,  4-1.. 

Die  hiermit  auf  der  reellen  Ate  der  oz-Halbebene  gefunde- 
nen Null-  und  UnenÜlichkeitspuBcte  der  xxJ^*^  sin3  die  einzigen 
Null-  und  Unendlichkeitspuncte  derselben,  sofern -^r  uns,  wie 
es  genügt,  auf  das  Fundamentalpolygon  4^'  Stufe  beschranken. 

Wir  legen  als  Octaeder-Irrationalitat  zu  Grunde 

Die  Zusammenhänge  in  (24.)  lehren  uns  das  Verhalten  von  o 
bei  linearer  Substitution  der  Perioden  co^,  oß^ ;  es  zeigt  steh,  dass 

S)  in    -^  i '  0 

übergeht. 


(25.)  0  durch  Ausübung  von 


Da  der  Definition  von  o  zufolge  o{u)  ss  ioo)  =  0  ist,  finden 
wir  auf  Grund  von  (26.)  für  die  weiteren  Bcken  des  Ftnidamen- 
talpolygons 

o(ö)  ==  +1  ,  0(4-1)  5=4- i',  o(-4)«  ^1, 

0(-|-2)  «  —  1,  0(+l)»:0O      , 

Aus  der  Lage  der  Null-  und  Unendlichkeitspuncte  dar 
Wurzeln  schliesst  man,  dass  die  CoefficierUen  der  Gleichungen  für 
die  Grössen  x^^(*\  aj^^W,  ac^JO  (die  Gleichungen  mit  dem  V'*"  Co- 
üfpcienten  4  vorausgesetzt)  ganze  Functionen  bez,  der  vier  Argu- 

-  <       <  -4-  io      <  —  io       i  -¥  0      i  ->  0      4  •¥-  io      4  —  io 

^"^^^  ö'  T»  rrr^'  iTT^'  riTo^  m>'  riwj'  rrTo'  ^' 

— ,    j -,   7"^    sind    und   dass   das  constante   Glied    jeder 


*)  Man  vergleiche  Kleix,  Vorlesungen  aber  das  Ikosaeder,  Leipzig 
1884,  pag.  43i  und  die  Note  vom  2.  Mttrz. 
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langen  hinzugenommr 
der  Constanten  selbst 


V>w(*  (48.)  und  (<9.) 
''>^flö»cb  (48.)  und  .(25.1 
'>,/•)  bleiben  ungeändertj  wenn 


10 


—  0  , 


—  »o; 


^  f"^;  ic^^^*^;  x^^W  ändern  ihr  Vorzeichen, 
—  0  vertauscht. 


Z^/^^!  dass  (/te  Cotffidentßn  der  Gleichungen 


n  SS 


.^' 


p-^V»»^]^^ 


'"-^»'od^rV^  :"**'' 


'o(o*  +  <|' 


,o(k^K^   ' 


4-0* 


^/ 


^'-  >/^ 


.  ^    Der  Grad  der  ganzen  Functionen  in  diesen  Ar- 

angeben. 


j^i< 


f«»^  / 


/^t  sieb   wieder   auf  Grund  von  (49. 
!^.;  und  d6r  weiteren  Tabelle 

X  ^ 


A'o.» 

A„» 

+  .x.,i 

A\,» 

X   " 

■*40 

-h2'A-.." 

+  iAV 

X   1     1 


4-  iX  " 


-Ä'   «  l-A'. 


e/)(  man  von  einer  beliebigen  der  drei  simultanen  GieichuogeD 
/(i  den  beiden  andern  über.  Es  gilt  daher  in  dieser  Bezkhmg 
dieselbe  Bemerkung  wie  tn  §  7. 

Auch  betreffs  der  numerischen  Aufstellung  der  GleichuDgeo 
j5t  dasselbe  zu  bemerken,  wie  im  Falle  n  s  4  (mod.  i).  Nur 
tritt  jetzt  zur  Vereinfachung  noch  dies  hinzu,  dass  man  zwei 
Ansatzgleiehungen  mit  unbestimmten  Constanten  hat,  nämlich 
sowohl  in  X^^  als  in  X^J^,  dem  Umstände  entsprechend,  dass 
es  jetzt  nicht  mehr  eine  Ecke  im  Fundamentalpolygön  giebt,  wo 
sSImmtliche  Wurzeln  endlich  und  von  Null  verschieden  sind. 
sondern  zwei.  Die  Identificirung  beider  Ansatzgleiehungen 
führt  nun  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 

noch  eine  Reduction  der  ursprünglichen  Anzahl  von  unbestimm- 
ten Constanlen  herbei. 


r    ^ 
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Beispiele: 
•  n  »  3. 

=  h» - y) («^«.  +  *)*-?•  ■^"" •  '^"'  =  ^  ' 

-  K  -  t)  ('="  +  »^'  -  T  •-*'«•"  •  «'"'  ==  "  ' 
(0  unbestimmte  Constante). 

n  *  7. 
+  8« .  X„i .  aPo.»  {-  3  (2*  +  Äo,i)«„  +  2)  +  «*  •  X,/  •  »o,* 
+  2» .  X„" .  aco.»  {+ 3  (2»  -  A'o.")  x,,  +  2}  4- 2»  •  X,,"  •  a;„»  -  0 , 


(x„  +  ^{x„-4)'-^.Ä'„'.x,,'{67+2'-3.X„M.2».(X„T} 
-  2» .  X,.i .  oc,.»  {+  2  .  3  (2  +  X„i)a;,o  +  0  -  2*  •  X.,'  •  x,,* 


(a'«-T)(«'«+'V+T-A'«'"»«'{67-2'-3.,X./-2.(X„r} 

-  2»  .  X„i  •  x„»  {+  3  (2»  -  iX„J) lac,,  +  2}  +  2«  •  X«'  •  a;„» 

-  2*.X„«x„»{-3(2»  +  i.X„n).<E„  +  2}  +  2».X„".(r„»  =  0, 

(4  unbestimmte  Constante) . 
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Gleichung  unabhängig  vim  o  ist,  sodass  es  nach  (48.)  imd  (49.) 
unmittelbar  angegeben  werden  kann. 

Andrerseits  besUsen  die  GleichuDgen  nach  (18»]  und  .(25.) 
folgende  TransformcUionen  in  sich : 

i)  Die  Wurzeln  fiCo4^*\*  ^4o^*^>  ^i/*^  bleiben  ungeändert,  wenn 


.4  -jo 
io 


—  t 


io 

4  —  f  O  ' 


to 


—  0  , 


—  to; 


vertauscht, 

o 


man  o  mit 

—  ^  ^  ^      4  ■»  0 
4  +  o'    4  -  o' 

2)  Die  Wurzeln  x^^(*),  ^m^^K  ^i*^'^  ändern  ihr  Vorzeichen^ 
wenn  man  o  mit  —  o ,  — ,   —  o  vertauscht. 

Dies  bat  zur  Folge,  dass  die  Coeffidentßn  der  Gleichungen 
ganze  Functionen  resp.  von  X^^^  =  ^^^^  oäer  X^^"  =  jyji,^, 


(0  +  •)* 


20* 


4  -0^ 


.odcrX,,a 


4-0*' 


X   1 


AV 

A„" 

^10 

^40 

A'u' 

Au" 

+  .A„n 

+  «A-./ 

X     " 

+  «A..' 

+  'A„" 

+  2*V 

+2%," 

■*"  52^04 

^J2'*04 

-A..° 

-  Au' 

-y^^;^-^  sind.  Der  Grad  der  ganzen  Functionen  in  diesen  Ar- 
gumenten lässt  sich  wieder  auf  Grund  von  (49.)  angeben. 
Mittels  (48.)  und  der  weiteren  Tabelle 


(26.)  S) 

T) 

geht  man  von  einer  beliebigen  der  drei  simultanen  .Gleichungen 
zu  den  beiden  andern  über.  Es  gilt  daher  in  dieser  Beziehwig 
dieselbe  Bemerkung  wie  m  §  7. 

Auch  betreffs  der  numerischen  Aufstellung  der  Gleichungen 
ist  dasselbe  zu  bemerken,  wie  im  Falle  n  =  4  (mod.  4).  Nur 
tritt  jetzt  zur  Vereinfachung  noch  dies  hinzu,  dass  man  zwei 
Ansatzgleiehungen  mit  unbestimmten  Constanten  hat,  nämlich 
sowohl  in  X^^  als  in  X;t/*",  dem  Umstände  entsprechend,  dass 
es  jetzt  nicht  mehr  eine  Ecke  im  Fundamentalpolygon  giebl,  wo 
sSjmmtliche  Wurzeln  endlich  und  von  Null  verschieden  sind, 
sondern  zwei.  Die  Identificirung  beider  Ansatzgleiehungen 
führt  nun  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 

noch  eine  Reduction  der  ursprünglichen  Anzahl  von  unbestimm- 
ten Constanten  herbei. 
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Beispiele: 
n  s  3. 

(0  unbestimmte  Constante). 
n  »7. 

8'  •  X..'  •  a?./  {-  3  (2'  +  A'./)  «„  +  2)  +  «» .  X„»  ..x,,» 
2» .  A„n.a!„-'{+3(2»-A„")a;„  +  2)  +  2».A'„".a!„»  -  0, 

2»  .  A„i .  X,,*  {+  2  .  3  (2  +  X„»)x„  +  4}  -  2« .  A..i  •  a;,.» 
(x„--i)((r,,+ir-^.A„n.x„'{67-2'-3-A',."+2»-(A„"n 
2».X„n.a;„»{-2.3(2-V'K.  +  0-«*-A.."-a;,o'»0, 


((r„-{)(x„+tr-l-yA„'.ar„'{67-2».3.a',/~2.(A,.V) 
2*  .  A„i .  x„»  {+  3  (2»  -  .  A,/)  f  a;„  +  2)  +  2»  •  X,.»  •  sr„» 
(a;„+{)K-«l'+T-V-^..'{67+2'-3"A„«-2.(A..»)«) 

«*-y«°'r„M-3(«*  +  «-A„«)i<r„  +  2}  +  2».A„«.(r,.»  =  0, 
[4  unbestimmte  ConstaDtel . 
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§  9.    i  s  8,  n  5  4  (mod.  8). 

Der  Transformationsgrad  n  wird  als  nicht  durch  3  theilbar 
vorausgesetzt.  Auch  bei  ^  =  3  kann  man  noch  die  Verein- 
fachung V  =s  A,  jti'  5=  [i\n  (134  für  beliebiges  t  erzielen.  Dies 
geschieht,  wenn  man  von  dem  anfönglichen  vollen  Repräsen- 
tantensystem,  welches  mod.  9  cur  Identität  congruent  ist,  zu 
dem  folgenden  kanonischen  Repräsentantensystem  ttbei^eht : 

a,-  •  oij       8  C{  *  a)|  +  d^ «  Ug 

(27  ] 

^     *'         wobei  a^  •  d,-  Ä  n  ,    3  c^  <  3  a,- 

ist  und  a,.,  3c^.,  d^  nicht-negative  ganze  Zahlen  ohne  einen  allen 
dreien  gemeinsamen  Theiler  sind.    Dann  wird  in  der  Tbat: 

{a^  coj      8  C|  •  Ol,  +  dj  •  öij\ 
,^^  ,^,     --     -^   -         -    .  -  ^,   ..,  .  '^'  ^  t 

unter  ^;t/4^*^  ®'^®  bestimmte  6**  Einheitswurzel  verstanden. 

Auf  Grund  von  §  3  erschliesst  man  Multiplicatorgleichungen 
Von  folgender  Beschaffenheit: 

Je  N  Grössen  o:;i^W  ,  i  «  /,  ^ .  .  .  iV,  genügen  einer  Gleir- 
ohung  iV'***  Grades ,  deren  Coefficienten 

1 )  wenn  n  s  mod.  3  ist,  rationale  Functionen  der  Tetraeder- 
Irrationalität  sind, 

2)  wenn  ns2  mod.  5  ist,  rationnle  Functionen  eines  vollen 
Modulsystems  9**^  Stufe*)  sind. 

Wir  discutiren  nur  den  einfacheren  t^all  n  3  4  mod.  3,  der 
sonach  auf  Multiplicatorgleichungen  3'*^  S/ti/e  führt. 

Die  Werthevertheilung  der  x^^^*)  anlangend  gilt  Folgendes: 
Im  Puncte  w  «  i  oo  ist,  resp.  in  der  Nähe  dieses  Punktes  ist  in 
erster  Annäherung : 


(29.)  ^M^^ 


.r,.W 


^li       in  ^ 


*)  Man  vergleiche  betreffs  der  Einfilhrung  eines  vollen  Modal- 
systems 9ter  stufe  und  tiberhaupt  betreffs  voller  Modulsysteme  höherer 
Stufe  (deren  Kenntniss  hier  postulirt  wurde)  die  Resultate  von  Herrn 
Fricke  in  der  citirten  Note  vom  3.  Mars. 


MlILTIPLICATORGLBtCHOIlQBN  HÖHERER  StCFE.  2tfl. 

Das  Verhalten  der  x;^/«^')  bei  den  linearen  Substitutionen  S  und 
T  der  Perioden  <U|,  c«;,  stellen  wir  in  folgender  Tabelle  zusam- 
men, weiche  je  nach  den  3  Ffillen  n  5  1 ,  4,  7  mod.  9  unterschie- 
den ist: 


S)  tja^,W      t|x,,o)      tjo?,.'»      tjo:,, 

T)  ^x,,iJ)      +|x,/i)      t|a^,,0^      t«|a.,, 


Sie  dient  zuvörderst  dazu,  die  Werthe  der  Wurzeln  auch  in 
den  andern  Ecken  des  Fundamentalpolygons  3^^'  Stufe,  also 
etwa  in  den  Puncten  w  ä  0 ,  4-  ^ ,  —  1  anzugeben.  Die  hier- 
mit gefundenen  Null-  und  Unendlichkeitspuncte  der  Wurzeln 
sind  die  einzigen  Null-  und  Unendlichkeitspuncte  der  Wurzeln 
^kfJ'^K  wenn  wir  uns  auf  das  Pundamentalpolygon  3**'  Stufe 
beschränken. 

Mr  Tetraederirrationalität  legen  wir  zu  Grunde"^) : 


—  ao 

Mit  den  a>^  ist  dieselbe  durch    folgende  Relationen  ver- 
bunden **) : 

(^2.)   cT,,^(7;o»:a,,»:V=(§H-2):-il/3.^(?H.2€*):-(?H-2e). 

Diese  liefern  beiläufig  die  beiden  Identitäten,  welche  für  die 
vier  a;t^  bestehen,  nämlich : 

4-tV3*.^34.1  =  €.|4-iy3.^  +  l)==€«.|-^tV3r.^34.l}. 

Aus  (31.)  entnimmt  man  das  Verhalten  von  fbei  linearer  Sub- 
stitution von  10^  und  co,;  man  findet,  dass: 


*)  Man  vergleiche  Klein,  VorlesuDgen  über  das  Ikosaeder,  Leipzig 
1884,  pag.  18S. 

**)  Man  vergleiche  Biancbi,  Math.  Ann.  Bd.  XVII,  pag.  344  und  die 
mehrfach  citirte  Note  vom  3.  März. 
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r 


^•1 
(34.)  §  durch  Ausübung  von  ^       übergeht  in  |  ■»  a 

Da  der  Definition  von  §  zufolge  §  (too)  ss  0  ist,  giebt  (3i.) 
für  die  Werthe  von  ^  in  den  übrigen  Ecken  des  Fundamental- 
polygons : 

5(0)  =  -«,     5(1)  =  -2.,     5(-4)  =  -2e«. 

Setzen  wir  (29.)  und  (30.)  damit  in  Verbindung,  so  erfahren 
wir :  Schreibt  man  die  Gleichungen  für  die 

mit  dem  ei^sten  Coffficienten  4  an,  so  sind  die  übrigen  Coefficien- 
ten  ganze  Functionen  bez,  der  5  Argumente 

I'    8*1  +  8'     ef+«'    1+2'    6*^  +  1'    el-h«' 

{'       f  +  «'e*|  +  «'  {'      |+a'e$+a^ 

und  da«  constonte  Glied  jeder  Gleißhung  ist  unabhängig  von  5? 
kann  also  mittels  (29.)  und  (30.)  sofmt  angegeben  werden. 

Andrerseits  suchen  wir  mit  (30.)  und  (34.)  die  Transfoi'- 
mationen  der  Gleichungen  in  sich  axxL    Wir  finden: 

Die  Gleichungen  für  die  Grössen 

bleiben  ungeändert,  wenn  man  5  resp.  durch 

e|+<  -     «»{  +  2  w        -  j.         -      l+a  e*|  +  2 

.5  +  8      ,t    «H-» 

ersetzt. 

Combinirt  man  die  beiden  letzten  Angaben,  so  führt  dies 
zu  dem  Schlussresuitate  betreffs  der  Form  der  Coefficienten  der 
Gleichungen :  Die  Cöifficienten  sind  ganze  Functionen  resp.  von  : 

„      _  (1+2)3  „      _  P 

^  ^*  "~  l(e|  +  2)  (e»|  +  2)  '  ^to  ^  ^      |3  +  g  » 

y      _  (g|+a)3  y      _  (c^l  +  2)3 

^**  "•  e|(fi2|  +  2)  (I  +  2)  '  ^*«  -  e«|{J  +  2)  {e|  +  2)  * 


'V„ 

Y.. 

V:. 

-V., 

X» 

Xu 
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Für  das  Weitere  gelten  wieder  dieselben  Bemerkungen  wie 
in  §  7.  Wir  stellen  daher  schliesslich  noch  das  Verhalten  der 
Xxfg  bei  linearen  Substitutionen  der  Perioden  tabellarisch  zu- 
sammen.   Es  ist  dies  das  folgende: 

Y  Y 

(35.)  S)     .Y„         .Y,. 

^)       -MO  -^01 

Diese  Tabelle  vermittelt  in  Verbindung  mit  (30.)  den  Uebergang 
von  irgend  einer  der  vier  simultanen  Gleichungen  zu  den  drei 
andern. 

Beispiele : 

|^|0"~^H^40'^Y|(^40'~  V*"*'p-^iO^IO*|^IO*"Yl  ™    ^  > 

{\  unbestimmte  Constante). 

n  =  7.  («..  -  \y  (a;„  -  y)  +  y  X„x,.'  (5»  -  3XJ 

-».3jr„a„'  (««„*  -  2»a;„  -H)  -  0  , 

+  ZX^,x^^*  (8aj„*  -  8»a;„  +  <)  »  0  , 

(x„  -  «)'  (ac„-  1)  +  TeJC«ä;„'(5»  -  3JY„) 

-|.3e*X„a;„«  (2a;„*  —  2*ea?„  4- e»)  =  0  , 
{x„-eT  («„-y)  +  i-eU„a;„'  (5»-3X„) 

+  3€jr„ac„*  (2a„»  —  2*e*a5„  +  e)  «  0  , 
(5  unbestimmte  Constante). 

Wir  haben  auch  diese  Hultiplicatoi^leichungen  wieder  nur  in 
Modui/unc<ion«n  geschrieben.  Auf  Grund  von  (28.)  und  (32.) 
kann  man  sie  unmittelbar  in  den  Hodui/brmen  a;;^  schreiben. 


A.  Hurwitz,  Ueber  die  Klassenzahlrelationen  und  Modular- 
correspondenzen  primzahliger  Stufe. 

Bei  meinen  Untersuchungen  über  die  Klassenzahlrelationen 
der  7**°  und  11***^  Stufe*)  hat  sich  herausgestellt,  dass  die  auf 
der  rechten  Seite  dieser  Relationen  ausser  Theilersummen  noch 
auftretenden  zahlentheoretischen  Fun^ionen  nichts  Anderes 
sind;  als  die  Entwicklungsco^fficienten  der  überall  endlichen 
Integrale  der  betreffenden  Stufe.  Das^lbe  gilt,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt;  für  die  6^*  und  8*«  Stufe**),  und  man  kann, 
wenn  man  will,  Gleiches  auch  für  die  ersten  fünf  Stufen  vom 
Geschlechte  Null  behaupten,  wo  es  dann  so  viel  heisst^  dass  zu 
den  Theilersummen  keine  weiteren  zahlentheoretischen  Func- 
tionen hinzutreten.  Haben  wir  es  hier  mit  einem  allgemeinen, 
d.  h.  für  alle  Stufen  gültigen  Gesetze  zu  thun?  Das  ist  die 
Frage,  d^en  Entscheidung  das  nächste  Ziel  meiner  weiteren 
Untersuchungen  bildete.  Es  zeigte  sich,  dass  die  Entscheidung 
im  bejahenden  Sinne  zu  treffen  ist,  und  ich  möchte  das  hiermit 
bezeichnete  Resultat  in  den  nachfolgenden  Zeilen  begründen 
und  näher  präcisiren.  Dabei  beschränke  ich  mich  jedoch  auf 
den  Fall  primzahliger  Stufen ;  man  wird  leicht  erkennen,  dass 
dieselben  Betrachtungen  mutatis  mutandis  *  auch  für  beliebige 
Stufen  gelten. 

Da  sich  die  Herstellung  der  Klassenzahlrelationen  auf  die 


*}  Siehe:  »Ueber  Relationen  zwischen  Klassenanzahlen  binärer  qua- 
dratischer Formen  von  negativer  Determinante«.  Mathem.  Annalen  Bd.  25. 
pag.  4  57  ff.  und  die  unter  gleichem  Titel  erschienene  Note,  diese  Berichte. 
Sitzung  vom  4  5.  December  1884.  Gitate  ohne  nähere  Angabe  des  Ortes  be- 
ziehen sich  auf  die  erstere  Abhandlung. 

•  **)  Wegen  der  8^«»  Stufe  vgl.  die  Note  »Zur  Theorie  der  Modularglei- 
chungen«,  Göttinger  Nachrichten  vom  21.  November  1883. 
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Untersuchung  der  Hodularcorrespondenzen  sttttsi,  so  wird 
gleichzeitig  im  Folgenden  eine  Theorie  dieser  CMrespondenzen 
angebahnt:  die  Darstellung  der  ModuiaroOrrespondenzen,  wie 
sie  sich  im  Laufe  unserer  Untersuchung  ergiebt,  wird  die 
Grundlage  für  diese  Theorie  bilden  müssen"^). 

Uebrigens  habe  ich  in  dieser  Note  nur  solche  Dinge  zur 
Sprache  gebracht,  welche  zur  Erreichung  des  oben  bezeichneten 
Zieles  noth wendig  berührt  werden  mussten.  Eine  eingehendere 
Darstellung,  bei  welcher  dann  auch  alle  Entwicklungen  von 
einem  höheren  Gesichtspunkte  aus  beleuchtet  werden  sollen, 
denke  ich  demnächst  zu  veriSffentlichen. 


§  1.    Die  fiberaU  endlichen  Utei^e  der  ^ten  stufe «"^j. 

Die  überall  endlioben  Integrale  der  q^^  Stofe^  wo  q  eine 
ungerade  Primzahl  bezeichnet,  lassen  sich  als  diejenigen  ein- 
deutigen überall  endlfchen  Functionen  J{a))  eines  Argumentes 
€o  definiren,  welche  der  Functionalgleichung 

genügen;   dabei  bedeutet  "^  .^  eine  der  Identität  (mod.  q) 

c^mgruente  ganszahlige  Substitutipn  der  Determinante  4 .  Diese 
Functionen  kann  man  aus  irgend 

derselben,  zwischen  denen  keine  Hneare  Abhängigkeit  stattfin- 
det, zusammensetzen»  Wir  legen  nun  unseren  Untersuchungen 
ein  specielles  System  von  solchen  p  unabhängigen  Integralen  zu 
Grunde,  die  wir  am  zweckmässigsten  in  folgender  Weise  be- 
zeichnen : 

/,(w|o)  ,         /,(w|o]  ,     ...     Jx[io\o)  , 

JMf>).         J^Hb),     ...     JvHb)  . 

*)  Man  sehe  die  vorbenannte  Note,  sowie  namentlich  die  von  Herrn 
Klein  gegebene  Darstellung  der  auf  die  Modularcorrespondenzen  der  8^° 
Stufe  bezüglichen  Untersuchungen  des  Herrn  Fiedler,  diese  Berichte, 
Sitzung  vom  2.  März  4883,  pag.  86  ff.  ... 

**)  Zun)  besseren  Verstttndniss  dieses  Paragraphen  ziehe  man  die  a.  a. 
0.  pag.  167 — 170  gegebenen  Entwicklungen  zu  Rathe. 
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Hier  soll  a  ein  volIstHDdiges  System  quadratischer  Reste,  b  ein 
vollständiges  System  quadratischer  Nichtreste  (mod.  q)  durch- 
laufen, so  dass  also  in  dem  vorstehenden  Sdiema 

A  +  (/i  +  v)-^ 

Integrale  enthalten  sind"^).    Diese  Integrale  besitzen  nun  die 
nachstehenden  besonderen  Eigenschaften. 
Es  ist  erstens: 

2t7rr 

(1)  JniS{(o)\r)=^e   ^     .y^(iü|r)  +  const., 
wenn  S{w)  eine  der  Congruenz 

S(ctf)B  cci-t*  4   (mod.  9) 
genügende  Substitution  bezeichnet.   Femer  hat  man : 

(2)  Jui^i^)  k)  =  »^jc  (w  1«^)  +  const. , 
wenn  die  Substitution  U[(ü)  die  Congruenz 

U(oj)  s  aw  (mod.  q) 

erfüllt.  Dabei  bezeichnet  der  Buchstabe  r  in  der  Gleichung  (4) 
eine  beliebige,  in  der  Gleichung  (8)  eine  nicht  durch  q  theiibare 
Zahl,  a  bedeutet  irgend  einen  quadratischen  Rest  von  9,  und 

es  ist 

ZU  setzen,  falls  rsr'  (mod.  q)  ist. 

In  Folge  einer  dritten  Eigenschaft  unserer  Integrale  dürfen 
wir  uns  später  auf  die  Untersuchung  der  Integrale  J[(a\a)  und 
J[(o\b)  beschränken.  Es  ist  nämlich  stets  möglich,  aus  den 
letzteren  Integralen  ein  anderes  J[w)  zusammenzusetzen,  wel* 
ches  der  Gleichung 


*)  Was   die    Zahlen   A,   f«,    y   angeht,    so   ist   selhstverständlich 
X-hift-^  y)*     "Z      als  Gesammtzahl  der  Integrale  gleich  p.   Es  ergiebt 

sich    auch    ohne    Schwierigkeit    X  =      '"ix  ^°^    **®^   /« +  y 

K     ^  il  ""     '    Dagegen  muss  die  Einzelbestimmung  der  Zahlen  fs  und 
y  einer  späteren  Untersuchung  vorbehalten  bleiben. 
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(3)     ^(-i)-»-^(-dn)*-^(-.-ii)---- 

+  ''(-irTFrT)--'('-l«>) 

genügt,  wo  J{(o\o)  irgeod  eines  der  Integrale  JJiü\o),  J^(iü\o), 
.  .  .,  Jx{üf\o)  bezeichnet. 

Betrachten  wir  endlich  die  Entwicklungen  der  Integrale 
J {(ü \ a]  und  J[w\b)  nach  Potenzen  der  Grösse 

,  S  ITT  Ol. 

h  =s  e         I 
Wir  können  dieselben  jedenfalls  in  folgender  Gestalt  annehmen : 

m  in 


(*)< 


m  m 


WO  das  Zeichen  y  andeutet,  dass  der  Summationsbuchstabe  m 

mSr 

alle  (mod.  q)  zu  r  congruenten  positiven  Zahlen  durchlaufen  soll. 
Durch  diese  Ansätze  sind  im  Ganzen  [fi  +  v)  zahlentheo- 
retische Functionen  deiinirt ;  nämlich  erstens  jti  Functionen 

ip^[m)  ,         </;,(m)  ,     .  .  .  ,     i/;^(m)  , 

bei  welchen  das  Argument  m  irgend  ein  positiver  quadratischer 
Rest  von  q,  und  zweitens  r  Functionen 

bei  welchen  das  Argument  m  irgend  ein  positiver  quadratischer 
Nichtrest  von  q  sein  kann.  Es  ist  nun  eine  letzte  hier  in  Be- 
tracht kommende  Eigenschaft  unserer  Integrale,  dass  die  Func- 
tionen tf;  und  X  /"^r  jeden  Werth  des  Argumentes  m  ganzzahlige 
reelle  Werthe  besitzen*]. 

1 2.   TraDsformatloii  nter  Ordnnng  der  überall  endliebeii  Intefrrale 

Es  bedeute  nun  n  eine  positive  zu  q  theilerfremde  Zahl  und 
es  mögen 
Ä|M,         Ä.H,     

*]  Es  giebt,  beüttufig  bemerkt,  noch  unzählig  viele  Systeme  von  p  an* 
abhängigen  Integralen,  welche  die  angegebenen  Eigenschaften  besitzen. 
Math. -pbys.  Classe  1885.  4  5 
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ein  zum  Schema 

(ol)  («^öd.  q) 

gehöriges  Repräsentantensystem  der  Transformation  n^'  Ord- 
nung bilden"^),  so  dass 

B^{o))  S  B^{io)  s  .  .  .  s  nio  (mod.  q'  ist. 

Dann  wird  gleichzeitig  mit  J(io)  auch  die  Summe 

1 
ein  überall  endliches  Integral  der  q^^^  Stufe  vorstellen.    Wen- 
den wir  diese  Bemerkung  auf  die  Integrale  des  §  1  an,  so  er- 
halten wir,  unter  Berücksichtigung  der  besonderen  Eigenschaf- 
ten (4)  und  (2)  dieser  Integrale,  die  folgenden  Relationen: 

*(n)  u 

^i  Jf,  [H^ [lo]  I  a)  ==^a  c^^  (n)  •  /„  (w | na)  -h  consl.  , 
1  1 

2;  Jk{RiM\f>)  =^^  d/(w)  .  Jß^M^b]  4-  const.  , 
1  I 

wenn  n  quadratischer  Rest  von  q  ist;  dagegen 

*(n)  * 

2!'  JH{Hi(w)\a)  =^^(i  epf'in)  .Jß(w\na) -h  consi.  , 
1  1 

^-  Jk (fl,-  (w)  I  b)  u.^a  /;*  (n)  .  y«  (« I  n6)  +  const.  , 

t  I 

wenn  7i  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist.  Dabei  sind  dem 
Buchstaben  h  successive  die  Werthe  4,  2,  3,  ...  /u,  dem  Buch- 
staben k  successive  die  Werthe  4,  2,  3,  ...  v  beizulegen  und 
es  bedeuten 

c^^n),        d/(«),        e/(n),        /•„*(«) 
Zahlenfactoren,  welche  ausser  von  ihren  Indices  nur  noch  von  n 
abhangen. 


♦)  A.  a.  0.  p8g.  472.  . 

**J  Die  Anzahl  <P[n)  der  Repräsentanten  R^  (oi),  R^(ia),  .  .  .  ist  bekannt- 
licti  gleich  der  Summe  der  Divisoren  der  Zalil  n. 
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Zur  Bestimmung  dieser  Factoren  tragen  wir  in  die  obigen 
Relationen  die  Entwicklungen  [(4)  in  §  1]  der  Integrale  nach 
Potenzen-  von  h  ein.    Der  Vergleich  der  hierbei  auf  beiden  Sei- 

m 
ten  auftretenden  Coi^fficienten  von  h^  ergiebt  die  Gleichungen: 

2'<J^*(^)=i'-c„*{n)V'«(«.),  [(f)=  +  1,  (7)  =  +^]. 

wobei  die  Summen  auf  der  linken  Seite  über  alle  gemeinsamen 
Divisoren  d  von  n  und  m  zu  erstrecken  sind.  Die  Zahlen  n  und 
m  sind  nur  den  bei  jeder  Gleichung  mit  Hülfe  des  Legsndre- 
schen  Zeichens  angedeuteten  Bedingungen  zu  unterwerfen. 

Jetzt  bemerke  man,  dass  n  und  m  in  den  linker  Hand  auf- 
tretenden Summen  symmetrisch  vorkommen;  es  folgt  daraus, 
dass  nothwendig 

2'»c„*(n)^«(m)=2'«<'«''('»)V'«(«),  [(7)»  +  ^.  (?)=**]' 
i'^rf/'(«)Z/?H-^-/"«*WV«(n),  [(7)  =  +*.  (f)=-<]' 

ij.y(«)z^(m)=^e/(m)z/j(«),  [(7)=-<r  (t)»"*] 

ist.  Nunmehr  mögen  in  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichun- 
gen ftlr  m  successive  fn  specielle-  quadratische  Reste  von  q 

m^  ,         TW,  ,     .  .  .     m^ 

eingetragen  werden,  welche  der  Bedingung  gentigen,  dass  die 
Determinante 

\tpa[^u')\       (cf,   a    =  1,2,  3,    .  .  .  ^) 

45« 
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nicht  verschwindet.  Diese  Bedingung  lässt  sich  stets  erfüllen, 
da  die  Integrale  J^{a)\a),  J^{w\a),  .  .  .  y^(ai|o)  von  einander 
unabhängig  sind.  Aus  den  jii  so  entstehenden  Gleichungen  kön- 
nen nun  die  Grössen  cj^{n}  berechnet  werden.  Offenbar  ergeben 
sich  die  Griissefi  cj^  (w)  als  homogene  lineare  Functionen  von 

mit  von  n  unabhängigen  Coefficienten. 

Auf  ähnliche  Weise  zeigt  man,  dass  auch  die  Grössen  d^[n] 
homogene  lineare  Functionen  mit  von  n  unabhängigen  Coefficien- 
ten von 

(//,(n)  ,         ip^{n)  ,     ...     i//^(nj., 

und  dass  die  Grössen  eß^{n),  fj^ln)  ebensolche  Functionen  von 

XiW  ,       XiW  ,    ...    xA^) 

sind*}. 

§  3.    Der  Transformatfonsgrrad  ist  quadratischer  Best  von  q. 

indem  wir  uns  nun  zunächst  auf  den  Fall  beschränken^ 
dass  der  Transformationsgrad  quadratischer  Rest  von  q  ist, 
knüpfen  wir  an  die  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  aufge- 
stellten Relationen  an,  bezeichnen  jedoch  für  einen  Augenblick 
den  Transformationsgrad  mit  n  statt  mit  n.  Wir  gehen  also  von 
den  Gleichungen 

*(«*•)  fi 

^i  Jt,  {R\  [to]  I  a]  =^«  c^^  [n]  J^  [w  |  n'  a)  4-  consl .  , 

1  1 

^  Jf,  [H\  [uß)  \b)  =^^ c//  (n'j  Jßiij  i ii'6)  4-  const. 

aus,  wobei 

rt\(w)  s  Ä\(w)  s  .  .  .  S  n'w  (mod.  q) 

die  Glieder   eines  Repräsentantensystems  der  Transformation 


*]  Beiläufig  erholt  man  die  Summen  2'(fi/;;^|-r^| ,  etc.,  ausgedrückt 

durch  bilineare  Functionen  der  i/'afn),  i/;„  (m)  etc.  mit  von  n  und  m  unab- 
hängigen Coefficienten. 
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n'^«'  Ordnung  bezeichnen.    Führen  wir  hier  U{(ü)  an  Stelle  von 
€0  ein,  wo  U(ia)  eine  zu 

-^  «ti  (mod*  q) 

congruente  lineare  Substitution  bedeutet^  so  gehen  unsere  Glei- 
chungen in  die  folgenden  über : 

^i  h [^i {^) I a)  »^« c/ [n')  Ja(^\nQ)^  const.  , 


1 


^  Jfe (Ä,. (cu)  1 6)  ^yj? d^ (n') y^ (et; I nb)  +  consl.  , 

wo  nun  die  Repräsentanten  H^  [m]  der  Congruenz 

Hi[w]  3  ncci  (mod.  q] 

genügen.   Es  sollen  jetzt  für  n'  swccessive  jm  bestimmte  Reste 

w^  ,         Wt  ,     .  .  .     n^ 

gewählt  und  die  entsprechenden  Relationen  mit  unbestimmten 
Co^ffilcienten 

versehen  zu  den  für  ti  gültigen  Relationen  addirt  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Repräsentanten  Mr  tlen  TransformtK 
lionsgrad  n^  mit 

/?,*  (cü)  s  72  fei  (mod.  q]  , 

so  erhalten  wir  auf  die  angegebene  Weise  die  Summen 

2*  A(Ä.-('-)l°)  +  ^3  h{m^'>)\a)  +  ....  +  if,^' JhinrHia) 

11  1  . 

und 

2?  iÄ(Ä,(w)|6)  -h  /,^  A(Ä/(e.)  |6)  +  ....+  /^^  J,(V(a;)]6) 
1  1  1 

ausgedrückt  durch  die  Integrale  J^^  {lo  \  n  a)  und  J^  (w  j  w  6) ,  wobei 
die  Cö^fficienten  dieser  Integrale  bezüglich 

c«*  (n)  4-  /,  c«*  (nj  +  . : :  -H  l^cj"  [n^] 
und 

rf/W  -^  ^idß^M  ••-...  -I-  If^dß^irif,) 
lauten.    Diese  Co($fficienten  werden  aber;  da  die  Grössen  c^(n) 
und  df^\n)  sich  aus  tff^[n),  t//^(w),  .  .  .  V^^(w)  wie  im  vorigen 
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Paragraphen  abgegeben  zusammensetzen,  sämratlicb  verschwin- 
den, falls  nur  /^,  /,,  ...  l^  aus  den  Gleichungen; 

xp,  (n)  +  l,xp,  [n,]  -h...^lf,ip,  (n^)  =  0  , 


bestimmt  werden.  Wählen  wir  nun^  was  stets  möglich  ist,  die 
Zahlen  n^  so,  dass  die  Determinante 

•  ^  =  \^aM\  («r  a  -^4,  2,  ...  |u) 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  so  ergeben" sich  Z^, 
/,,...  l^  als  lineare  homogene  Functionen  von  i^|(n),  ip^{n)f 
•  •  •  ^/äM  ™'*  von  n  unabhängigen  Coöfficienten.  Diese  Coöfß- 
cienten  sind  rationale  Zahlen  (mit  dem  gemeinsamen  Nenner  D)y 
da  die  Grössen  yj  nach  §  i  sämmtlich  reelle  ganszahlige  Werthe 
besitzen. 

Sind  nun  auf  diese  Weise  die  Facloren  /| ,  'i ,  •  •  •  /«  be- 
stimmt, so  besteht  für  jedes  Integral  J(io) ,  welches  aus  den  In- 
tegralen J{io\a)  und  J{io\b)  zusammengesetzt  ist,  die  Relation: 

^iJlßiiio})  4-  /,  55  J(fi/;w))  +  ....+/^^J(fi/*(a;))  =  const. 

1  1  1 

Hier  ersetze  man  io  durch  S(cci).,  wo  S{ü})  eine  beliebige  lineare 
Substitution  bedeutet;  so  zeigt  sich,  dass  man  in  der  vorstehen- 
den Relation  unter 

irgend  welche,  unter  einander  (mod  q)  congruente  Repräsentan- 
ten der  Transformation 

jAer       „  ter  >.    tey 

Ordnung  verstehen  darf.     Daher  wird  auch 

sein,  wenn  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.    Wir  nehmen 
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r  successive  gleich  0,  1,  2,  .  .  . ,  qf  —  4,  an  und  addiren  alle 
entstehenden  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  zufolge  der  Gleichung 
(3)  in  §  4 ,  dass  die  obige  Relation  auch  noch  statt  hat,  wenn 
unter  J(io)  irgend  eines  der  Integrale  J^{w\o)j  ^(w|o)...  J;^(w|o) 
verstanden  wird. 

Hieraus  folgt  dann  endlich,  dass  in  jener  Relation  J{uß)  ein 
ganz  beliebiges  Integral  q^'  Stufe  sein  darf.  Wir  haben  also  das 
Resultat: 

Es  mögen  n^,  n,,  . .  .  n^  /i  positive  quadratische  Reste  von 
q  bezeichnen^  welche  nur  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass 
die  Determinante 

^  =  \^aM\     («,  «'  =  4,2,:..^) 

von  Null  verschieden  ist.  Ferner  bedeute  7i  irgend  einen  positiven 
quadratischen  Rest  von  q  und  es  seien  Ä^(w),  i?,*  (w),  . . .  Ä,'^(w) 
unter  einander  (mod.  q)  congruente,  übrigens  beliebige  Repräsen- 
tonten  der  Transformatityn  n***",  n^^^,  .  .  .  n^/^  Ordnung.  Dann 
besteht  für  jedes  überall  endliche  Integral  q^  Stufe  J{ü))  die 
Relation : 

^  JiR^ico))  +  l^2^t  ^WM)-h-+i^^  A^/'i^)]^  const. 
1  1  1 

1^0  /f,  /,,  ...  l^  lineare  homogene  Functionen  von  ip^{n),  ip^[h)\ 
...  1/;^  (n)  mit  von  n  unabhängigen  CoffficietUen  bezeichnen.  Diese 
Coffjicienten  stellen  sich  als  rationale  Zahlen  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  D  dar. 

Man  kann,  wie  hier  beiläufig  bemerkt  werde,  die  Integrale 
J{u\a)  so  annehmen,  dass 

wird,  je  nachdem  a^a'  oder  a  i=i  a'  ist;  dann  kommt  einfach : 

^  =  5"  V^iWi  ^t  =  F  V'iW»  •  •  •  '^  =  F  ^A*('*)  • 

Was  die  Zahlen  n^,  r?,,  .  .  n^  angeht,  so  lässt  sich  leicht 
zeigen,  dass  dieselben  auf  unzählig  viele  Weisen  der  Bedingung 
I  ^ai'^a)  I  ^  ^  gemäss  gewählt  werden  können. 
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§  4«    Der  TrftnsfornuitlOBBgnMl  Ist  qnadnitlflelier  Mehtre»!  TM  9« 

Durch  ähnliche  BetrachtuDgen,  wie  sie  im  vorigen  Para- 
graphen angestellt  wurden ,  finden  wir  für  den  Fall ,  dass  der 
Transfonnationsgrad  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist,  folgenden 
Satz: 

Es  mögen  n(^),  n^*\  .  .  .  n(^)  v  positive  quadratische  Nicht- 
reste  von  q  bezeichnen^  welche  nur  der  Bedingung  unterworfen 
sind,  dass  die  Determinante 

von  Null  verschieden  isL  Femer  bedeute  n  irgend  einen  positiven 
quadratischen  Nichtrest  von  q,  und  es  seien  Ä,.{w)  ,  Ä/(wI, 
,  .  .  Ri'iio)  unter  einander  fmod.  q)  congruente,  übrigens  beliebige 
Repräsentanten  der  Transformation  n'*^,  n^*)'*^,  .  .  .  n(^)*^  Ord- 
nung, Dann  besteht  für  jedes  überall  endliche  Integral  J(fa)  (f*^ 
Stufe  die  Relation : 

^  J(ßiM)  +  iii,^  j(Ä,*(co))  +  ....+m„^  m'^M]  =const., 

1  1  1 

wo  wi^,  iw,,  .  .  m^  Hneare  homogene  Functiemen  von  xM^  XiW? 
.  .  jfy(n)  mit  von  n  unabhängigen  Coifficienten  be:seichnen.  Diese 
Co^ficienten  stellen  sich  als  rationale  Zahlen  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  E  dar. 

Es  können  die  Integrale  J[ui\b)  so  angenommen  werden, 
dass  einfach 

^*  =  T  ^*(**''   ^«  =  i  ^«W'  .  .  .  m^  «  ^  Xy{n) 

wird,  und  die  Zahlen  n(0,  n(*),  .  .  n^*")  lassen  sich  auf  unzählig 
viele  Weisen  der  Bedingung  |  Xß{nß^)  \  ^  0  gemäss  wählen. 

§  5*    Die  ModnUrcorrespondeBien  der  q^^  Stnfe, 
Nunmehr  sollen,  wie  a.  a.  O.  pag.  170^  mit 

JM^  itM» 7pH 

p  Normalintegrale  der  q^^^  Stufe  und  mit  d-[u^ ,  ti, ,  . . .  Wp]  oder 
kürzer  ^[u^l  ^^^  zugehörige  ^Function  bezeichnet  werden; 
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ferner  mögen  c^,  c, ,  . . .  Cp  die  a.  a.  O.  pag.  174  angegebene  Be- 
deutung haben.    Zur  Abkürzung  setzen  wir  weiter : 

Ojio',  o;)  =  fJnJA^o')  -jV(/?,-H)  -  Cr] 
1 
und 

wo  iti'oT  ctf^  willkürliehe  aber  feste  Werthe  bedeuten.  Schliess- 
lich sei : 

,,  ,      .      |[F„K,c.)l^.[F„Jw\«,)]^'' [F(«',«)f Soder 

|[F,(iu',  «,)]*.  [F„(./y,a,)]*'"' [f,(oK,  ü,)]^""', 

je  nachdem  n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  q  ist. 

Diese  Function  f^  (o;',  o;}  ist  nun  in  Folge  der  in  den  letzten 
Paragraphen  begründeten  Relationen  eine  algebraische  Function 
auf  der  RiEHANN^schen  Fläche  g*«'  Stufe*),  mögen  wir  nun 
fn{iü',  iü)  als  Function  der  Stelle  &>',  oder  als  Function  der  Stelle 
iü  betrachten.  Gemäss  ihrer  Zusammensetzung  verschwindet 
ffi[io',  w)  als  Function  vpn  lo',  abgesehen  von  festen,  durch  die 
Wahl  von  ojq  bedingten  Nullstellen,  an  denjenigen  Stellen, 
welche  in  den  Modularcorrespondenzen  der  Transformations* 
grade  n,  n^ ,  n,,  . .  n „  bez.  n,  n(0,  n<*),  . . .  nW  der  Stelle  w 
correspondiren ,  wobei  eine  Uoendlichkeitsstelle  als  eine  Null- 
steile  von  negativer  Ordnungszahl  anzusehen  ist.  Die  Ordnungs- 
zahlen der  Nullstellen  sind  durch  die  Exponenten  D,  Dl^,  .  . 
bez.  E^  Em^ ,  . . .  angegeben. 

Nehmen  wir  an  Stelle  der  Zahlen  n^,  n^, n^  irgend  /t 

andere :  n\  ,  n\,  . .  n'^,  für  welche  />'  =  |  V'aKaO  I  <  ^  ist, 
so  gehört  zu  diesen  eine  Funetien/^^[c(>',  io)  genau  in  derselben 
Weise,  wie  /i,(w',  tu)  zu  den  Zahlen  w^ ,  w, ,  . .  n^  gehört.  Nun 
lassen  sich  die  Zahlen  n\  stets  so  wählen,  dass  D  und  D'  relative 
Primzahlen  werden  und  folglich  die  Gleichung 

Dd  +  D'd'  «  \ 

durch  ganze  Zahlen  d,  d'  befriedigt  w^erden  kann.  Die  Function 


*')  A:  a.  0.  pa«.  168. 
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verschwindet  dano;  als  Function  von  la*  betrachtet,  an  denjeni- 
gen Stellen,  welche  in  der  Modularcorrespondenz  des  n^'^  Trans- 
formationsgrades der  Stelle  io  entsprechen,  einfach.  Vereinigt 
man  also  die  Modularcorrespondenz  eines  beliebigen  Transforma^ 
tionsgrades  n,  welcher  quadratischer  Rest  von  q  i^tj  mit  gewissen 
festen  Modularcorrespondenzen  (der  Transformationsgrade  n^,  n^, 
.  .  n'^ ,  n\y  .  J,  letztere  je  in  bestimmter  MultiplicittU genommen^ 
so  lassen  sich  diese  Cor respondenzen  zusammen  durch  die  eine 
Gleichung: 

(pJio\  a>)  =  0 

definiren,  deren  linke  Seite  eine  algebraische  Function  der  beiden 
Stellen  w',  lo  auf  der  Riemann^ sehen  Fläche  q**^  Stufe  vorstellt. 

Ein  entsprechender  Satz  gilt  für  die  Transformationsgrade, 
welche  quadratische  Nichtreste  von  q  sind;  die  dann  hinzuzu- 
nehmenden  festen  Modularcorrespondenzen  gehören  zu  2 1/ Trans- 
formationsgraden n^*),  n(*^,  .  .  nW,  n'(*),  n'^*),  . .  n'(^\  welche 
nur  der  Bedingung  genügen  müssen ,  dass  die  Determinanten 
E  SS  I  xft'^^')  !  und  F  s*s  I  Xß[^^]  I  relative  Primzahlen  sind. 

f  6»    Bie  nassenzahlrelatfonen  der  ^ten  stnfe« 

£s  mögen  nun  vier  ganze  Zahlen  a,  ß^  y^  d,  welche  nur  der 
Einschränkung  unterworfen  sind,  dass 

ad  ^  ßy  ^  n^ 

quadratischer  Rest  von  q  sei,  fest  angenommen  werden.  Wir 
können  dann  für  jeden  Transformationsgrad  n,  welcher  quadrati- 
scher Rest  von  q  ist,  ein  Repräsentantensystem  Ri[(o)  durch  die 
Congruenz 


«.Hs^5(mod.9) 


unzweideutig  deßniren.  Die  Glieder  der  auf  diese  Weise  für 
die  verschiedenen  Transformationsgrade  definirten  ReprSsen- 
tantensysteme  werden  sämmtlieh  unter  einander  (mod.  q)  con- 
gruent  sein,  und  es  dürfen  daher  —  was  jetzt  geschehen  soll  — 
diese  Repräsentanten  bei  der  Bildung  der  Function  /)|(cü\  io) 
verwendet  werden.    Wir  betrachten  nun  die  Function 
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welche   aus  fni'^^   cti)   durch  die   Substitution   lo'  ss  o»   ent- 
steht. Dabei  ist  jedoch  im' Falle,  dass  n  ein  Quadrat  und  **"■*"  ^ 


=  (d  (mod.  q)  ist,  der  zu  to  äquivalente  Repräsentant  im  Zahler 
von  F^[ia  y  oi)  auszuscheiden,  bevor  ci^'  =s  ca  gesetzt  wird. 
Dieses  soll  der  an  f^  gesetzte  Stern  andeuten.  Abgesehen  von 
diesem  Falle,  ist  /*n*(^?  ^^)  offenbar  eine  algebraische  Function 
der  Stelle  w  auf  der  RiBMAXN'schen  Fläche  }*•'  Stufe,  während 
in  jenem  Ausnahmefalle  die  Function  ff!^(tay  co)  sich  bis  auf 
einen  von  lo  unabhängigen  Factor  reproducirt,  wenn  die  Stelle 
io  einen  geschlossenen  Weg  auf  der  RiEMANN'schen  Fläche  be- 
schreibt. Jedenfalls  wird  daher /'y|*fc(i,((i),  auf  der  duroh  zweck- 
massige Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  ver- 
wandelten Fläche,  ebenso  oft  Null  wie  unendlich  werden. 

Nun  werde  die  a.  a.  0.  pag.484  mit  a  bezeichnete  Zahl  der 
Nullstellen  von 

da  sie  von  n  abhängig  ist,  hier  der  Deutlichkeit  halber  mit  a{n) 
bezeichnet.  Dann  findet  sich  die  Gesammtordnung  der  Null- 
und  Unendlichkeitsstellen  von  fn*{^o,  lo)  gleich 

und  dieser  Ausdruck  muss,  wie  soeben  bemerkt,  gleich  Null 
sein.  Dabei  haben  wir  rj  nur  dann  von  Null  verschieden  und 
zwar  gleich  2(p  —  4)  zu  nehmen,  wenn  der  dj^pch  den  Stern 
angedeutete  Fall  vorliegt. 

In  der  so  gewonnenen  Gleichung 

c;(«)-2a>(n)-ij  =  -./,(c;(nJ-2ö)(nJ) lf,{(J{n^)-iO{n^)) 

ist  die  rechte  Seite  eine  homogene  lineare  FunctioD  von  ^p^(n), 
i/;,(n),  ...  tpft[n)  mit  von  n  unabhängigen  Co^fficienten,  also 
etwa 

a[n)  -  2  ö)(ii)  -  ij   «.  A,  ip, [n)  +  A,  ip^ (n)  4-  ....  -f-  A^ ifj^  (n). 

In  dieser  Formel  sind  nun  die  sämmtlichen  Klassenzahl rela«- 
tionen  für  quadratische  Reste  n  enthalten.  Wollen  wir  diese 
Relationen  explicite  angeben ,  so  müssen  wir-fllr  die  verschie- 
denen Werthsysteme  a,  (l,  y,  d  die  Ausdrücke  von  a{n)  der 
a.  a.  0.  pag.  482  aufgestellten  Tabelle  entnehmen,  wobei  die 
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dort  mit  a,  b,  Cy  d  bezeichneten  Zahlen  bezüglich  gleich  ^a, 
Qß:  QYi  Q^  ^^  setzen  sind,  unter  q  eine  die  Congruenz 

Q*{ad  —  ßy)  =  e*»o  S  w  (mod.  q) 

befriedigende  Zahl  verstanden.  Die  verschiedenen  Systeme 
a,  ß^  y^  d  sind  zunächst  nach  der  durch  die  Congruenz 

[a  -h  d)*  S  rwo  (mod.  q) 

de6nirten  Zahl  r  zu  unterscheiden.    Da  sich  nKmlich 

(a  -h  df  —  471  2  ^'(a  -h  ^^  —  4  w  S  (r  —  4)  w  (mod.  q) 

ergiebl,  so  liegt  der  Fall  I,  4,  oder  I,  2,  oder  11  der  genannten 
Tabelle  vor,  je  nachdem  r  *  4  quadratischer  Nichtrest,  oder 
Rest  von  q  oder  durch  q  tbeilbar  ist.  Im  letzteren  Falle  hat 
man  weiter  die  Weribe  ß^  y  zu  beachten :  ist  /9  s  /  S  0  (mod.  q), 
so  handelt  es  sich  um  den  Fall  II,  2,  ist  mindestens  eine  der 
beiden  Zahlen  ß^  y  nicht  durch  q  theilbar  um  den  Fall  II,  4  der 
Tabelle.  Hiemach  stellen  sich  nun  die  Klassenzahlrelationen 
einzeln  folgendermassen  dar: 

Man  nthme  eine  durch  q  theilbare  Zahl  und  ein  vollständiges 

System  quadratischer  Beste  (mod,  q),  also  im  Ganzen  ^-^-  Zahlen, 

an  und  bezeichne  mit  r^  diejenigen  unter  diesen  Zahlen,  für  welche 
r^  —  4  quadratischer  Nichtrest,  mit  r,  diejenigen,  für  welche 
r,  —  4  quadratischer  Rest  von  q  wird;  dann  ist: 

<)  (?  +  ^)^W(*w->^') 

=  iO(n)  +  A/-  tp,{n)  +  h,^'^^tp,{n)  -h  •  •  •  +  h/^tf,^{n) 
4n 
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4)9.2'[ff(*"-x«)-//(i^')] 

4  n 

=2©{n)  +  i,.i/;,(n)  + 1, V.W  +  •  ••  +  i^V;^(n)  -  (9-<)l/y-. 
in 

=  2a)(n)+r,./»,'n)+r,./;,(«)+.-.+r^.//^(n)-(?-4)l/^,- 

Die  Zeichen  i^(nt),  H.^[m]  und  t/^  haben  die  a.  a.  0. 

(>ag.  481  angegebene  Bedeutung ;  dagegen  sind  hier  die  linker 
Hand  auftretenden  Summen 

k 

falls  k  nicht  =  0  (mod.  q)  ist,  zu  erstrecken  über  alle  positiven 
ganzen  Zahlen  x,  welche  iVn  nicht  Ubertrcfi'en  und  deren 
Quadrat  congruent  k  (mod.  q)  ist,  wenn  aber  ksO  (mod.  9]  ist, 
über  alle  positiven  und  negativen  durch  q  theiibaren  Zahlen  k, 
welche  absolut  genommen  iVn  nicht  übertreffen.  Was  die 
Facloren  h  und  t  angeht,  so  sind  dieselben  lediglich  von  der 
Stufenzahl  9,  nicht  aber  von  n  abhängig. 

Die  Gleichungen  (1j,  [i]  und  (3),  welche  im  Ganzen 
^iq-h^)  Relationen  repräsentiren,  sind  für  jede  Primzahl  q 
gültig,  dagegen  gilt  die  Gleichung  \4)  nur,  wenn  9  =  3  (mod.  4) 
ist,  und  die  Gleichungen  (4'j  und  (4^)  setzen  g  s  1  (mod.  4) 
voraus.  Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Factoren  i'^ 
den  entsprechenden  f^ gleich  sein  müssen,  da  H^^[m)  =  //«i(w) 
ist;  umgekehrt  wird  man  die  letztere  Beziehung  aus  den  Glei- 
chungen i'jj  =  C'^  folgern  können. 

Auf  ähnlichem  Wege  ergeben  sich  die  Klassenzahlrelationen 
für  quadratische  Nichtreste  n  von  q.  Dieselben  stellen  sich  fol- 
gendermassen  dar: 

Man  nehme  eine  durch  q  (heilbare  Zahl  und  ein  vollständiges 

System  quadratischer  Nichtreste  (mod.  q),  also  im  Ganzen  ^-j— 
Zahlenj  an  und  bezeichne  mit  .9,  diejenigen  unter  diesen  Zahlen, 
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für  welche  5^  —  4  quadratiseher  Restj  mit  s,  diejenigen^  für  welche 
^^  —  4  quadratischer  Nichtrest  von  q  wird;  dann  ist:- 

In  diesen  beiden  Gleiehungen,  welche  im  Ganzen  \{q  -¥  ^)  ver- 
schiedene Relationen  reprdsentiren,  haben  die  Zeichen  H{m\, 
U^j  2  dieselbe  Bedeutung,  wie  oben.    Die  Factoren  A*  sind 

lediglich  von  der  Stufenzahl  9, 'nicht  aber  von  n  abhängige 
Zahlen. 


§  7.    Bemerkmigen  zn  den  Torstehendeii  Belfttionen. 

Die  auf  der  rechten  Seite  der  Klassenzablrelationen  auf- 
tretenden Functionen  sind  oben  als  Entwicklungscoäfficienlen 
gewisser  überall  endlicher  Integrale  der  q^^  Stufe  definirt  wor- 
den. Man  wird  verlangen,  diese  Functionen  yj  [n]  und  x  [^K 
auch  rein  zahlentheoretisch  zu  erklären,  eine  Forderung,  welche 
für  die  1^  Stufe  noch  leicht  zu  befriedigen  ist,  aber  schon  für 
die  .4  4^  Stufe  Schwierigkeiten  darbietet. 

Vergleicht  man  die  für  diese  Stufe  in  der  Sitzung  vom  15. 
December  1 884  mitgetheilten  Relationen  mit  den  hier  gegebe- 
nen allgemeinen  Relationen,  so  springt  sofort  ein  Unterschied 
ins  Auge.  In  den  Formeln  ftir  quadratische  Nichtreste  von  41 
sind  nämlich  dieselben  Functionszeichen  ip^  (n),  tp^  [n]  verwen- 
det, welche  in  den  Formeln  für  quadratische  Reste  von  1 4  auf- 
treten. Diese  Abweichung  findet  in  Folgendem  ihre  Erklärung. 
Für  q  =  M  existiren  drei  Functionen  tp  (n)  und  zwei  Functio- 
nen/(^O?  diese  lassen  sich  jedoch,  wie  selbstverständlich,  auf 
nur  drei  Functionen  ^p^{n),  i//,(n),  Vj  W  zusammenziehen,  in- 
dem man  festsetzt,  dass  für  einen  quadratischen  Nichtrest  n  von 
41,  i/i,(n)  =  0,   'v;,(n)  =  xM)  und  ip,[n)  »  x,  W  sein  soll. 
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Dabei  stellt  sich  denn  heraus,  falls  man  die  genannte  Festsetzung 
zweckmSissig  trifft,  dass  nunmehr  die  drei  Functionep  ^(n)  für 
alle  zu  4 1  theilerfremde  Zahlen  n  in  gleicbmassiger  Weise  zah- 
lentheoretisch definirt  werden  können.  Auch  im  allgemeinen 
Falle  dürften  sich  durch  analoge  Festsetzungen  die  )u  -f- 1/  Func- 
tionen tfj{n),  X  M  Auf  eine  geringere  Zahl  von  Functionen  natur- 
gemäss  zusammenziehen  lassen. 

Es  drängt  sich  nun  fern.er  die  Frage  auf,  in  welcher  Weise 
die  Factoren  A,  t,  k  von  der  Stufenzahl  q  abhangen.  Die  beson- 
deren Falle  9  =5  7  und  9  s  1 1  können  hier  selbstverständlich 
keinen  Anhallspunkt  bieten ;  denn  für  jeden  speciellen  Werth 
von  q  erhalten  jene  Factoren  numerische  Wertbe,  deren  Ab- 
hängigkeit von  der  Stufenzahl  nicht  mehr  zu  erkennen  ist. 
Uebrigens  gewinnt  die  Frage  erst  dann  eine  präcise  Bedeutung, 
falls  die  Integrale  J(c(;|a)  und  J(co|ft]  und  also  die  Functionen 
^(nj  und  xW  in  eindeutiger  Weise  festgelegt  sind"^). 

Endlich  will  ich  hier  noch  eine  andere  Formulirung  der  im 
vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Resultate  erwähnen,  wobei 
ich  mich  jedoch  Kürze  halber  auf  die  Relation  1)  daselbst  be- 
schränke. Der  Inhalt  dieser  Relation  lässt  sich  folgendermassen 
aussprechen : 

Es  bedeute  i\  einen  quadratischen  Rest  von  9,  /wr  welchen 
r^  —  4  quadratischer  Nichtrest  von  q  wird,  und  man  setze 

c[n)  =  (7  +  ^)^H(in  -  X»)  -  20  [n]  , 
SO  stellt  die  Function 

die  Summe  erstreckt  über  alle  positiven  quadratischen  Reste  von 
q,  ein  überall  endliches  IfUegi^al  der  9**'»  Stufe  vor^  welches  die 
Eigenschaft 

J[UUo)]  =  J{(o)  -f-const. 

besitzt,  untei*  U[(ü)  eine  die  Congruenz 

U(ifj)  s  ao)  (mod.  q) 
befriedigende  Substitution  verstanden. 


*j  Vgl.  die  Anmerkung  auf  pag.  i!25. 
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Umgekehrt  ist  die  Relation  1 )  eine  unmittelbare  Folge  die- 
ses Satzes.  Es  bietet  sich  somit  die  Möglichkeit,  die  Klassen- 
zahlrelationen  auf  einem  neuen  und,  wie  es  scheint,  sehr  ein- 
fachen Wege  zu  beweisen.  Beispielsweise  ist  zur  Begründung 
der  Relation  1)  nur  der  Nachweis  erforderlich,  dass  die  vor- 
stehend definirte  Function  J{ai)  für  alle  Werthe  des  Argumentes 
(jj  endlich  ist  und  die  in  der  Gleichung  J{U{(o))  s  «/(cü)  -4-  const. 
ausgesprochene  Eigenschaft  besitzt. 

Königsberg  i.  Pr.,  den  I.Mai  1885. 


Dr.  W.  von  Bechterew,  Untersuchungen  über  die  Schleifen- 
schicht.    Mitgetheilt  von  dem  ord.  Mitglied  Prof.  P.  Flechsig. 

Die  Untersuchung  fötaler  menschlicher  Gehirne  (mittelst 
Zerlegung  in  lückenlose  Querschnittreihen  und  HUmatoxylin- 
färbung  nach  Weigbrt's  Methode)  ergiebt,  dass  die  Schleifen- 
schicht der  Brücke  in  eine  Anzahl  successiv  sich  entwickelnder, 
d.  h.  in  das  Stadium  der  Markscheidenbildung  eintretender 
Pasersysieme  sich  gliedert.  Im  mittleren  Theil  der  BrUcke 
unterscheidet  man  zweckmässig  jederseits  drei  grössere  Abthei- 
langen :  1 )  eine  laterale,  2)  eine  mediale  und  3)  eine  zwischen 
beiden  gelegene  centrale ;  die  letztere  übertrifft  die  ersteren 
beträchtlich  an  Querschnitt  und  wird  deshalb  am  besten  als 
Haupttheil  der  Schleifenschicht  bezeichnet.  Auf  Grund  der 
successiven  Markumhüllung  sowie  der  verschiedenen  Yer- 
knüpfungsweisen  seiner  Elemente  gliedert  sich  der  Haupttheil 
überdies  in  etwa  fünf  Theilsysteme. 

Von  den  genannten  Abtheilungen  wurde  zuerst  markhaltig 
gefunden  die  laterale,  und  zwar  bei  einem  26  cm  langen  Fötus. 
Sie  enthält  Fasern,  welche  von  dem  Ganglion  des  unteren  Vier- 
hUgels  gegen  die  obere  Olive  und  das  Corpus  trapezoideum  ver- 
laufen, welch  letzteres  gleichfalls  bei  dem  26  cm  langen  Fötus 
markhaltig  zu  werden  begann.  Der  in  Rede  stehende  Theil  der 
Schleifenschicht,  den  ich  vlateralea  Schleife  nennen  will,  ist 
offenbar  identisch  mit  der  »unteren«  Schleife  Mbtptbrt's,  Forbl's 
u.  A.  Doch  umfasst  er  nicht  alle  aus  dem  unteren  Vierhügel- 
ganglion gegen  Brücke  und  Oblongata  ziehenden  Fasern,  sondern 
nur  einen  Theil.  Die  von  genanntem  Ganglion  zur  Formatio  re- 
ticularis ziehenden  Faserbündel  (soweit  sie  nicht  dem  Corpus 
trapezoideum  sich  beigesellen)  werden  erst  weit  später  mark- 
haltig (zur  Zeit  bez.  nach  Erlangung  der  völligen  Reife)  und 
stellen  somit  ein  besonderes  System  dar.  Die  Untersuchung  von 
Gehirnen  26 — 30  cm  langer  Fötus  nöthigt  zu  der  Annahme,  dass 
das  untere  Vierhügelganglion  durch  die  laterale  Schleife  (die 

Mftth.-ptayg.  Claase  1885.  16 
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streng  genommen  ganz  allein  die  Bezeichnung  Schleife  verdient] 
mit  der  oberen  Olive  und  dem  Corpus  trapezoideum  (und  hier- 
durch mit  dem  achten  Hirnnerven)  zusammenhängt.  Ein  lieber- 
gang  der  lateralen  Schleife  in  das  verlängerte  und  Rückenmark 
hingegen  ist  -nicht  zu  erweisen.  Zwar  trifft  man  spinal wärts 
von  der  oberen  Olive  ein  ]^chmächtigeS;  an  Querschnitt  kaum 
Y4  der  lateralen  Schleife  messendes  Faserbündel;  welches  sehr 
frühzeitig  (schon  vor  der  lateralen  Schleife}  Markscheiden  zeigt 
und  in  die  Seitenstränge  des  Rückenmarkes  sich  fortsetzt;  indess 
ist  es  unwahrscheinlich  y  dass  dieses  Bündel  und  die  laterale 
Schleife  unmittelbar  zusammenhängen  bez.  gleichsinnig  leiten. 

Bei  ca.  S8 — 30  cm  langen  Fötus  wurden  einzelne  FaserzOge 
des  Haupttheüs  der  Schleifenschicht  markhaltig  gefunden.  Nach 
unten  lassen  sie  sich  bis  in  die  Oliven-Zwischenschicht  und 
von  da  unter  Kreuzung  zu  den  Kernen  der  (BimDACH'schen)  Keil- 
stränge verfolgen.  Ein  Theil  dieser  offenbar  mit  den  Hinter- 
strängen (Grundbündel)  zusammenhängenden  Bündel  (zu  denen 
sich  übrigens  auch  Fasern  aus  dem  fünften  und  neunten  bez.  zehn- 
ten Hirnnerven  zu  gesellen  scheinen)  tritt  noch  im  Bereich  der 
Brücke  in  die  Formatio  reticularis  über  und  zwar  in  die  Gegend 
jener  grauen  Hasse,  die  Verf.  früher  als  Nucleus  reticularis 
tegmenti  pontis  bezeichnet  hat.  Die  übrigen,  in  den  Gross- 
hirnschenkel  weiter  ziehenden  markhaltigen  Fasern  des  Uaupt- 
theils  schlagen  zwei  verschiedene  Richtungen  ein ;  ein  Theil  legt 
sich  der  lateralen  Schleife  an,  gelangt  so  an  die  Aussenseite  der 
Grosshirnschenkelhaube  und  tritt  in  ein  bisher  noch  nicht  be- 
schriebenes Ganglion  ein,  welches  seitlich  der  Vierhügelplatte 
entsprechend  der  Grenze  von  vorderem  und  hinterem  Hügel- 
paar gelegen  ist  und  welches  ich  der  Kürze  halber  Nucleus 
lemnisci  lateralis  nennen  will.  Ein  zweiter  Theil  verliert  sich  in 
die  Formatio  reticularis  nach  aussen  vom  rothen  Kern  der 
Haube.  —  In  das  Grosshim  lassen  sich  bei  30  cm  langen  Fötus 
markhaltige  Schleifenfasern  nicht  verfolgen.  Schon  in  der 
Gegend  des  oberen  Vierhügels  sind  nur  unmittelbar  nach  aussen 
vom  rothen  Kern  einzelne  markhaltige  Schleifenfasern  sichtbar; 
der  in  dieser  Gegend  mehr  dorsal  bez.  lateral  gelegene  Theil 
der  Schleife  (»obere  Schleife«,  Foebl)  ist  noch  völlig  marklos. 

Bei  einem  ca.  33  cm  langen  Fötus  wurden  beträchtlich 
mehr  markhaltige  Fasern  im  Haupttheil  der  Schleifenscbicht  ge- 
funden. Dem  entsprechend  war  auch  die  Olivenzwischenschicht 
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viel  markreicher  und  Hessen  sich  noch  deutlicher  markhaltige 
Zttge  von  da  zu  den  Kernen  der  (BuRDACH'sc^en)  Keilstränge 
verfolgen.  Der  Uebergang  eines  Theils  der  in  dem  unteren 
Drittel  der  Brücke  imHaupttheil  enthaltenen  Fasern  in  diePor- 
matio  reticularis  (Gegend  des  Nudeus  reticularis)  war  wesent- 
lich deutlicher.  Im  oberen  Theil  der  Brücke  zerfällt  der  Haupt* 
theil  jetzt  in  zwei  wohlgesonderte  Abschnitte,  einen  mehr  nach 
aussen  und  ventral  gelegenen  markhaltigen  und  einen  dorsal 
und  nach  innen  gelegenen  marklosen.  Die  markhaltigen  Ele- 
mente des  ersteren  setzen  sich  theils  wie  bei  den  S8 — 30  cm 
langen  Fötus  fort  in  den  Nudeus  lemnisci  later.  etc.,  ein  ande- 
rer Theil  lösst  sich  nach  oben  bis  in  das  Grosshim  verfolgen. 
Die  letzteren  Fasern  dringen  zunächst  in  die  äusseren  Abschnitte 
der  Substantia  nigra  Sömmeringii  ein,  steigen  empor  zu  dem 
äusseren  Rand  des  Luvs'schen  Körpers,  durchsetzen  von  da  aus 
quer  die  innere  Kapsel  und  dringen  so  radiär  in  den  Linsenkem 
ein,  in  dessen  erstem  und  zweitem  Glied  sie  sich  vertheilen, 
ohne  die  Grenze  dieser  Glieder  zu^überschreiten.  In  der  inneren 
Kapsel,  im  Stabkranz  u.  s.  w.  finden  sich  bei  dem  fraglichen 
Fötus  nirgends  markhaltige  Fasern.  Dagegen  ist  die  Mbtnbiit- 
sehe  Gommissur  markhaltig,  deren  Fasern  mit  den  aus  der 
Schleife  kommenden  zusammenzuhängen  scheinen  und  anderer- 
seits in  den  Linsenkem  eindringen. 

Bei  einem  ca.  38cm  langen  Fötus  zeigte  der  Hanpttheil  der 
Schleife  einen  weiteren  mächtigen  Zuwachs  an  markhaltigen 
Fasern.  Die  -vorher  noch  zahlreiche  marklose  Bündel  führende 
Otivenzwischenschicht  erscheint  fast  vollständig  markhaltig; 
und  es  lassen  sich  jetzt  auch  markhaltige  Bündel  aus  derselben 
in  die  Kerne  der  zarten  (GoLL'schen)  Stränge  verfolgen,  so  dass 
offenbar  der  Zuwachs  an  markhaltigen  Fasern  im  Hanpttheil 
der  Schleifenschicht  auf  Rechnung  von  Fasern  aus  den  Kernen 
der  GoLL'schen  Stränge  zu  setzen  ist.  Im  oberen  Theil  der 
Brücke  ist  jetzt  auch  die  innere  dorsale  Abtheilung  des  Haupt- 
theils  markhaltig  (die  »mediale  Schleife«  noch  völlig  marklos). 
In  der  oberen  Vierhügelgegend  ist  auch  der  lateralrdorsale  Ab- 
schnitt der  Schleife  (»obere  S.«)  markhaltig  geworden ;  nach  hin> 
ten  legt  sich  ihm  ein  (bereits  bei  33  cm  langen  Fötus  markhal- 
tiges)  Bündel  an,  welches  vom  unteren  Vierhügelganglion  gegen 
das  Grosshim  zieht  (nicht  identisch  mit  dem  brachium  conjunct. 
posticum,   welches  erst  gegen  die  Zeit  der  Reife  markhaltig 
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wird).  Der  dorsale'Abschnitt  der  Schleife  in  der  oberen  Vier- 
httgelgegend  ()K)bere  $.«)  setzt  sich  in  Verbindung  mit  einzelnen 
Fasern  des  dem  rothen  Kern  benachbarten  Schleifentheils  fort 
gegen  das  Corpus  geniculatum  extemum  und  weiter  an  die  Basis 
des  Sehhügels,  Hier  entzieht  er  sich  dem  weiteren  Nachweis. 
Einzelne  Fasern  scheinen  direct  bis  in  die  innere  Kapsel  vorzu- 
dringen und  hier  an  der  Aussenseite  des  Thalamus  gegen  den 
Stabkranz  emporzusteigen.  Bei  45 — 46  cm  langen  Fötus  sind  in 
der  That  schon  zahlreiche  markhaltige  Fasern  im  Linsenkem, 
im  hinteren  Abschnitt  der  inneren  Kapsel  und  im  Stabkranz  der 
Scheitellappen  markhaitig,  welche  man  als  Fortsetzung  der  vor- 
erwiihnten  SchleifenbUndel  ansehen  kann;  indess  bleibt  doch 
fraglich,  ob  sie  nicht  im  Sehhttgel  (und  inneren*  Kniehdcker?) 
zunächst  durch  graue  Massen  unterbrochen  werden. 

Bei  ca.  40cni  langen  Fötus  legt  sich  dem  Haupttbeil  der 
Schleifenschicht  im  unteren  Drittel  der  Brücke  noch  ein  weite- 
res markhaltiges  Bündel  an,  welches  in  die  Grenzregion  von 
Olivenzwischenschicht  und  Nucleus  centralis  (Formatio  reticula- 
ris) übergeht,  dessen  Bedeutung  vorläufig  noch  nicht  klar  gelegt 
werden  konnte  (Fasern  aus  den  »Kernen  der  zarten  Stränge?«). 

Die  mediale  Schleife  wurde  noch  bei  ein  monatlichen  Kin- 
.dern  marklos  gefunden,  wird  also  erst  längere  Zeit  nach  der 
Geburt  markhaltig.  Sie  verläuft  nur  zwischen  Grosshim  und 
Brücke,  geht  also  nicht  in  die  Oblongata  über.  Sie  verliert  sich 
nach  oben  in  der  Gegend  der  Subst.  nigra  bez.  des  Corpus 
mammillore,  defssen  Faserzüge  (Fomix,  Vicq  n^AzYR'sches  Bün- 
del) gleichfalls  erst  sehr  spät  markhaltig  werden. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  in  anatomischer  Hinsicht 
U.A.:  Der  Haupttheil  der  Schleife  enthält  überwiegend  Fasern, 
welche  als  indii*eete  Fortsetzungen  von  Fasern  der  Hinterstränge 
des  Bücken markes  anzusehen  sind.  Die  aus  den  BuRi)ACH*schen 
Keilsträngen  hervorgehenden  Fasern  der  Schleife  enden  in  ge- 
wissen Bezirken  der  Formatio  r^icularis  von  (Oblongata,)  Pens 
und  Vierhügelgegend,  im  Nucleus  lemnisci  lateral,  und  Linsen- 
kern ;  die  von  den  GoLL'schen  Strängen  kommenden  Fasern 
enden  entweder  im  Thalamus  opticus  (bez.  inneren  Kniehöcker?) 
oder  gehen  (nur  theilweise?)  ununterbrochen  durch  die  innere 
Kapsel  in  den  Stabkranz  und  von  da  zur  Binde  der  Scheitel- 
lappen. 


Dr.  Alfred  Fischer,  Studien  über  die  Siebröhren  der  Dico- 
tylenblütier. 

Bei  allen  AngiospermeD^  deren  Siebröhren  genauer  unterr 
sucht  worden  sind,  haben  sich  als  constante  Begleiter  derselben 
jene  schmalen,  mit  dichtem  Protoplasma  erfüllten  Zellen  nach* 
weisen  lassen,  welche  Wiliiblh^)  zuerst  als  verschieden  von 
dem  Cambifbrm  erkannt  und  als  Geleitzellen  bezeichnet  hat. 
Janczewski**)  und  Russow*^*),  welche  in  neuerer  Zeit  ein- 
gehende Studien  über  den  Bau  und  die  Entwicklung  der  Sieb- 
röhren veröflentlicht  haben,  stimmen  darin  überein,  dass  (lie 
Geleitzellen  bei  den  Gymnospermen  regelmässig  fehlen,  bei  den 
Angiospermen  dagegen  immer  vorhanden  sind.  Ich  habe  bei 
allen  den  am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  genannten  Dicotylen 
stets  deutlich  die  Geleitzellen  von  dem  Cambiform  unterscheiden 
können,  nicht  nur  durch  ihr  engeres  Lumen,  sondern  besonders 
durch  ihren  Reichthum  an  feinkörnigem  Protoplasma  und  durch 
ihren  schön  ausgebildeten,  verhältnissmässig  grossen  Zellkern. 

Andere  geformte  Inhaltsbestandtheile  habe  ich  «licht  auf- 
gefunden ;  Stärkekörner  und  Krystalle ,  von  denen  besonders 
die  ersteren  sehr  höußg  im  Cambiform  vorkommen,  wurden 


*)  Beiträge  zur  Kenniniss  des  Siebröhrenapparates  dicotyler  Pflanzen.' 
Leipzig  4880.  pag.  4. 

**)  Etudes  compar^es  sur  les  tubes  cribreux,  M^moires  de .  la  socK^tö 
des  Sciences  naturelles  de  Cherbourg  XXIII.  4883;  ein  sehr  ausführ- 
licher Auszug  dieser  Arbeit  findet  sich  in  den  Annales  des  sciences  na- 
turelles, 6.  Serie,  XIV.    Ich  werde  nur  diese  letzteren  citiren. 

***)  Sur  la  structnre  et  le  d^veloppement  des  tubes  cribreux,  Annales 
des  sciences  naturelles,  6.  Serie,  XIV.  Wörtliche  Uebersetzung  einer  in 
den  Sitzungsberichten  der  Dorpater  Naturforscher-Gesellschaft  488:2  er- 
schienenen Abhandlung.  Meine  Cilate  beziehen  sich  auf  die  französische 
üebersetzung. 
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niemals  unter  normalen  Verhallnissen  in  den  Geleitzellen  beob- 
achtet*). Dieselben  enthalten  aber,  wie  Russow**)  für  Sorbus 
angiebt  und  ich  bei  den  Cucurbitaceen  nicht  selten  gesehen 
habe,  kleinere  oder  grössere  Mengen  jenes  glänzenden,  eiweiss- 
artigen  Schleimes,  welcher  die  bekannten  Schlauchköpfe  in  den 
Siebröhren  bildet.  Seinem  Vorhandensein  ist  nach  Russow  ***) 
die  tiefe  Färbung  zuzuschreiben,  welche  der  Geleitzellinhalt  mit 
Anilinblau  annimmt.  Der  genannte  Forscher  sucht  sogar  wahr- 
scheinlich zu  machen,  dass  dieser  Schleim  durch  die  offenen 
Tüpfel  der  die  Geleitzelle  und  Siebröhre  trennenden  Wand  un- 
behindert aus  der  einen  in  die  andere  übertreten  kann  f) .  Da- 
mit sind  wir  zu  einem  neuen  Merkmale  gelangt,  welches  den 
Gambiformzellen  fehlt,  die  Wandung  zwischen  diesen  und  den 
Siebröhren  besitzt  keine  Tüpfel.  Russow  hat  bei  einer  grösseren 
Anzahl  von  Pflanzen,  ich  nenne  nur  Acer,  Epilobium,  Evony- 
mus,  Hümulus  und  Sorbus,  die  «äusserst  seichten  und  zarten 
Geleitzelltttpfek  beobachtet  ff).  Wilhelm  beschreibt  dieselben 
bei  Vitis,  Cucurbita  und  Lagenariafff). 

Auch  die  Entwicklungsgeschichte  liefert  wichtige  Unter- 
schiede zwischen  den  Geleit-  und  den  Cambiformzelien.  Wäh- 
rend die  letzteren  theiiungsunfähig  gewordenen,  alten  Gam- 
bium-  oder  Procambiumzellen  entsprechen,  welche  hier  und  da 
durch  Querwände  in  kürzere  Glieder  zerfallen,  gelegentlich  auch 
durch  eine  Längstheilung  in  gleichwerthige  Tochterzellen  zer- 
legt worden  sind,  gehen  die  Geleitzellen  und  das  zugehörige 
Siebröhrenglied  stets  gemeinschaftlich  aus  einer  cambialen  Zeile* 
hervor.  .  Gewöhnlich  Iheilt  sich  diese  durch  eine  Längswand  in 
zwei  ungleich  weite,  aber  gleich  lange  Theile,  von  denen  der 
weitere  zum  Siebröhrenglied,  der  andere  zur  Geieitzellinitiale 
wird  §) .    Je  nachdem  die  Theilungswand  in  radialer  oder  tan- 

*)  Man  vergleiche  auch :  Russow,  I.  c.  Annales  des  sciences,  6.  S^rie 
XIV.   pag.  497,   und  meine  Untersuchungen  über  das  Siebröhrensystem 
der  Cucurbitaceen,  pag.  99. 
*♦)  1.  c.  pag.  497. 

***)  Ueber  die  Perforation  der  Zell  wand  und  den  Zusammenbang  der 
Protoplasmakörper  benachbarter  Zellen.  Sitzungsberichte  der  Dorpater 
Naturforscher-Gesellschaft.  4888.  pag.  57 S. 

f)  Russow,  Perforation  der  Zellwand.  pag.  670. 
•H*)  1.  c.    Perforation,  pag.  570. 
H-H  I.  c.  pag.  74.    Taf.  III,  Fig.  26 ;  Taf.  IV,  Fig.  85. 

§)  Gonf.  Janczbwski,  1.  c.  pag.  429  (Aristolochiä  Sipho),  pag.  486 — 487 
(Tilia  parvifolia). 
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gentialer  Richtung  die  canibiale  Zelle  durchsetzt,  ist  auch  die 
Anordnung  der  Geleitzellen  und  SiebrOhren  auf  dem  Querschnitt 
eine  verschiedene.  Diese  Einzelheiten,  welche  fUr  unseren 
Gegenstand  nur  untergeordnetes  Interesse  haben,  den  regel- 
mässigen'Aufbau  der  Siebtheile  aber  wesentlich  bedingen,  wolle 
man  bei  Jangzewski  nachlesen"^).  Gelegentlich  scheidet  das 
junge  Siebröhrenglied  nochmals  eine  Geleitzellinitiale  ab,  dann 
würde  später  der  Querschnitt  uns  das  Bild  einer  Siebröhre  mit 
zwei  Geleitzellen  darbieten.  In  grösserer  Anzähl  treten  sie  nur 
ausnahmsweise  auf  und  niemals  scheinen  die  Initialen  selbst 
durch  Längstheilungen  sich  zu  verdoppeln,  immer  geht  die  Ver- 
mehrung der  Geleitzellen  von  dem  jungen  Siebröhrcngliede  aus. 
Dasselbe  besitzt  in  der  Regel  nur  eine  einzige  Geleitzellinitiale. 
Nach  dem  späteren  Verhalten  derselben  unterscheiden 
Jangzewski  und  Riissow,  deren  Ansicht  ich  mich  anschliesse, 
zwei  Fälle.  In  dem  einen,  zu  welchem  Aesculus,  Physalis,  Pru- 
nus^ Sorbus,  Tecoma  und  Tiiia  zu  rechnen  sind,  bleibt  die  Ge- 
leitzeliinitiale  unverändert,  man  bezeichnet  sie  nun  schlechthin 
als  Geleitzelle.  Dieselbe  ist  zeitlebens  ebenso  lang,  wie  das  zu- 
gehörige Siebröhrenglied.  Der  zweite  Fall,  zu  welchem  nach 
Rdssov  die  Amentaceen,  nach  Wilhblm's  und  meinen  Beobach- 
tungen die  Cucurbitaceen  gehören,  ist  dadurch  gekennzeichnet, 
dass  die  Initiale  durch  Querwände  in  einige  kurze  Glieder  zer- 
filHt  und  eine  Geleitzellreihe  bildet,  deren  Länge  der  des  Sieb- 
röhrengliedes entspricht.  Dieses  Verhalten  hat  uns  dazu  veran- 
lasst, die  Bezeichnung  Geleitzellinitiale  einzuführen. 

Nach  Wilhelm's  Darstellung  scheinen  die  Geleitzcllen  bei  Vitis  in 
der  Regel  auf  andere  Weise  sich  zu  entwickeln,  auch  bei  Lagenaria  scheint 
ein  solches  abweichendes  Veriialten  hier  und  da  vorzukommen.  Wie  aus 
den  Zeichnungen  Wilhelm's  auf  Taf.  II  (Fig.  16,  49  und  30)  und  Taf.  VIH 
(Fig.  102)  zu  ersehen,  sind  die  Geleitzellen  im  secundären  Siebtheil  von 
Vitis  regelmässig,  bei  Lagenaria  ausnahmsweise  kürzer  als  die  zugehö- 
rigen Siebröhrenglieder  and  scheinen  aus  diesen  durch  ubrglasäbniiche 
Wainde  herausgeschnitten.  Bei  den  Cucurbitaceen  dürfte  wohl  eine  solche 
Entstehung  der  Geleitzellen  nur  als  seltener  Ausnahmefall  zu  betrachten 
sein,  wie  Wilbblm  für  seine  Fig.  4  OS  Taf.  VIII  selbst  zugiebt.  Ueber  die 
Verhältnisse  bei  Vitis  stehen  mir  nicht  genügende  eigene  Untersuchungen 
zu  Gebote,  die  Beschreibungen  Wilhelm's  sprechen  aber  mit  Bestimmt- 
heit dafür,  dass  hier  eine  abweichende  Theilungsweise  der  Cdmbiumzellen 
zur  Abscheidung  kleiner,  kurzer  Geleitzellen  führt.     Im  primären  Sieb- 


♦)  I.  c.  pag.  450. 
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theil  scheinen  dieselben  nach  Fig.  13  Taf.  11  bei  Wilhelm  ebenso  laog  za 
sein,  wie  die  Siebröhrenglieder. 

Nachträgliche  Grössen  Veränderungen  und  Verschiebungen 
werden  bei  allen  Pflanzen  Platz  greifen,  so  dass  man  den  Fra- 
gen, ob  die  Geleitzellen  ebenso  lang  oder  kürzer  als  die  Sieb- 
röhrenglieder  sind,  ob  die  Initialen  einfach  bleiben  oder  in  kür- 
zere Tochterzellen  zerfallen,  nicht  allzuviel  Bedeutung  beimessen 
darf.  Wichtiger  und  durch  alle  bisher  untersuchten  Pflanzen 
bestätigt  ist  dagegen  die  Thatsache,  dass  die  Geleitzellen  stets 
Schwesterzellen  der  zugehörigen  Siebröhrenglieder  sind  und 
mit  diesen  inniger  als  mit  den  anderen  benachbarten  Gewebe- 
elementen durch  correspondirende  Tüpfel  in  Verbindung  stehen. 

Schon  aus  diesem  Umstände  lässt  sich  schliessen,  dass  die 
Function  der  Geleitzellen  mit  derjenigen  der  Siebröhren  zusam- 
menhangt. Die  letzteren  betrachtet  man  wohl  allgemein  als  die 
Leitungsbahnen  der  Eiweisssubstanzen ;  andere  Ansichten  habe 
ich  in  meiner  Cucurbitaceenarbeit  aufgeführt,  worauf^  ich  wohl 
hier  verweisen  kann*).  Während  Wilhelm  gar  nicht  über  die 
Function  der  Geleitzellen  sich  ausgesprochen  hat,  möchte  Bus- 
sow  **)  annehmen ,  dass  in  ihnen  die  in  den  Siebröhren  erzeug- 
ten £iweissstofl*e  zeitweilig  aufgespeichert  werden.  Auch 
Haberlandt***)  vertritt  die  Ansicht,  »dass  die  Geleitzellen  in 
einer  noch  unbekannten  Weise  die  Siebröhren  in  ihrer  Function 
unterstützen  a.  In  meiner  Abhandlung  .über  die  Cucurbitaceen 
habe  ich  mich  dahin  ausgesprochen,  dass  die  Geleitzeüen  als  die 
Bildungstätten  der  in  den  Siebröhren  fortgeführten  Eiweisssub- 
stanzen anzusehen  sind.  Neben  der  Inhallsbeschaffenheit  und 
der  Lagerung  der  fraglichen  Elemente  diente  mir  noch  beson- 
ders ihre  überraschende  Aehnlichkeit  mit  den  Uebergangszellen 
als  Stütze  für  meine  Annahme.  Mit  diesem  Namen  belegte  ich 
langgestreckte,  weitlumigc,  mit  feinkörnigem  Protoplasma  und 
grossem  Zellkern  ausgestattete  Zellen,  welche  in  den  feineren 
und  feinsten  Blattnerven  der  Cucurbitaceen  den  unteren  Sieb- 
theil begleiten  und  in  den  blinden  Enden  schliesslich  ganz  allein 


*]  I.e.  pag.  97.    Stehe  auch  Haberlandt,  Physiologische  Pflanzenana- 
tomie  pag.  2i2. 

*♦)  1.  c.  Perforation  etc.  pag.  570. 
***)  Physiologische  Anatomie  pag.  224. 
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bilden.  Auch  diese  Zeilen  glaubte  ich  als  Biiduogsherde  der 
Eiweisssubstanzen  betrachten  zu  sollen. 

Dieselbe  Vermuthung  sprach  auch  A.  Kogh"^)  in  einer 
Arbeit  aus,  weiche  erschien,  als  das  Manuscript  der  nieinigen 
bereits  zum  Druck  abgeschickt  war,  so  dass  ich  nur  in  einer 
nachträglichen  Anmerkung  auf  die  KocH'sche  Abhandlung  kurz 
hinweisen  konnte.  Der  Genannte  hat  seine  Studien  an  Bryonia, 
Cucumis,  Cucurbita,  Ecbaliium  und  einigen  anderen  Pflanzen 
Seemacht  und  bei  allen  den  genannten  Cucurbitaceen  die  von 
mir  als  Uebergangszellen  bezeichneten  Elemente  aufgefunden. 
Er  nennt  sie  peripherische  Zellen  und  beschreibt,  wie  dieselben 
in  den  feinsten  MascheobUndeln  den  aus  sehr  englumigen  Ele- 
menten aufgebauten  Unteren  Siebtheil  umsäumen  und  in  den 
freien  Nervenenden  allein  übrig  bleiben.  Nach  Koch  treten  in 
die  letzten,  im  Inneren  des  Mesophylls  frei  endigenden  Ner- 
venbündel  meist  keine  Siebröhren  mehr  ein,  so  dass  nur  die  zu 
Maschen  zusammenschliessenden  Gefässbttndel  Siebröhren  nebst 
Geleitzellen  enthalten.  Die  letzteren  konnte  Koch  nicht  mehr 
mit  Bestimmtheit  in  dem  unteren  Siebtheiie  der.  feinsten 
Maschenbttndel  unterscheiden;  auch  die  dort  verlaufenden  Sieb- 
röhren scheint  er  nicht  sicher  gesehen  zu  haben**).  Diesen 
Angaben  gegenüber  muss  ich  meine  von  Neuem  wiederholten 
Beobachtungen  hervorheben ,  nach  welchen  auch  in  die  freien 
Nervenenden  sehr  englumige  Siebröhren  eintreten,  um  kurz  vor 
den  TracheYden  zwischen  den  übrig  bleibenden  Uebergangszellen 
blind  zu  enden. 

Diese  beschreibt  Koch  in  voller  Uebereinstimmung  mit 
meinen  Befunden  als  weite,  in  der  Richtung  des  Bündelverlau- 
fes  gestreckte  Zellen  mit  feinkörnigem,  schaumigem  Inhalte,  der 
sowohl  seinem  äusseren  Ansehen  nach,  als  auch  nach  den  Für- 
bungeuy  die  er  auf  Zusatz  von  Jod  oder  von  Zucker  und  Schwe- 
felsäure annimmt,  »dem  oft  beschriebenen  schleimigen  Inhalte 
der  Stengelsiebröhren  ähnlich  zusammengesetzt  zq  sein  scheinta. 
Ferner  hebt  Koch  hervor,  dass  sehr  häufig,  wir  möchten  ver- 
bessern immer,  ein  grosser  Zellkern  in  den  Uebergangszellen 
vorhanden  ist.  Weiterhin  berichtet  Koch,  dass  dieselben  »im 
Sommer  mit  dichtem  Inhalt  erfüllt  sind,  in  schwächlichen  Früh- 

♦)  Ueber  den  Verlauf  und  die  Endigungen   der  Siebröhren   in  den 
Blättern.    Botanische  Zeitung.   4884. 
♦*)  Conf.  Bot.  Zeit.   1884.  pag.  440. 
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jahrsblätlern  dagegen  und  in  verdunkelten  Blättern  nur  wässe- 
rigen, substanzarmen  Saft  umschliessen.  Aus  allen  diesen  That- 
Sachen  sieht  endlich  Koch  den  Schluss,  dass  auch  wahrschein- 
lich in  den  Uebergangszellen,  ebenso  wie  in  den  Siebröhren, 
Ei  Weisssubstanzen  erzeugt  werden.  Auf  einen  Vergleich  mit 
den  Geleitzellen  geht  Koch  nicht  ein.  Seine  Beobachtungen  über 
die  oberen  Siebtheile  der  feineren  und  feinsten  Nervenbttndel 
werden  besser  im  Zusammenhang  mit  unseren  neuen  Unter- 
suchungen besprochen. 

Eine  Frage  von  hoher  Bedeutung  hat  weder  Koch'S;  noch 
meine  Arbeit  gelöst,  wir  haben  beide  den  Geleitzelien  zu  wenig 
Aufmerksamkeit  geschenkt.  Koch  erwähnt  wohl  ausdrücklich*), 
dass  alle  Siebröhren  der  Blätter  noch  Geleitzelien  besitzen  und  mit 
diesen  durch  zahlreiche  Poren  verbunden  sind,  seine  publicirten 
Beobachtungen  dürften  aber  kaum  die  Aufstellung  einer  solchen 
Regel  rechtfertigen.  Im  unteren  Siebtheile  der  feinsten  Maschen- 
bündei  konnte  ja  Koch  die  Geleitzelien  nicht  mehr  sicher  er- 
kennen**). Ich  habe  das  Verhalten  derselben  in  den  feineren 
und  feinsten  Nerven  ganz  vernachlässigt.  Diese  Lücke  auszu- 
füllen^ ist  die  Aufgabe  der  vorliegenden  Abhandlung.  Sie  hat 
die  Frage  zu  beantworten,  ob  die  Geleitzelien  in  demselben 
Masse  sich  verkleinem,  wie  die  Siebröhren  der  suocessiven 
Nervenzweige,  ob  das  Grössenverhältniss  zwischen  beiden  das- 
selbe bleibt,  wie  im  Stamm  und  Blattstiel.  Sollte  es  gelingen 
nachzuweisen,  dass  die  Geleitzelien  in  den  feineren  Nerven  zu 
Uebergangszellen  sich  erweitern,  dann  würden  sich  auch  neue 
Wahrscheinlichkeitsgründe  für  unsere  Ansicht  über  die  Bil- 
dungsstätten der  Eiweisssubstanzen  ergeben. 

Meine  Untersuchungen  habe  ich  an  62  verschiedenen  Dico- 
tylen  aus  47  Familien  ausgeführt;  milchende  Pflanzen,  deren 
Siebröhrensystem  ich  in  einer  neuen  Arbeit  zu  behandeln  ge- 
denke, wurden  nicht  berücksichtigt.  Bei  allen  den  am  Schlüsse 
genannten  Formen  habe  ich  zunächst  die  Zusammensetzung  des 
Siebtheiies  im  Blattstiel,  wenn  das  Material  es  gestattete,  auch 
desjenigen  im  Stamm,  fernerhin  den  Bündelbau  des  Haupt-  und 
der  stärkeren  Seitennerven  auf  Quer-  und  Längsschnitten  stu- 
dirt.  Hierauf  folgte  dann  die  Untersuchung  der  feineren  und* 
feinsten  Nerven,  welche  zunächst  auf  Querschnitten  durch  die 

*}  No.  4  der  Zusammenrassung. 
**)  l.  c.  pag.  410. 
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Lamina  betrachtet  wurden.  Auf  diese  Weise  überzeugte  ich 
mich  davon,  ob  Uebergangszellen  vorhanden  waren,  ob  die  Ner> 
venbttndel  bis  in  die  letzten  Verzweigungen  bicoliateralen  Bau 
besassen,  ob  zuletzt  nur  noch  tracheale  Elemente  übrig  und  die 
Siebtheiie  vollkommen  geschwunden  waren.  Zur  sicheren  Be- 
antwortung dieser  Frage  sind  aber  unbedingt  Schnitte  parallel 
der  Blattflüche,  Fiächenschnitte,  heranzuziehen.  £rst  an  diesen 
kann  neben  dem  Verlauf  der  feineren  Nerven  das  Vorhandensein 
und  die  Beschaffenheit  der  blinden  Enden  festgestellt  werden. 
Nur  ein  fleissiger  Vergleich  der  durch  Quer-  und  Flächenschnitte 
gewonnenen  Bilder  kann  zu  einer  richtigen  Vorstellung  von  dem 
Schicksal  der  Siebröhren  und  ihrer  Geleitzellen  fuhren. 


I.   Das  Allgremelne  Verhalten  der  Hieb-  und  GefftsstheUe  In  dem 
freien  Nerreneadeiu 

Keineswegs  darf  man,  wie  allgemein  üblich,  annehmen, 
dass  alle  blinden  Nervenenden  eines  Blattes  gleichartig  gebaut 
sind,  dass  aus  einer  einzigen  Beobachtung  ein  Schluss  auf  alle 
anderen  Fälle  zulässig  ist.  Die  verschiedene  Zusammensetzung 
der  freien  Nervenenden  wird  durch  das  Verhalten  der  Siebtheile 
bestimmt,  die  Gefässtheile  sind  immer  bis  zum  Abschluss  des 
Bündels  vorhanden. 

Bei  den^neisten  der  von  mir  untersuchten  Dicotylen,  gleich- 
viel ob  dieselben  collaterale  oder  bicollaterale  Gefässbündel  be- 
sitzen, kommen  regelmässig  zwei  Arten  freier  Nervenendigungen 
vor.  Einmal  kurze,  von  allen  parenchymiosen  Nerven  der  ver- 
schiedensten Ordnung  abzweigende  Aestchen,  welche  gewöhn- 
lich nur  aus  einem  einzigen  Gliede  bestehen  und  zuweilen  nicht 
einmal  die  Länge  einer  Trachei'de  erreichen.  Diese  Nebenenden^ 
wie  ich  sie  nennen  möchte^  werden  wie  alle  parenchymiosen 
Nerven  von  einer  Parenchymscheide  umgeben  und  enthalten 
gewöhnlich  keinen  Siebtheil  mehr,  bestehen  also  nur  aus  Tra- 
cheYden  (Taf.  II.  Fig.  8).  Der  Querschnitt  durch  solche  Bündel- 
chen würde  demnach  das  in  der  Fig.  9  Taf.  11  dargestellte  Bild 
gewähren.  Sehr  deutlich  treten  diese  Nebenenden  in  der  von 
Sachs "^j  gegebenen  Abbildung  der  Nervatur  bei  Anthyilis  vul- 


♦)  Vorlesungen,  pag.  59. 
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neraria  hervor.  Die  andere  Art  der  blinden  Nervenenden  wird 
ebenfalls  durch  die  ciiirie  Figur  veranschaulicht.  Man  sieht, 
dass  von  den  die  engsten  Maschen  umschliessenden  Nerven 
längere  Aeste  abzweigen,  welche  bis  in  die  Mitte  des  vom  Meso- 
phyll erfüllten  Raumes  vordringen  und  hier  blind  endigen. 
Schon  aus  dem  Gesagten  folgt,  dass  die  Uauptenden  gewöhnlich 
aus  mehreren  hinter  einc'inder  liegenden  Gliedern  bestehen,  mit 
deren  Länge  die  der  einzelnen  Gefassbündelelemenle  überein- 
stimmt. Den  Nebenenden  gegenüber  zeichnen  sich  diese  Uaupt- 
enden schon  bei  schwacher  Vergrösserung  dadurch  aus,  dass 
sie  nicht,  wie  die  ersleren,  unverzw^eigt  bleiben,  sondern  sich 
meistens  in  einenBüschel  kurzer  divergirenderAestchen,  welche 
dann  blind  endigen,  auflösen.  Die  Frage,  ob  die  liaupt enden 
noch  einen  Siebtheil  enthalten  oder  nicht,  müssen  wir  für  die 
Pflanzen  mit  collateralcn  und  diejenigen  mit  bicollateralen  Ge- 
fässbündeln  gesondert  behandeln. 

Bei  zahlreichen  collateralcn  Dicotyl'en  führen  die  Uaupt- 
enden an  ihrer  Basis  noch  einen  Siebtheil^  welcher  nach  auf- 
wärts nach  und  nach  aufhört,  so  dass  das  letzte  oder  einige  der 
letzten  Glieder  nur  noch  aus  traohealen  Elementen  bestehen. 
In  die  kurzen  blinden  Aeste,  welche  gewöhnlich  in  der  Mitte 
der  Masche  von  dem  llauptende  ausstrahlen,  treten  Sieblheile 
meist  nicht  ein.  Als  Beispiele  für  dies  Verhalten  führen  wir  an: 
Evonymus,  Fraxinus,  Ribes,  Rumex  und  viele  andere.  Ihnen 
steht  eine  Minderzahl  anderer  collateraler  Dicotylen  gegenüber, 
deren  Uauptenden  auch  in  ihren  letzten  Verzweigungen  bis  mit 
zum  letzten  Gliede  einen  Siebtheil  enthalten.  Hierher  gehören: 
Cerinthe,  Lycopsis,  Dahlia,  Saxifraga.  Ich  le^e  auf  die  Unter- 
scheidung dieser  beiden  Gruppen  kein  grosses  Gewicht,  einmal, 
weil  Ausnahmen  sehr  häufig  vorkommen  und  die  Siebtheile  bald 
früher,  bald  erst  mit  den  Trache'iden,  aber  niemals  später  als 
diese  aufhören,  zweitens  besonders  deshalb,  weil  in  beiden  Fäl- 
len jedenfalls  blind  endigende  Siebtheile  vorhanden  sind. 

Wenn  wir  berücksichtigen,  dass  bei  allen  untersuchten  bi- 
collateralen Dicotylen  Siebtheile  in  den  Hauptenden  nachge- 
wiesen werden  konnten,  so  ergiebt  sich,  dass  unter  68  ver- 
schiedenen Dicotylen  nur  fünf  sich  fanden  ,  bei  denen  aller 
Wahrscheinlichkeit  nach  keine  freien  Siebtheilenden  mitten  im 
Mesophyll  vorhanden  sind.    Diese  Ausnahme  wurde  bei  Aristo- 
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lochia,  Fagus,  Juglans,  Quercus'^)  und  Buxus  festgestellt.  Auf 
letztere  Pflanze  werde  ich  bei  der  Besprechung  von  Arrschoug^s 
Blattanatomie  zurückkommen ;  die  anderen  vier  zeichnen  sich 
durch  eine  sehr  engmaschige  Nervatur  aus,  welche  nur  in 
Nebenenden  ausläuft.  Die  feinen  Bündel,  welche  bei  anderen 
Dicotylen  die  Hauptenden  bilden,  schliessen  hier  noch  zu 
Maschen  zusammen. 

Die  Pflanzen  mit  bicollateralen  Gefässbündeln  zerfallen  in 
zwei  Gruppen,  welche  beide  darin  übereinstimmen,  dass  die 
unteren  Siebtheile  in  den  Hauptenden  blind  auslaufen,  welche 
sich  aber  durch  das  Verhalten  der  oberen  Siebtheile  gegenüber- 
stehen. In  dem  einen  Falle,  zu  welchem  nur  die  Cucurbitaceen 
gehören,  sind  nicht  nur  die  feinsten  Maschenbündel  noch  bicol- 
lateral  gebaut  (Taf.  I  Fig.  7  und  9),  sondern  auch  die  Haupt- 
enden, lieber  ihre  oberen  Siebtheile  werden  wir  im  nächsten 
Abschnitte  zu  sprechen  haben.  Alle  anderen  bicollateralen  Di- 
cotylen, welche  ich  untersucht  habe,  folgen  der  von  Koch  für 
Gentiana  lutea  und  Asciepias  Gomuti  aufgestellten  Regel '^'*), 
nach  welcher  nur  die  von  farblosem  Nervenparenchym  umgebe- 
nen Gefössbündel  bicollateralen  Bau  besitzen,  alle  anderen  da- 
gegen, welche  als  zartere  Nerven  das  Mesophyll  durchziehen, 
dem  collateralen  Typus  angehören.  Demzufolge  haben  alle 
Hauptenden  nur  einen  (unteren)  Siebtheil,  welcher  sich  so 
wie  bei  den  collateralen.  Dicotylen  verhält.  Im  Einzelnen 
erleidet  die  Kocn'sche  Regel,  wie  zu  erwarten,  mancherlei  Aus- 
nahmen :  bald  ist  nur  der  Hauptnerv  bicollateral,  alle  anderen 
Nervenbündel  dagegen  sind  collateral-  gebaut  (Cestrum,  Lope* 
zia),  bald  erhält  sich  der  obere  Siebtheil  bis  in  die  Seitennerven 
vierter  Ordnung,  welche  nicht  mehr  von  farblosem  Parenchym, 
sondern  von  grünem  Gewebe  umgeben  werden  (Lythruni,  No- 
lana,  Oenothera,  Physalis,  Taf.  I,  Fig.  19).  Bei  anderen  Soia- 
neen  dagegen  (Nicotiana)  wird  die  Kocii'scbe  Regel  ungefähr 
eingehalten.  Ausnahmslos  gilt  aber  für  alle  bicollateralen  Dico- 
tylen der  zweiten  Gruppe,  dass  die  feinsten  Maschen  und  alle 
Hauptenden  collateral  gebaute  Gefässbündel  enthalten  (Taf.  1 
Fig.  20  und  24). 


*)  Für  Quercus  vergleiche  auch  A.  Frank  :  Ein  Beitrag  zur  Kenntniss 
der  Geßissbündel ;  Botanische  Zeitung  4864.  pag.  399—400. 
**)  1.  c.  Bot.  Zeitung  4884.  pag.  423. 
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Schon  vor  einigen  Jahren  hat  Habbrlandt*)  einen  solchen 
Wechsel  im  Bau  der  Nervenbündel  bei  den  Farnen  geschilderl, 
bei  welchen  die  concentrischen  Gefässbündel  allmählich  in  der 
Lamina  in  col laterale  mit  bekannter  Orientirung  des  Sieb--  und 
Gefässthefles  übergehen.  In  demselben  Sinne  veränäem  sich 
auch  bei  Hippuris  die  von  dem  concentrisch  gebauten  Mittel- 
nerven  abzweigenden  Bündel.  Auch  bei  dieser  Pflanze  besteben 
die  zahlreichen  blinden  Nervenenden  (Hauptenden)  aus  einem 
Gefässtheil  und  einem  unter  ihm  liegenden  Siebtheil,  welcher 
gewöhnlich  erst  mit  den  ersteren  aufhört.  Nebenenden  scheinen 
zu  fehlen. 

Obgleich  bei  den  meisten  Dicotylen  der  Gegensatz  zwischen 
den  beiden  Formen  der  Nervenenden  scharf  hervortritt,  so  giebt 
es  doch  auch  viele  andere,  bei  denen  die  Unterschiede  durch 
Uebergänge  verwischt  sind.  Es  kommt  hier  und  da  vor,  dass 
in  ein  kurzes  Nebenende  ein  mehr  oder  weniger  vollständiger 
Siebtheil  eintritt,  dass  ein  solcher  bald  früher,  bald  später  als 
die  oben  aufgestellten  Regeln  es  erwarten  lassen,  in  den  Haupt- 
enden aufhört.  Diese  bleiben  nicht  selten,  anstatt  sich  in  einen 
Büschel  kurzer  Endäste  aufzulösen,  einfach.  Wie  auch  immer 
im  Einzelnen  die  Verhältnisse  sich  gestalten  mögen,  Hauptenden 
und  Nebenenden  sind  immer  vorhanden  .und  bezeichnen  mit 
ihren  oben  geschilderten  Structuren  die  Grenzen,  zwischen 
welchen  die  Abweichungen  sich  bewegen  können. 


IL  üeber  die  Siebröhren  und  Oeleltiellen  in  den  BlattaierTen  Ten 
.    Cnenrbita  und  Eeballiam. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  in  die  grösseren  blinden 
Nervenenden,  in  die  Hauptenden,  regelmässig  Siebtheile  ein- 
treten, um  hier  eher  oder  später  zu  erlöschen,  haben  wir  jetzt  eine 
genauere  anatomische  Analyse  derselben  vorzunehmen.  Unser 
Hauptaugenmerk  richtet  sich  auf  das  Verhalten  der  Siebröhren 
und  ihrer  Geleitzellen.  Es  könnte  ja  sehr  wohl  möglich  sein,  dass 
der  aus  englumigen  Elementen  aufgebaute  Siebtheil  der  Haupt- 
enden keine  Siebröhren  mehr  enthielte  und  nur  noch  aus  lang- 
gestreckten Zellen  bestünde.  Andererseits  könnte  aber  auch  der 


*)  Haberlandt,  lieber  collaterale  GefössbüDdel  im  Laube  der  Farne. 
Sitzungsber.  d.  Wiener  Acad.  84.  Bd.  4884. 
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Fall  vorliegen,  dass  die  Siebröhren  der  feinsten  Nerven  so  sehr 
verkleinert  und  von  dem  Aussehen  der  im  Siengel  verlaufenden 
so  sehr  abgewichen  wären,  dass  eine  Identificirung  beider  un* 
berechtigt  erscheinen  mttsste.  Auch  die  Geleitzeilen  könnten 
sich  derart  verändert  haben,  dass  sie  von  cambiformartigen  Be- 
standtheilen  nicht  mehr  su  unterscheiden  wären. 

Alle  diese  Schwierigkeiten  werden  wir  am  Sichersten  ttber- 
winden,  wenn  wir  die  Veränderungen ,  welche  die  Siebtheile 
der  Gef^ssbttndel  auf  ihrem  Wege  durch  alle  die  successiven 
Nervenzweige  bis  zu  den  Hauptenden  erleiden,  Schritt  fttr 
Schritt  verfolgen.  Es  dttrfte  sich  empfehlen,  eine  einzelne,  be- 
sonders günstige  Pflanze  als  Betspiel  zu  beschreiben  und  dann 
eine  allgemeine  Uebersicht  über  die  anderen  untersuchten  Blät- 
ter folgen  zu  lassen.  Ich  wähle  Cucurbita,  nicht  etwa  weil  hier 
allein,  die  Verhältnisse  klar  zu  überschauen  sind,  sondern  um 
gleichzeitig  einen  Nachtrag  zu  meinen  Untersuchungen  über  das 
Siebröhrensystem  der  Cucurbitaceen  geben  zu  können. 

Die  folgende  Tabelle  und  die  Figuren  4  —  8  Taf.  I,  welche 
die  den  Messungen  zu  Grunde  liegenden  Querschnitte  wieder- 
geben, veranschaulichen  das  Verhalten  der  Siebröhren  und 
ihrer  Geleitzellen  in  den  unteren  Siebtheilen ;  die  oberen,  welche 
mancherlei  Besonderheiten  zeigen,  sollen  am  Schlüsse  dieses 
Abschnittes  besprochen  werden.  Zu  der  Tabelle  habe  ich  noch 
folgende  Bemerkungen  zu  machen.  Neben  der  Verzweigungs- 
ordnung, welche  keineswegs  immer  filr  die  Stärke  der  Nerven 
bezeichnend  ist,  habe  ich  noch  den  Durchmesser  derselben 
senkrecht  zur  Blatifläche  angegeben.  Derselbe  wurde  bei  den 
stärkeren,  als  mehr  oder  minder  kräftige  Rippen  vorspringen- 
den Nerven  von  Epidermis  zu  Epidermis  gemessen;  der  Umfang 
der  feineren  und  feinsten  Gefässbündel,  welche  von  der  Palli- 
sadenschicht  bedeckt  werden,  ergiebt  sich  aus  den  Figuren  6  bis 
8  Taf.  I.  Die  Zahlen  der  dritten  und  vierten  Längsreihe  sind 
Durchschnittswerthe  aus  zehn,  bei  den  feineren  Nerven  aus  fünf 
Messungen,  die  Querschnitte  der  Siebröbren  und  Geleitzellen 
wurden  als  Rechtecke  betrachtet.  Es  wird  vielleicht  Anstoss 
erregen,  dass  die  Volumenänderungen  der  fraglichen  Gewebe- 
elemente nur  ans  ihren  verschiedenen  Querschhittsgrössen  be- 
stimmt und  ihre  Längendurchmesser  gar  nicht  berücksichtigt 
wurden.  Die  Berechtigung  zu  einem  solchen  einfacheren  Ver- 
fahren liegt  darin,  dass  in  den  feineren  und  feinsten  und  in 
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allen  mittelstarken  Nerven  die  Siebröhrenglieder  und  ihre  Geleil- 
zellen gleichlang,  Volumen  Verschiedenheiten  also  nur  durch  die 
verschiedene  Weite  beider  bedingt  sind,  dass  in  den  stärksten 
Blattrippen  die  Verhältnisse  des  Stengels  sich  wiederholen ,  in 
welchem  die  aus  kurzen  Elementen  aufgebauten  Geleitzell reihen 
ja  auch  ungefähr  die  Länge  der  zugehörigen  Siebröhrenglieder 
erreichen.  Endlich  mag  erwähnt  werden,  dass  alle  in  der 
Tabelle  aufgeführten  Zahlen  und  Zeichnungen  auf  Präparate  aus 
einem  und  demselben  Blatte  sich  beziehen. 
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1 
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40 

24 

^7 

0,4 

0,5 

IV  (Fig.  4) 

0,3 

15 

11 

<,^ 

0,04 

0,2 

V  (Fig.  5) 

0,2 

8 

14 

0,7 

0,02 

0,2 
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— 

4 

76 

0,05 

0,01 
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— 

7 

88 

0,08 
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Lassen  wir  zunächst  die  feineren  Nerven,  welche  farbloses 
Parenehym  nicht  mehr  enthalten  und  nicht  mehr  als  vorsprin- 
gende Rippen  sichtbar  sind ,  unberücksichtigt  und  betrachten 
nur  die  für  die  Nerven  I — IV  gegebenen  Zahlen.  Aus  diesen 
und  den  Figuren  4 — 4  Taf.  I  folgt  die  für  die  weitere  Betrach- 
tung ausserordentlich  wichtige  Regel,  dass  mit  dem  Durchmesser 
der  Nerven  und  der  Stärke  ihrer  Gefässbündel  die  Weite  der 
Siebröhren  schneller  als  die  der  Geleitzelle  abnimmt.  So  kommt 
es ,  dass  die  Querschnittsgrösse  der  ersteren  immer  mehr  sich 
der  der  letzteren  nähert ,  so  dass  schon  in  den  Nerven  vierter 
Ordnung  ungefähr  l.umengleichheit  erreicht  wird.  In  den 
stärksten  Blattrippen  haben  die  Siebrdhren  eine  8,5  mal,  in  den 
Nerven  IV  nur  noch  eine  4, 4 mal  so  grosse  Querschnittsfläche 
wie  die  zugehörigen  Geleitzellen.  Diese  haben  sich  auf  Y^,  jene 
auf  ^25  iJii*er  ursprünglichen  Weite  verengert. 

Bei  der  Betrachtung  der  Figur  4  Taf.  I  werden  sich  viel- 
leicht Zweifel  darüber  erheben ,  ob  die  durch  dunkle  Umrisse 
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ausgezeichneten  leeren  Maschen  (st) ,  welche  wir  als  Quer- 
schnitte der  stark  verengten  Siebröhren  gedeutet  haben,  wirk- 
lich solchen  entsprechen.  Auf  Längsschnitten  durch  den  Nerv  HI 
lassen  sich  noch  deutliche  Siebplatten  mit  und  ohne  Gallusauf- 
lagerungen  nachweisen ,  einseitige  Schleimansammlungen ,  so- 
gen. Schlauchköpfe,  finden  sich  hier  ebenso  häufig,  wie  in  den 
weiten  Siebröhren  des  Stengels.  Bei  Nerv  IV  dagegen  gelingt 
es  auch  mit  starken  Systemen  nicht  mehr,  die  bekannte  Structur 
der  Siebplatten  an  den  die  einzelnen  Siebröhrenglieder  trennen- 
den Querwänden  zu  erkennen.  Hieraus  folgt  aber  noch  nicht, 
dass  diese  vollständig  geschlossen  sind,  es  ist  vielmehr  zu  ver- 
muthen  ,  dass  sie  von  ausserordentlich  feinen  Poren  durchsetzt 
werden,  welche  den  von  dünnen  Protoplasmafäden  ausgefüllten 
Canälchen  in  den  Wandungen  anderer  Pflanzenzellen  entspre- 
chen. Es  ist  mir  nicht  möglich  gewesen,  an  den  in  Rede  stehen- 
den Querwänden  solche  feine  Poren  nachzuweisen ,  ich  möchte 
aber  annehmen,  dass  sie  vorhanden  sind. 

Alle  anderen  Eigenschaften  der  engen,  von  uns  als  Sieb- 
röhrenglieder betrachteten  Zellen  sprechen  für  diese  Deutung. 
Sie  besitzen  im  ausgewachsenen  Zustande  niemals  einen  Zell- 
kern und  enthalten  ausser  wässriger  Flüssigkeit  nicht  selten 
grössere  oder  kleinere  Mengen  des  bekannten  Siebröhren- 
schleimes, welcher  bald  einseitige  Ansammlungen  an  den 
scheinbar  geschlossenen  Querwänden  bildet,  bald  die  ganze 
Zelle  prall  erfüllt.  Ein  protoplasmatischer  Wandbeleg  ist  ge- 
wöhnlich nicht  mehr  zu  erkennen  und  höchstens  in  äusserster 
Feinheit  vorhanden.  Die  aus  reiner  Cellulose  bestehende  Mem- 
bran zeichnet  sich  durch  den  für  die  Wandung  der  echten  Sieb- 
röhren charakteristischen  Glanz  aus,  ich  versuchte  denselben  in 
den  Figuren  durch  die  dunklere  Färbung  der  Maschehumrisse 
anzudeuten.  Das  Mitgetheilte  dürfte  hinreichend  beweisen,  dass 
in  den  unteren  Siebtheilen  der  Nerven  4.  Ordnung  noch  Sieb- 
röhren, allerdings  ohne  deutliche  Siebplatten,  regelmässig  vor- 
kommen. Diese  unvollkommenen  Siebröhreny  wie  ich  sie  nennen 
will,  verhalten  sich  zu  den  vollständig  ausgebildeten  ebenso  wie 
die  TracheYden  zu  den  Gefässen.  In  beiden  Fällen  haben  wir 
analoge  Bildungen  vor  uns. 

Die  Geleitzellen  (ge),  welche  durch  ihren  Protoplasmareich- 
thum  sich  leicht  von  dem  inhaltsarmen  Gambiform  [ca)  unterschei- 
den, haben  in  den  Nerven  IV  (Fig.  4)  ungefähr  dieselbe  Weile 
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wie  die  zugehörigen,  unvollkommenen  Siebröhren,  mit  deren 
Gliedern  sie  gemeinschaftlich  aus  einer  Frocambiumzelle  des 
jungen  Nervenbündels  hervorgegangen  sind.  Diese  entwick- 
iungsgeschiohtlicben  Beziehungen  treten  in  den  ausgewachsenen 
Nerven  IV  nicht  mehr  so  deutlich  hervor,  wie  in  den  stärkeren 
Blaltrippen  und  im  Stengel  und  zwar  deshalb,  weil  die  beiden 
schon  anfangs  gleichgrossen  Theile  der  ProcambiumzeUe  wäh- 
rend ihrer  Umbildung  zur  Geleitzelle  oder  zum  Siebröhrengliede 
ungefähr  die  gleiche  Flrweiterung  erfahren  und  deshalb  in  der 
Hegel  ihre  Schwesterzelleunatur  nur  undeutlich  zum  Ausdruck 
kommt.  Wenn  sich  dagegen  ausnahmsweise  schon  in  Nerv  IV 
eine  Geleitzelle  so  ansehnlich  erweitert,  dass  wir  sie  als  Ueber- 
gangzelle  zu  bezeichnen  hütten  (Fig.  4  links  ge)f  dann  erkennt 
man  mit  Bestimmtheit  die  gemeinsame  Abstammung  der  engen 
Siebrühre  und  ihrer  weiten  Geleitzellen  aus  eme^*  procambialeo 
Zelle.  Das  Bild,  welches  sich  uns  darbietet,  ist  das  Gegenstück 
zu  dem  aus  dem  Stengel  und  den  starken  Nerven  bekannten. 
Hier  erscheint  die  schmale  Geleitzelle  gleichsam  aus  der  weiten 
Siebröhre  herausgeschnitten  (Fig.  4  Taf.  1),  dort  scheint  der  um- 
gekehrte Vorgang  staltgefunden  zu  haben  (Fig.  4  links). 

in  den  feineren  Masohenbündeln  (V — VU),  welche  nicht 
mehr  von  (urblosem  Nervenparenchyra,  sondern  von  einer  chloro- 
phyllarmen Parenchymscheide  umgeben  werden  und  im  Meso- 
phyll verlaufen,  nimmt,  wie  aus  unsererTabelle  und  den  Figuren 
5 — 7  Taf.  1  ersichtlich,  die  Weite  der  unvollkommenen  Sieb- 
röhren (si)  immer  noch  mehr  oder  weniger  ab.  Die  Geleitzellen 
dagegen  bleiben  zunächst  auf  ihren  im  Nerv  IV  erreichten 
Dimensionen  iingefähr  stehen  (Fig.  5)  und  erweiteni  sich  in  den 
feinsten  MaschenbUndeln  zu  beträchtlichem  Umfang.  Die  von 
Koch  als  peripherische  Zell^i,  von  mir  als  Uebergangszellen 
bezeichneten  Elemente  sind  eben  weiter  nichts  als  die  erweiter- 
ten Geleitzellen.  Anfangs  werden  nur  einige  von  diesen  in  der 
angegebenen  Weise  verändert  (Fig.  5  und  6) ,  in  den  feinsten 
Maschenbündeln  dagegen  haben  sich  alle  Geleitzellen  zu  Ueber- 
gangszellen erweitert  (Fig.  7j.  Nehmen  wir  die  Grössenverhält- 
nisse  im  Nerv  l  als  Einheit  an,  so  berechnet  sich  das  Lumen  der 
Siebröhren  im  Nerv  Vll  auf  0,02,  das  der  Geleitzellen  auf  4,8. 
Der  Querdurchschnitlsinhalt  der  letzteren  hat  sich  nahezu  ver- 
doppelt, der  der  ersteren  um  das  50fache  verkleinert  (Fig.  4 
und  7). 
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Aus  den  fttr  die  Nerven  V — VII  angegebenen  Werlhen 
möchte  man  vielleicht  folgern,  dass  in  den  letzten  Maschenbtln- 
(leln  wiederum  eine  geringe  Erweiterung  des  Siebröhrenlumens 
eintritt,  ich  möchte  dagegen  die  eine  solche  Regel  andeutenden 
Zahlen  auf  individuelle  Schwankungen  zurückführen.  Diese 
kommen,  wie  zu  erwarten,  nicht  gerade  selten  vor,  können  aber 
die  allgemeine  Giltigkeil  unserer  Resultate  nicht  erschüttern. 
Für  die  Nerven  IV  und  V  wurden  die  Querschnittsflächen  der 
Geleitzellen  ohne  Rücksicht  auf  die  schon  hier  vereinzelt  vor- 
kommenden Uebergangszellen  berechnet.  Hätte  ich  diese  be- 
rücksichtigt, dann  würde  sich  eine  kleinere,  durchschnittliche 
Verengerung  der  Geleitzellen  ergeben  haben.  Die  so  gewonne- 
nen Zahlen  würden  aber  dem  regulären  Verlaufe  des  Vorganges 
nicht  entsprechen,  denn  die  meisten  der  genannten  Zellen  haben 
im  Nerv  V  noch  keine  Erweiterung  erfahren. 

Das  Cambiform  lässt  sich  bei  Cucurbita  auch  noch  in  den 
feinsten  Nerven  deutlich  von  den  Geleitzellen  unterscheiden. 
Gewöhnlich  findet  man  in  den  unteren  Siebtheilen  der  letzten 
Maschenbündel  nur  noch  eine  einzige  Cambiformzelle  (ca),  wel- 
che unter  der  TracheYde  (t)  liegt  und  mit  zwei  erweiterten  Ge- 
leitzellen die  einzige,  sehr  enge  Siebröhre  (si)  umschliesst 
(Pig.  7  Tiif.  I).  Es  kommt  auch  vor,  dass  das  Cambiform  ganz 
fehlt.  Wir  werden  über  dasselbe  bei  der  Retrachtung  der  oberen 
Siebtheile  nochmals  zu  sprechen  haben. 

Die  unvollkommenen  Siebröhren ,  welche  in  allen  feineren 
und  feinsten  Maschenbündeln  sich  vorfinden,  verhalten  sich,  ab- 
gesehen von  ihrem  engeren  Lumen,  genau  so  wie  die  oben  aus- 
führlich geschilderten,  gleichnamigen  Elemente  in  den  Nerven 
vierter  Ordnung.  Alles,  was  wir  dort  für  die  Deutung  des  in 
Fig.  4  wiedergegebenen  Querschnittsbildes  anführten ,  gilt  aus- 
nahmslos auch  für  die  Maschenbündel  V — Vll.  Ebenso  lässt  sich 
aach  für  diese  der  Nachweis  erbringen,  dass  die  Geleitzellen, 
welche  hier  ebenso  lang  wie  die  zugehörigen  Siebröhrenglieder 
sind,  mit  diesen  gemeinschaftlich  aus  einer  Procambiumzelle 
sich  entwickelt  haben.  Der  untere  Siebtheil  der  feinsten 
Masehennerven,  welcher  gewöhnlich  neben  einer  einzigen  Sieb- 
röhre eine  Cambiform-  und  zwei  Geieitzellen  enthält ,  geht  in 
der  Regel  aus  einer  einzigen  Zellreihe  des  jungen  Rlattes  her- 
vor. Die  einzelnen,  langgestreckten  Glieder  derselben  zerfallen 
durch    eine   Horizontal  wand   in    zwei  über  einander  liegende 
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wie  die  z»  v^^^r  Cambiformzelle,  der  unlere 

Gliedern  ^  ^  ,>v^^^5iebröhrengliede  mit  seinen  Ge- 

jungen  f^f'^f'^'/U  iege  auf  die  Feststellung  dieser 

lungs  ^f^'J^€ff(^^^  Beziehungen  besonderes  Gewicht, 

Ner-  '^'V  J'f  V^Ä?^"^^^®'^  Kenntnissen  über  das  Sieb- 

Bl-  ,^'\''i^^'Bm^^^  besonders  auch  der  Farnblätter,  einen 

s  ^^  ,^^^'""  ^^die  PAylogenie  der  Siebröhren  und  ihrer  Geleit- 

^^^^lil^'^^^ycrmö^^Bn.   Die  Ausführung  dieser  Betrachtun- 
'^ii>o '^ ?Vniif  spU^re  Zeit  verschieben. 
^efi  "^^^ [lineti  früheren   Untersuchungen  der  Cucurbitaceen 
^^/  iiief  «och  nicht  zu  den  hier  vorgetragenen  klaren  An- 
^"^     seii  über  das  Verhalten  der  Siebröhren  in  der  Blatt- 
>'^'^'f''   ß/angl,  die  unvollkommenen  Siebröhren  in  den  feineren 
^f""^p  hdhe  ich,   ebenso  wie   Koch,    nicht   sorgfältig    genug 
^^dir^'   Der  Letztere  sagt*),  dass  in  den  von  peripherischen 
7  llen  (üebergangszellen)  umgebenen ,  unteren  Siebtheilen  der 
fglfisien  Maschenbündel  wahrscheinlich  noch  Siebröhren  vor- 
hatiden  sind,  dass  er  dieselben  aber  nicht  mit  Sicherheit  er- 
j^eonen  konnte.    Auch  ihm  sind  also  die  engen,  durch  stark 
£»Iilnzende  Umrisse  ausgezeichneten  Querschnitte   der  unvoll- 
kommenen Siebröhren  entgangen.  Ferner  hat  Koch,  ebenso  wie 
ich,  die  wahre  Natur  der  peripherischen  Zellen  nicht  erkannt; 
dass  sie  erweiterte  Geleitzellen  sind,  dürfte  durch  die  vorlie- 
gende Abhandlung  erwiesen  sein. 

Die  unteren  Siebtheüe  der  Hauptenden  sollen  nach  Koch's**) 
Angaben  in  der  Regel  keine  Siebröhren  mehr  enthalten  und  nur 
noch  aus  peripherischen  Zellen  bestehen.  Ich  habe  bereits  in 
meiner  Cucurbitaceenarbeit  hervorgehoben  und  auch  durch  eine 
Zeichnung  (I.  c.  Fig.  10  Taf.  V)  dargelegt,  dass  in  den  unteren 
Sieblheilen  der  feineren  Nervenbündel ,  wie  ich  dort  in  unge- 
höriger Weise  die  Hauptenden  bezeichnet  habe,  freie  Sieb- 
röhrenenden an  solchen  Stellen  vorhanden  sind,  an  welchen  die 
Uebergangszellen  allein  übrig  bleiben***).  Da  die  letzteren  da- 
mals meine  Aufmerksamkeit  in  erster  Linie  auf  sich  zogen ,  so 
habe  ich  eine  genauere  Untersuchung  der  unvollkommen,  blind 
endigenden  Siebröhren,  welche  ich  richtig  gesehen  und  gedeutet 

*)  Bot.  Zeitung  4  844.  pag.  44  0. 
**)  I.  c.  pag.  448. 
***)  Cucurbitaceen,  pag.  67  Anmerk. ;  Erklärung  der  Fig  40  Taf.  V  auf 
pag.  4  07. 
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habe,  versäumt.  Neue  Beobachtungen  an  Cucurbita  und  Ec- 
baliium  haben  meine  frühere  Darstellung  grössten  Theils  bestä- 
tigt und  in  einigen  Punkten  berichtigt. 

Alle  Hauptenden  der  beiden  genannten  Cucurbitaceen  be- 
sitzen an  der  Basis  noch  einen  vollständigen  unteren  Siebtheil, 
welcher  in  der  Rege!  aus  einer  einzigen  Siebröhre,  einigen,  ge- 
wöhnlich zwei  zu  Uebergangszellen  erweiterten  Geleitzellen  und 
einer  an  den  Gerässtheil  angrenzenden  Cambiformzelle  besteht. 
Dieselbe  Zusammensetzung  beobachtet  man  meistens  auch  an 
den  unteren  Siebtheilen  der  feinsten  Maschenbttndel  (Fig.  7 
Taf.  1),  von  denen  aus  die  unvollkommenen  Siebröhren  mit  ihren 
Geleitzellen  ohne  Dimensionsänderungen  in  die  Hauptenden  ein- 
treten. Nicht  erst  in  diesen,  sondern  schon  in  denjenigen  fei- 
neren Nerven,  welche  in  dem  assimilirenden  Gewebe  verlaufen, 
vollziehen  sich  die  Veränderungen  der  Siebröhren  und  der  Ge- 
leitzellen. 

Der  oben  geschilderte  Bau  des  unteren  Siebtheiles  erhält 
sich  gewöhnlich  bis  mit  zum  vorletzten  Gliede  des  Hauptendes 
oder,  falls  dasselbe  in  einen  Bttschel  eingliedriger  Aeste  sich  auf- 
löst, bis  zu  der  Ansatzstelle  der  letzteren.  Die  unvollkommene 
Siebröhre ,  welche  bis  zuletzt  die  beim  Nerv  IV  beschriebenen 
Eigenschaften  bewahrt,  endet  blind  zwischen  den  allein  übrig 
bleibenden  Uebergangszellen  (Fig.  40  Taf.I  dieser  Abhandlung, 
Fig.  4  0  Taf.  V  meiner  Cucurbitacecnarbeit).  Diese  bilden  allein 
den  unteren  Siebtheil  des  letzten  Gliedes  oder  der  kuraen  Aest- 
chen,  welche  von  dem  llauptende  ausstrahlen.  Gelegentlich 
treten  auch  in  diese  Siebröhren  ein  und  nun  wiederholen  sich 
hier  die  soeben  geschilderten  Verhältnisse.  Auch  die  Cambi- 
formzelle ,  welche  zuweilen  schon  von  Anfang  an  fehlt ,  ist  in 
den  letzten  Gliedern  des  Hauptendes  verschwunden. 

Die  Nebenenden,  welche  bei  allen  collateralen  Dicotylcn  nur 
noch  aus  TracheYden  bestehen ,  besitzen  bei  Cucurbita  und  Ec* 
hallium ,  denen  sich  die  anderen  Cucurbitaceen  jedenfalls  an- 
schliessen,  gewöhnlich  einen  unvollständigen  unteren  Siebtheil. 
In  denselben  treten  Siebröhren  nicht  ein ,  er  besteht  auf  dem 
Querschnitt  aus  einer  einzigen  oder  einigen  wenigen  Ueber- 
gangszellen. Diese  sind  hier  ebenso  wie  in  den  letzten  sieb- 
röhrenfreien  Gliedern  der  Hauptenden  als  Analoga  der  Geleit- 
zellen aufzufassen.  Man  kann  daher  mit  voller  Berechtigung  den 
Satz  aufstellen  ,  dass  in  allen  blinden  Nervenenden  der  Cucur- 
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hilaceenbiäiter  zuleUi  nur  noch  stark  erweiterte  Geleitzellen 
(UebergaogszellüD,  peripherische  Zellen)  den  unteren  Siebtheil 
bilden.  Auch  diese  Thatsache  wird  bei  einer  Betrachtung  über 
die  Phylogenie  des  Siebröhrensystemes  zu  berücksichtigen  sein. 

Die  oberen  Siebtheile.  Nach  Kogh's  und  meinen  eigenen 
Untersuchungen  sind  auch  die  feinsten  Nervenbündel ,  welche 
noch  zu  Maschen  sich  vereinigen,  bicoliateral  gebaut,  ihr  oberer 
Siebtheil  besteht  gewöhnlich  aus  einer  Siebröhre  nebst  Geleit- 
zelle und  aus  Gambiforin.  Auf  das  letztere  entfallen  zwei,  zu- 
weilen auch  nur  eine  Masche  des  Querschnittes  (Fig.  6 — 8). 
Bei  Ecbailium  erweitern  sich ,  wie  Fig.  9  Taf.  1  zeigt,  die  Garn- 
biformzellen  ausserordentlich,  sie  bilden  einige  wenige  Ghloro- 
phyilkörner;  so  dass  man ,  wie  auch  Koch  gethan ,  gewöhnliche 
Mesophyllzelien  vor  sich  zu  haben  glaubt.  Einzelheiten  über  die 
Anordnung  der  grossen  Gambiformzellen  wolle  man  bei  Koch*] 
nachlesen.  Ihre  Entwicklungsgeschichte  habe  ich  nicht  lücken- 
los verfolgt,  es  genügt  aber  schon  ein  Vergleich  unserer  Figuren 
6 — 9,  um  zu  erkennen,  dass  bei  Ecbailium  die  weiten  chloro- 
phyliarmen  Zellen  im  obern  Siebtheile  der  feinsten  Maschen- 
bündel als  Gambiform  aufzufassen  sind.  Die  Siebröhren,  welche 
oberhalb  disr  Trache'iden  verlaufen ,  haben  sich  in  den  feinen 
Nerven  nicht  so  bedeutend  verengert,  wie  diejenigen  in  den 
unteren  Siebtheilen,  und  sind  bis  in  die  letzten  Maschenbündel 
durch  deutliche  Siebplatten  ausgezeichnet.  Auch  die  Geleit- 
zellen haben  sich  nur  wenig  verändert,  ihre  Querschnittsgrösso 
ist  nahezu  derjenigen  der  zugehörigen  Siebröhren  gleich ,  typi- 
sche üebergangszoUen  sind  nicht  entstanden  (Fig.  7 — 9). 

lieber  die  oberen  Siebtheile  derblinden  Enden  spricht  sich 
Koch  nicht  bestimmt  aus,  er  scheint  aber  anzunehmen ,  dass  in 
diese  keine  Siebröhren  eintreten.  Auch  ich  habe  meinen  ersten 
Mittheilungen  über  diesen  Gegenstand  nicht  die  gewünschte 
Klarheit  geben  können ,  da  ich  die  feinsten  Maschenbündel  und 
die  blinden  Enden  nicht  mit  der  gehörigen  Sorgfalt  von  ein- 
ander unterschied.  So  erklärt  es  sich,  dass  ich  für  die  oberen 
Siebtheile  der  Nervenendigungen  bald  Siebröhren  mit  Geleit- 
zellen angab,  bald  nur  noch  langgestreckte,  inhaltsarme  Zellen, 
welche  ich  bald  als  Vertreter  der  Siebröhren  ansah ,  bald  als 
Reste  solcher,  welche  während  der  Formung  des  Blattes  normal 

*)  1.  c.  pap.  440  und  Flg.  < — S,  3  und  7. 
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ausgebildet  und  in  Function  gewesen  waren.  Neue  Unter- 
suchungen haben  zu  dem  Resultate  geführt,  dass  in  allen  Haupt- 
und  Nebenenden  von  Cucurbita  und  £cballium  niemals  Sieb- 
rOhren  im  oberen  Siebtheile  vorkommen.  Derselbe  hört  stets 
erst  mit  den  TracheYden  auf  und  besteht  in  der  Regel  nur  noch 
aus  einer  einzigen,  gelegentlich  auch  aus  zwei  Reihen  lang- 
gestreckter, protoplasmaarmer  und  kernloser  Zellen  (Fig.  ii 
Taf.  1),  welche  etwas  enger  als  die  benachbarten  TracheYden 
und  ebenso  lang  wie  diese  sind.  Andere  Elemente,  welche  man 
mit  den  Geleitzellen  identificiren  könnte,  fehlen  gänzlich. 
Schon  wegen  dieses  Umstandes  können  diese  eigenthtlmlichen 
Zellen  nicht  als  Glieder  unvollkommener  Siebröhren  ,  mit  wel- 
chen sie  ja  sonst  viele  Aehnlichkeit  haben,  gedeutet  werden. 
Gleichwohl  möchte  ich  annehmen ,  dass  die  in  Rede  stehenden 
Elemente  analog  den  Siebröhren  functioniren  und  die  Leitung 
der  eiweissartigen  BauslofTe  während  der  Formung  des  Meso- 
phylles  bewirken.  Nach  vollendeter  Ausbildung  desselben  wird 
ihre  ThSItigkeit  wahrscheinlich  sehr  abgeschwächt,  da  sie  an  der 
Fortleitung  und  Verarbeitung  der  Assimilalionsproducte  sich 
nur  in  untergeordneter  Weise  betheiligen  werden.  Da  mir  ein- 
gehende vergleichende  Beobachtungen  an  jungen  und  alten 
Blättern  aus  neuerer  Zeit  nicht  vorliegen ,  muss  ich  von  einer 
weiteren  Behandlung  dieser  Frage  absehen. 

III.  Yerglelekende  Beobacktangen  über  die  Siebröhreii  nnd  Gelelt- 
zellen in  den  Blattnerven  der  DIeotylen« 

Einige  wenige  der  genauer  untersuchten  Dicotylen  enthalten 
in  allen  blinden  Nervenenden  überhaupt  keine  Siebtheile  mehr. 
Diese  Pflanzen  (Quercus,  Juglans,  Garpinus,  Aristolochia  und 
Buxus) ,  denen  sich  vielleicht  noch  andere  Laubbäume  mit  eng- 
maschiger Nervatur  anschliessen ,  besitzen  demnach  gar  keine 
blinden  Siebröhrenenden  im  Mesophyll.  Ob  solche  in  den  Blatt- 
zähnen ,  überhaupt  im  Blattrande  vorkommen ,  wurde  nicht 
untersucht.  Auch  scheint  mir  dem  Fehlen  freier  Siebröhren- 
enden keine  grosse  Bedeutung  beizumessen  zu  sein,  da  das  viel 
häufigere  Vorkomimen  derselben  die  früher  bevorzugte  Annahme 
einer  ununterbrochenen  Circulationsbahn  für  den  Siebröhren- 
saft als  unrichtig  erscheinen  iässt.  Bei  den  fünf  genannten 
Dicotylen  enthalten  in  der  Regel  die  feinsten  Maschenbündel 
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noch  einen  vollständigen  Siebtheil,  es  kommt  aber  bei  Juglans 
nicht  selten  vor,  dass  auch  diese  schon  ausschliesslich  aus  Tra- 
cherden  bestehen.  Auch  bei  den  uns  vorliegenden  Pflanzen 
nimmt  mit  der  Stärke  der  Nerven  das  Lumen  der  Siebröhren 
schneller  als  das  ihrer  Geleitzellen  ab,  so  das^  in  den  letzten 
Maschenbündeln  beide  ungefähr  gleich  weit  sind  (Fig.  45  Taf.  II). 
Es  kommt  hier  zwar  nicht  zur  Bildung  von  Uebergangszellen, 
immerhin  erreichen  aber  auch  die  Geleitzellen  der  feinsten 
Nerven  im  Vergleich  mit  den  zugehörigen  Siebröhren  ihre 
grösste,  relative  Weite.  Die  letzteren  nehmen  alle  Eigenschaften 
der  im  vorigen  Abschnitte  ausführlich  geschilderten  unvollkom- 
menen Siebröhren  an.  Günstige  Untersuchungsobjecte  bieten 
übrigens,  wie  ich  hervorheben  will,  die  eben  besprochenen 
Pflanzen  nicht  dar;  ohne  Kennlniss  der  Cucurbitaceenblätter 
würde  man  sich  in  dem  engmaschigen  Querschnitte  der  feineren 
Nervenbündel,  besonders  ihrer  Sieblheile,  kaum  zurecht  finden 
können. 

In  den  Blättern  aller  anderen  Dicotylen  kommen  blinde 
Siebröhrenenden  regelmässig  vor,  sie  liegen  in  den  von  uns  als 
Hauptenden  bezeichneten  Ausläufern  der  Nervatur.  Ausser 
diesen  hat  man  noch  Nebenenden  zu  unterscheiden,  weiche  viel 
kürzer  als  die  ersteren  sind  und  bei  allen  collateralen  Dicotylen 
nur  aus  Trachelfden  bestehen.  Bei  den  bicollateralen  werden 
dieselben  gewöhnlich  von  einem  Rest  des  unteren  Siebtheiles  in 
Form  einer  oder  zweier  Uebergangszellen  begleitet,  welche, 
stark  erweitert,  gleichzeitig  mit  den  TracheYden  endigen  (Nico- 
liana  Fig.  10  und  11  Taf.  II,  Physalis  Fig.  21  Taf.  1).  Der  obere 
Siebtheil ,  welcher  bei  Cucurbita  in  allen  blinden  Enden  durch 
Reihen  langgestreckter  und  protoplasmaarmer,  kernloser  Zellen 
vertreten  war,  fehlt  bei  den  anderen  bicollateralen  Pflanzen 
nicht  nur  in  allen  Haupt-  und  Nebenenden,  sondern  auch  schon 
in  den  feinsten  Maschenbündeln.  Während  bei  den  Cucurbi- 
taceen, abgesehen  von  Abnormitäten  (Fig.  13  und  14  Taf.  1} 
immer  Reste  der  beiden  Siebtheile  in  den  Nebenenden  vorkom- 
men, führen  dieselben  bei  den  anderen  bicollateralen  Dicotylen 
nicht  selten  nur  noch  Trachelden  (Nicotiana  Fig.  8  und  9  Taf.  II). 
Solchen  Schwankungen  im  anatomischen  Bau  der  blinden  Nerven- 
enden wird  man  sehr  oft  begegnen;  Uebergangsbiidungen, 
welche  man  ebensowohl  als  Hauptenden  als  auch  als  Nebenenden 
bezeichnen  könnte,  werden  dagegen  selten   vorkommen.    Bei 
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einiger  Erfahrung  gelingt  es  immer  leicht,  diese  beiden  Arten 
der  blinden  Endigungen  von  einander  zu  unterscheiden.  Den 
im  ersten  Abschnitte  angeführten  Merkmalen  fügen  wir  noch 
das  folgende,  ausserordentlich  Charakteristische  hinzu:  die 
Nebenenden  enthalten  niemals  Siebröhren,  die  Hauptenden  stets. 

Hit  Ausnahme  der  Cucurbitaceen  stimmen  alle  anderen 
collateralen  und  bicollateralen  Dicotylen  in  dem  Verhalten  ihrer 
Hauptenden  überein.  Dieselben  sind  stets  collateral  gebaut  und 
enthalten  an  ihrer  Basis  noch  einen  vollständigen,  unleren  Sieb- 
theil, welcher  den  gleichen  anatomischen  Bau,  wie  in  den  fein- 
sten Maschenbündeln  hat,  man  unterscheidet  Siebröhren,  Geleit- 
zeilen und  Cambiform.  Dieses  findet  sich  gewöhnlich  an  der 
Grenze  des  Gefäss-  und  Siebtheiles,  schiebt  sich  aber  auch  nicht 
selten  zwischen  die  andern  Elemente  des  letzteren  ein.  Die 
Figuren  20  und  24  Taf.  I,  2,  5,  13,  46,  22,  26,  30—32  Taf.  H, 
welche  wahrscheinlich  insgesammt  Querschnitte  durch  die  fein- 
sten Maschenbündel  darstellen ,  mögen  zur  Veranschaulichung 
der  folgenden  Darstellungen  dienen.  Die  Hauptenden  bieten  an 
ihrer  Basis  ein  gleiches  Querschniltsbild  dar,  die  Grössenver- 
hältnisse  der  Siebröhren  und  Geleitzellen  sind  in  beiden  Fällen 
die  gleichen.  Diese  Uebereinstimmung  kann  man  natürlich  nur 
durch  sorgfältiges  Studium  von  Längsschnitten  durch  die  Haupl- 
enden  erkennen ,  da  man  an  Querschnitten  niemals  sicher  er- 
mitteln kann,  ob  sie  einem  solchen  oder  einem  feinsten  Maschen- 
bündel angehören.  Ich  verweise  deshalb  auf  die  in  den  Figuren 
15  und  46  Taf.  1,  7,  42  und  29  Taf.  II  abgebildeten  Längsschnitte 
durch  die  Siebtheile  der  Hauptenden.  Querschnitte  durch  die- 
selben haben  vielleicht  auch  einigen  der  oben  citirten  Figuren 
als  Vorlage  gedient,  da  ich  aber  diese  Frage  nicht  sicher  ent- 
scheiden konnte,  so  betrachtete  ich  dieselben  durchwegs  als 
Bilder  querdurchschnittener  feinster  Maschennerven. 

Da  die  Cambiformzellen  oft  dieselbe  Weite  besitzen ,  wie 
die  Geleitzellen,  so  fällt  es  zuweilen  recht  schwer,  auf  dem 
Nervenquerschnitt  beide  zu  unterscheiden,  wenn  in  demselben 
gerade  ihre  Zellkerne  freigelegt  sind.  Hat  man  eine  andere 
Stelle  getroffen,  dann  wird  ein  genaues  Studium  die  Geleitzellen 
durch  ihren  Protoplasmareichthum  meist  von  dem  inhaltsarmen 
Cambiform  unteracheiden  lehren.  Am  besten  kann  man  die 
beiden  Zellenarten  durch  Jodfärbung  erkennen,  die  Geleitzellen, 
welche  immer  kleinere  oder  grössere  Mengen  des  bekannten 
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Siehröhrenschieimes  enthalten,  nehmen  eine  viel  donklere  und 
intensivere  Färbung  an  als  die  Cambiformzeiien.  Zu  der  Er- 
kennung dieser  kann  auch  der  Umstand  beitragen,  dass  sie  bei 
manchen  Pflanzen  kleine  Krystalle  aus  Kalkoxalat  (Physalis, 
Fig.  20  Taf.  1)  oder  Chlorophyllkömer  (Saxifraga,  Fig.  %  Taf.  II) 
enthalten.  In  einigen  Fällen  ist  es  mir  nicht  gelungen ,  das 
Cambiform  von  den  Geleitzellen  zu  unterscheiden,  da  die  letz- 
teren nicht  immer  so  dicht  mit  Protoplasma  erfüllt  sind,  wie 
bei  Cucurbita.  Diese  Bemerkung  bezieht  sich  auf  Cerinthe  und 
Lyeopsis  (Fig.  15  Taf.  II),  Gentiana  und  Menyanthes  (Fig.  33 
Taf.  11),  Nicotiana  (Fig.  24  Taf.  I,  Fig.  7  und  40  Taf.  II),  Runiex 
(Fig.  29  und  30  Taf.  11)  und  Saponaria.  Die  in  Fig.  40  Taf.  il 
abgebildeten,  protoplasmareichen  Zellen  aus  dem  unteren  Sieb- 
theile eines  Nebenendes  von  Nicotiana  möchte  ich  schon  des- 
halb für  erweiterte  Geleitzellen  halten ,  weil  dieselben  bei  den 
anderen  untersuchten  Solancen  (Physalis,  Solanum,  Lyciuni  und 
Nicandra)  deutlich  zu  erkennen  und  von  dem  Cambiform  zu 
unterscheiden  waren.  Aus  diesem  Grunde  wird  man  auch  die 
mit  ge  bezeichneten  Zellen  der  Fig.  7  Taf.  II  als  Geleitzellen  an- 
zusehen haben.  Die  in  Fig.  24  Taf.  I  abgebildeten  weiten  Zellen 
(cg)  werden  wohl  ebenfalls  zum  Theil  als  Geleitzellen  zu  be- 
trachten sein,  wie  Fig.  20  Taf.I  (Physalis)  wahrscheinlich  macht. 
Für  die  genannten  Asperifoliaceen  und  Gentianeen,  sowie  für 
Saponaria  und  Rumex ,  wird  wohl  eine  nochmalige  Untersuch- 
ung, welche  ich  jetzt  nicht  ausführen  kann ,  eine  sichere  Unter- 
scheidung des  Cambiforms  und  der  Geleitzellen  ermöglichen. 
Bei  einigen  andern  Pflanzen  mit  sehr  engmaschigem  Bündel- 
querschnitt kann  man  ebenfalls  die  beiden  Zellenarten  nicht  mit 
Bestimmtheit  nachweisen,  z.  B.  bei  Corylus  (Fig.  44  Taf.  II)  und 
Aesculus.  Die  meisten  der  am  Schlüsse  der  Arbeit  aufgezahlten 
Pflanzen  enthalten  in  den  feinsten  Maschenbündeln  und  den 
Hauptenden  sicher  unterscheidbare  Geleit- und  Cambiformzellen. 
Mit  vollem  Recht  wird  man  aus  diesen  Beobachtungen  den  Ana- 
logieschluss  ziehen  können,  dass  auch  dort,  wo  eine  solche 
Unterscheidung  vorläufig  nicht  möglich  war,  Geleitzellen  und 
neben  ihnen  vielleicht  auch  Cambiformzellen  vorhanden  sind. 
Die  letzteren  fehlen  regelmässig  in  den  feinsten  Nervenbündeln 
mancher  Pflanzen,  z.B.  Evonymus,  Fraxinus.  Niemals  haben 
sich  dagegen  sichere  Anhaltspunkte  dafür  ergeben,  dass  die 
Geleitzellen  früher  als  die  Siebröhren  verschwinden  und  dass 
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diese  alleio  mit  dem  Camhiform  die  Sieblhoile  der  feinsten 
Maschen bttndel  und  llauptenden  zusammensetzen.  Als  beson- 
ders geeignet  zu  einer  Controle  meiner  Mittheilungen  empfehle 
ich  :  Dahlia,  Evonymus  (Fig.  4  und  5  Taf,  II),  Fraxinus  (Fig.  34 
Taf.  II),  Physalis  (Fig.  15,  16  und  %0  Taf.  1),  Ranunculus  (Fig.  2« 
Taf.  II)  und  Syringa. 

Die  für  Cucurbita  aufgestellte  Regel,  dass  mit  dem  Durch- 
messer der  Nervenbündel  auch  der  ihrer  Siebröhren  und  Ge- 
leitzeilen abnimmt,  dass  aber  die  ersteren  viel  schneller  sich 
verengern  als  die  letzteren,  gilt  auch  ausnahmslos  für  alle  ande- 
ren bicollateralen  und  alle  coUateralen  Dicotylen.  Die  engen 
und  durch  dunklere  Umrisse  hervortretenden  Maschen  (si)  in 
den  mehrfach  citirten  Figuren  sind  die  Querschnitte  der  stark 
verengten,  unvollkommenen  Siebröhren,  welche,  wie  bei  Cucur- 
bita, durch  glänzende  Wandungen  und  durch  das  Fehlen  deut- 
licher Siebplatten  ausgezeichnet  sind  (Fig.  14  und  23  Taf.  I, 
Fig.  7,  12  und  29  Taf.  II).  Der  Inhalt  besteht  vorwiegend  aus 
wässriger  Flüssigkeit,  welcher  verschieden  grosse  Mengen  von 
Schleim  beigemengt  sind.  Derselbe  häuft  sich  nicht  selten  in 
Form  von  Schlauchköpfen  an  (Fig.  23  Taf.  I)  und  füllt  manchmal 
die  Glieder  einzelner  Siebröhren  vollständig  aus.  Zellkerne 
wurden  niemals,  Protoplasma  wurde  nur  spurenweise  beob- 
achtet. 

Im  Einklang  mit  der  oben  angeführten  Regel  herrscht  in 
den  feinsten  Maschenbündeln  und  den  Hauptenden  meist  Lumen- 
gleichheit zwischen  den  Siebröhren  und  ihren  Geleitzellen.  Ja 
bei  vielen  Pflanzen  vergrössern  sich  die  letztern  in  den  feinsten 
Nerven  wieder  und  überschreiten  wie  bei  Cucurbita  ihre  im 
Stengel  erreichten  Dimensionen.  Wie  vorauszusehen,  kommen 
alle  erdenklichen  Zwischenstufen  vor,  zwischen  solchen  Dico- 
tylen, bei  denen  die  Geleitzellen  der  zartesten  Blattnerven  un- 
gefähr die  Weite  der  zugehörigen  Siebröhren  besitzen,  und  sol- 
chen, bei  denen  dieselben  Grössenverhältnisse  bestehen,  wie 
bei  Cucurbita.  Auch  individuelle  Schwankungen  sind  in  ein 
und  demselben  Blatte  zu  beobachten,  doch  bewegen  sich  diesel- 
ben innerhalb  enger  Schranken,  so  dass  wenigstens  für  die 
Species  eine  nahezu  constante  Grösse  der  Siebröhren  und  ihrer 
Geleitzellen  sich  ergiebt.  Ob  für  ganze  Gattungen  eine  solche 
Regel  gilt;  kann  ich  aus  meinen  Beobachtungen,  welche  immer 
nur  eine  Species  berücksichtigen,  nicht  ersehen.    Ich  möchte 
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aber  annehmen,  dass  sich  alle  Angehörigen  einer  Gattung  gleich 
verhalten;  kann  ich  doch  sogar  aus  einigen  Erfahrungen  darauf 
schiiessen,  dass  in  ganzen  Familien  die  Geleitzellen  der  letzten 
Nervenzweige  eine  nahezu  constante  Grösse  einhalten.  Neben 
den  Cucurbitaceen,  von  denen  ich  bei  16  Gattungen Uebergangs- 
Zeilen  beobachtet  habe,  nenne  ich  die  Oenothereen  und  die  So- 
laneen.  Von  jenen  habe  ich  3,  von  diesen  5  Gattungen  unter- 
sucht, bei  allen  hatten  sich  die  Geleitzellen  zu  typischen  Ueber- 
gangszellen  (Cucurbita)  erweitert.  Dasselbe  Verhalten  wurde 
bei  folgenden  Pflanzen  festgestellt:  Cestnim,  Comus,  Dahlie, 
Evonymus  (Fig.  5  Taf.  II) ,  Fraxinus  (Fig.  31  Taf.  11),  Plantago 
(Fig.  12  und  13  Taf.  11)  und  Syringa.  Ihnen  stehen  als  anderes 
Extrem  jene  Formen  gegenüber,  bei  denen  die  Geleitzellen  un- 
gefähr das  gleiche  Lumen  wie  die  Siebröhren  besitzen.  Hierher 
würde  Vitis  und  unter  Hinweis  auf  die  frühere  Auseinander- 
setzung Corylus  zu  rechnen  sein.  Die  grosse  Mehrzahl  der 
untersuchten  Dicotylen  steht  zwischen  diesen  beiden  Grenz- 
fällen, so  dass  in  allgemeinster  Fassung  folgender  Satz  ausge- 
sprochen werden  kann :  In  den  feineren  und  feinsten  Nerven- 
bündeln der  Dicotylenblätter  sind  die  Geleitzellen  weiter  als 
ihre  Siebröhren,  in  allen  anderen  Organen  der  Pflanze  findet 
das  Gegen theil  statt;  vom  Blattstiel  aus  lässt  sich  in  den  ver- 
schiedenen, immer  schwächer  werdenden  Nervenzweigen  die 
Umkehr  des  Verhältnisses  Schritt  für  Schritt  verfolgen.  Zur 
Veranschaulichung  und  Begründung  des  Gesagten  sei  auf  die 
Figuren  17—20  Taf .  1  (Physalis),  3—5  Taf.  U  (Evonymus)  und 
1  und  2  Taf.  II  (Saxifraga)  verwiesen. 

Wir  haben  uns  noch  mit  dem  Siebtheii  der  Hauptenden  zu 
beschäftigen  und  zu  zeigen ,  wie  seine  einzelnen  Elemente  auf- 
hören. Bei  einigen  Pflanzen  (Plantago,  Solaneen,  Asperifolia- 
ceen,  Saxifraga)  werden  die  Trache'i'den  bis  zuletzt  von  einem 
vollständigen  Siebtheile  begleitet.  Das  freie  Ende  des  letzten 
Siebröhrengliedes  grenzt  entweder  unmittelbar  an  das  zur 
Parenchymscheide  zusammenschliessende  Mesophyll  (Fig.  16 
Taf.  1,  Fig.  12  Taf.  11)  oder  wird  von  den  noch  vorhandenen 
Cambiform-  und  Geleitzellen  umschlossen  (Fig.  7  Taf.  II).  Das 
Verhalten  dieser  beiden  Zellenarten  brauche  ich  wohl  unter 
Hinweis  auf  die  bereits  citirten  Zeichnungen  und  auf  Fig.  15 
Taf.  I,  sowie  auf  die  Tafelerklärung  nicht  näher  zu  besprechen. 
Bei  anderen  Pflanzen ,  namentlich  bicollateralen ,  hört  die  Sieb- 
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röhre,  wie  bei  Cucurbita,  bereits  im  vorlotzlen  Gliede  des 
Hauptendes  auf,  der  Siebtheil  des  letzten  besieht  dann  nur  noch 
aus  Geleitzellen,  zwischen  welchen  hie  und  da  schwer  davon 
unterscheidbares  Cambiform  vorkommt.  Sehr  häufig  erlischt 
der  ganze  Siebtheil  gleichzeitig  schon  im  vorletzten  oder  dritt- 
letzten Gliede,  so  dass  dann  nur  noch  Trachelfden  übrig  bleiben. 
In  anderen  Füllen  wiederum  schwindet  im  drittletzten  Gliede 
des  Hauptendes  nur  die  Siebröhre,  im  nächsten  schwinden  die 
Geleitzellen,  so  dass  auch  hier  das  letzte  nur  noch  tracbealo 
Elemente  enthält.  Das  Cambiform  fehlt,  wie  schon  erwähnt,  in 
vielen  Hauptenden  von  Anfang  an ,  in  anderen  hört  es  bald 
früher,  bald  später  auf.  Die  vorstehende  Schilderung  bezieht 
sich  auf  unverzweigte  Hauptenden  und  auf  die  längeren  Aest- 
chen  der  verzweigten.  In  die  kürzeren,  welche  mit  den  längeren 
zusammen  den  Abschluss  des  verzweigten  Hauptendes  bilden, 
treten  gewöhnlich  keine  Siebröhren  mehr  ein,  die  kurzen  Aeste 
verhalten  sich  wie  Nebenenden;  sie  bestehen  bald  nur  aus 
TracheYden,  bald  aus  diesen  und  Geleitzellen  (Fig.  6  Taf.  II). 

Ebenso  wie  die  letzteren  in  den  feinsten  Nerven  eine  für 
jede  Species  nahezu  constante  Weile  erreichen,  ebenso  herrscht 
auch  in  Bezug  auf  die  zuletzt  besprochenen  Verhältnisse  eine 
unverkennbare  Regelmässigkeit,  wenngleich  zahlreiche  AI3- 
weichungen  vorkommen.  Deshalb  sehe  ich  auch  von  einer 
weiteren  Aufzählung  einzelner  Beispiele  ab.  Gleichviel  wie  und 
wo  die  Siebröhren  der  Hauptenden  aufhören ,  der  hochwichtige 
Satz,  dass  in  den  Blättern  der  meisten  Dicotylen  blind  endigende 
Siebröhren  in  grosser  Zahl  regelmässig  vorkommen,  wird  immer 
und  immer  wieder  bestätigt. 

Gegenüber  der  gleich  näher  zu  besprechenden  Angabe 
ARBScnouG^s*) ,  dass  bei  Hex  aquifolium,  Tilia  parvifolia  und 
Buxus  sempervirens  isolirte  Siebröhren  von  den  feinen  Nerven- 
bündeln aus  zwischen  die  Zellen  des  Mesophylles  vordringen 
und  hier  blind  endigen ,  ist  besonders  hervorzuheben ,  dass  bei 
allen  untersuchten  Dicotylen  die  Siebröhren  niemals  die  Tra- 
cheYden verlassen  und  entweder  mit  ihnen  oder  noch  früher  auf- 
hören. Auch  bei  den  eben  genannten,  von  Arbschoug  bespro- 
chenen Pflanzen   habe   ich  niemals  eine  Ausnahme  von  dieser 


*)  Jemförande  andcrsdkningar  öfverbladets  anatoini.  Minnesskrift  ut- 
gifven  af  kongl.  fysiografiska  sttllskapet  i  Lund.  1878. 
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Regel  beobachten  können.  Da  die  Angaben  eines  so  geschätzten 
Botanikers,  wie  ARBscnoiiG,  vielleicht  in  weiteren  Kreisen  Zweifel 
an  der  Zuverlässigkeit  meiner  Beobachtungen  aufkommen  lassen 
werden,  so  sehe  ich  mich  genöthigt,  ausführlich  auf  die  Ver- 
hältnisse einzugehen ;  welche  Areschoug  irre  geführt  haben. 
Ueber  seine  Arbeit  konnte  ich  bereits  früher  *),  Dank  der  Freund- 
lichkeit des  Herrn  Dr.  Jönsson  in  Lund,  kurz  referiren.  Die 
Widersprüche,  welche  zwischen  meinen  neuen  Untersuchungen 
und  Areschohg's  Angaben  hervortraten,  veranlassten  mich,  mich 
mit  der  schwedischen  Sprache  vertraut  zu  machen,  so  dass  ich 
mir  eine  genauere  Kenntniss  des  mehrgenannten  Buches  ver- 
schairen  konnte.  Ich  lasse  einige  kritische  Bemerkungen  über 
dasselbe  mit  kleinerem  Druck  folgen ,  beschränke  mich  aber 
selbstverständlich  auf  die  Abschnitte  über  die  blinden  finden 
der  Siebröhren. 

4.  Hex  aquifoUum.  Areschoug  sagt**):  »Die  im  Inneren  der  Maschen 
endenden  Nerven  bestehen  nicht  alle,  wie  Hanstbin  und  de  Bary  aogeben, 
aus  Spirallracheiden,  sondern  einige  von  ihnen,  welche  gar  keine  Trache- 
iden  enthalten,  werden  aus  dünnwandigen,  langgestreckten  Baslzellen  auf- 
gehallt. Die  aus  Bastzellen  bestehenden  Nervenenden  (Taf.  V  Pig.  k)  sind 
viel  schwerer  als  die  anderen  zu  finden  und  treten  erst  deutlich  hervor, 
wenn  das  Präparat  durchsichtig  gemacht  und  mit  Chlorsinkjod  geßirbt 
worden  ist.  Wie  weit  Siebröhren  oder  andere  Elemente  des  Weichhastes 
diese  Nervenenden  begleiten,  habe  ich  nicht  mit  voller  Gewissheit  erkennen 
können.  Bisweilen  haben  solche  Elemente  die  Bastzellen  begleitet,  aber  in 
einem  anderen  Falle  schienen  die  letzteren  völlig  isolirt  zu  sein.  Doch  ist 
es  möglich,  dass  auch  in  diesem  Falle  Weichbastelemente,  allerdiugs  ver- 
deckt von  den  Bastzellen,  zu  finden  gewesen  wären.  Möglicherweise  können 
sie  auch  beim  Anfertigen  des  Präparates  abgescheuert  worden  sein.« 

Die  Nervenenden,  welche  Areschoug  hier  beschreibt,  habe  ich  nicht 
wiederfinden  können,  sie  kommen  gewiss  nur  ausnahmsweise  vor  und  be- 
rühren unsere  Frage  nur  nebenbei.  Ich  möchte  mir  das  sonderbare  Vor- 
kommniss,  vorausgesetzt,  dass  AaRscnotJO  die  Tracheiden  durch  den  Schnitt 
nicht  weggerissen  hat,  durch  die  Annahme  erklären,  dass  das  ganze,  weich- 
bastfreie  Bündelchen  ein  aus  Tracheiden  bestehendes  ersetzt,  dass  anstatt 
der  letzteren  einmal  Sklerenchymfasern  (Bastzellen)  entstanden  sind.  Solche 
tracheidenfreie,  nur  aus  langgestreckten,  dünnwandigen  Zelleh  bestehende 
Bündelenden  können  aber  noch  in  anderer  Weise  zu  Stande  kommen,  wie 
ich  bei  Gentiana  genauer  verfolgt  habe.  Bei  dieser  Pflanze  bestehen  die 
Parenchymscbeiden  der  Nerven  aus  langgestreckten,  chlorophyllarmen 
Zellen,  wie  Fig.  48  Taf.  11  zeigt.  Dieselbe  veranschaulicht  auch  jdas  eigen- 
thümlichc  Verhalten  der  Parenchymscheide  (p),  welche  sich  noch  um  ein 


*)  Cucurbitaceen  pag.  65. 
♦*)  1.  c.  pag.  35  u.  36. 
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Glied  weiter  in  das  Lückenparenchym  fortsetzt,  oachdem  die  Tracheiden  {t) 
und  damit  überliaupt  alle  Oefttssbündelelemente  aufgehört  haben.  Würde 
man  einen  Flüchenschnitt,  welcher  ein  solches  Scheidenende  enthält,  in 
der  von  Aresciioug  angegebenen  Weise  erst  mit  Kali  durchsichtig  machen 
und  nach  Behandlung  mit  Chlorzinkjod  bei  starker  Vergi*üsscrung  zeichnen, 
so  würde  man  ein  dem  von  Areschoug  gegebenen  Bilde  sehr  ähnliches  er- 
balten. Dass  unsere  Fig.  18  Taf.  II  nicht  einen  schiefen  Schnitt  darstellt, 
ersieht  man  aus  den  Figuren  4  7  und  4  9  Taf.  If,  welche  das  Schwinden  der 
Tracheiden  und  die  Erhaltung  der  Parenchymscheide  auch  im  Querschnitt 
zur  Anschauung  bringen. 

Doch  kehren  wir  zu  lle^i  zurück  und  hören  wir  weiter,  was  Areschoug 
über  die  Siebrohren  sagt*) :  »Dagegen  ist  es  mir  nicht  vollständig  gelungen 
zu  entscheiden,  ob  Siebröhren  oder  andere  Weichbastelemente  isolirt  auf- 
treten können,  ohne  von  irgend  welchen  Geßissbündelelementen  begleitet 
zu  sein.  Auf  dem  Tangentialschnitt,  auch  nachdem  derselbe  mit  Kali  durch- 
sichtig gemacht  und  mit  Chlorzinkjod  gefärbt  worden  ist,  habe  ich  sie  (die 
Siebröhren)  immer  in  Gesellschaft  von  Bastzellen  gefunden.  Aber  wenn 
man  den  Tangentialschnitt  durch  Kochen  in  Kalilauge  macerirt,  mit  der 
Präparirnadel  zerzupft  und  dann  mit  Chlorzinkjod  gefärbt  hat,  dann  wird 
man  finden,  dass  hie  und  da  ausserordentlich  schmale,  blaugcf^frbti?  Zellen, 
welche,  nach  ihrem  Inhalte  zu  schliessen  find  abgesehen  von  ihrer  geringen 
DifTerenzlning,  am  meisten  den  Siebröhren  ähneln,  vom  Geßissbündel stamm 
abzweigen  und  in  das  Seh  warn  mparenchym  eindringen,  wie  kurz  auch 
immer  ihre  freien  Enden  sein  mögen.  Ihre  ganze  Stellung  und  die  der  um- 
gebenden Zellen  beweist,  dass  diese  freien  Enden  nicht  durch  die  Präparir- 
nadel  losgeris.sen  und  aus  den  Gefdssbündeln  herausgebogen  worden  sind 
und  dass  somit  auch  Siebröhren  blinde  Enden  bilden  können.« 

Die  Beobachtung  ist  richtig,  die  Deutung  aber  gänzlich  verfehlt.  Alle 
Nervenbündel  werden  bei  Hex  von  einem  ihrem  Durchmesser  entsprechen- 
den Belege  von  Sklerenchymfasern  begleitet,  welche  an  der  Unterseite  des 
Siebtheiles  liegen.  Sie  besitzen  stark  verdickte,  glänzende  and  unverholzte 
Wandungen ,  welche  ein  sehr  enges  Lumen  umschliessen  {$  f  in  Fig.  80 
Taf.  II).  Wie  Fig.  24  Taf.  II  zeigt,  verlassen  hie  und  da  einzelne  dieser 
Sklerenchymfasern  ihre  Nervenbündel  und  dringen  sich  windend  und 
krümmend  in  das  Lückenparenchym  vor,  woselbst  sie  blind  endigen. 
Durch  Kochen  in  Kalilauge  quellen  die  Membramen  dieser  Sklerenchym- 
fasern derartig  auf,  dass  das  vorher  schon  enge  Zelllumen  vollständig  ver- 
schwindet. Setzt  man  nun  Chlorzinkjod  zu,  so  werden  sich  allerdings  diese 
schmalen,  aufgequollenen  Fasern  in  toto  blau  färben.  Ich  zweifle  keinen 
Augenblick  daran,  dass  Areschoug  dieselben  Vorkommnisse  und  keine  an«- 
deren  vor  Augen  gehabt  hat.  Die  von  ihm  beschriebenen  nur  aus  Bast- 
zellen bestehenden  Enden  sind  keinesfalls  mit  den  von  uns  geschilderten 
isolirten  Sklerenchymfasern  zu  identificiren ,  wie  schon  ein  Vergleich  der 
Fig.  4  Taf.  V  bei  Areschoug  mit  unserer  Fig.  24  Taf.  II  beweist.  Um  die  von 
dem  Genannten  entdeckten,  aber  fälschlich  als  Siebröhren  gedeuteten 
Sklerenchyrofasem,  welche  von  den  Nervenbündeln  abzweigend  vereinzelt 
in  das  Mesophyll  vordringen,  aufzufinden,  bedarf  es  gar  keiner  Aufhellung 

*)   1.  c.  pag.  36. 
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und  Färbung  der  Schnitle.  Fertigt  man  dieselben  aus  Alkohol material  an, 
so  erkennt  man  sofort  den  wahren  Sachverhalt. 

Die  unvollkommenen  Siebröhren  der  feineren  Nerven  verhalten  sich 
bei  Hex  so  wie  bei  der  Mehrzahl  der  oben  besprochenen  Pflanzen.  Wie  bei 
diesen  beobachtet  man  blind  auslaufende  Siebrühren  in  den  Hauplendeo. 
Der  Querschnit  durch  ein  solches  würde  ungefähr  das  in  Fig.  20  Taf.  11 
wiedergegebene  Bild  gewähren.  Die  Geleitzellen  (ge),  welche  sich  leicht 
von  dem  Cambiforum  {ca)  unterscheiden  lassen,  sind  ungefährnoch  einmal 
so  weit  als  die  zugehörigen,  unvollkommenen  Siebröhren  (fi;,  die  von  uns 
aufgefundene  Regel  erleidet  also  auch  hier  keine  Ausnahme.  Der  Siebtheil 
der  Hauptenden  hört  immer  früher  auf,  als  der  Gefässtheil,  zuletzt  bleiben 
hier,  wie-  bei  sehr  vielen  anderen  Pflanzen,  nur  noch  Tracheiden  übrig. 
Arescboug  hat  die  unvollkommenen  Siebröhren  gar  nicht  von  den  anderen 
Elementen  seines  Weichbastes  zu  unterscheiden  vermocht,  auch  würden 
jene  nach  Maceration  mit  Kali  überhaupt  nicht  mehr  zu  sehen  gewesen  sein. 

Bei  Olca  europaea*)  hat  Arescboug  ebenfalls  im  Lückenparenchym  lang- 
gestreckte Zellen  aufgefunden,  welche  er  hier  richtig  als  Sklerenchym fasern 
deutet,  aber  nicht  bis  zu  ihrem  Ansatz  an  ein  Nervenbündel  hat  verfolgen 
können.  Arescboug  hebt  ausdrücklich  hervor,  dass  diese  Fasern  sich  eben- 
falls mit  Chlorzinkjod  blau  färben  und  dadurch  die  Erkennung  blinder 
Siebröhrenenden  ausserordentlich  erschweren.  Um  so  unverständlicher 
wird  mir  die  Unbefangenheit,  mit  welcher  Arescboug  bei  Hex  über  diese 
Zweifel  hinweggehl.  Jedenfalls  verhält  sich  Olea  europaea,  welche  ich  nicht 
untersucht  habe,  genau  so  wie  Hex;  wahrscheinlich  werden  sich  noch  viele 
lederartige  Blätter,  deren  Nerven  gewöhnlich  starke  Sklerenchymbelege 
besitzen,  hier  anschliessen. 

2.  7t7ta.  Arescboug  hat  T.  parvifolia  untersucht,  mir  war  nur  T.  pla- 
typhylla  zur  Hand,  eine  Uebereinstimmung  beider  Species  kann  wohl  vor- 
ausgesetzt werden.  Blinde  Enden  findet  man  bei  der  grossblätterigen  Linde 
nicht  sehr  häufig  vor,  die  feinsten  Nerven  bilden  sehr  enge  Maschen,  deren 
Gerdssbündel  in  der  Regel  noch  einen  vollständigen  Siebihetl  enthalten 
(Fig.  26  Taf.  II}.  Nicht  selten  hört  derselbe  und  nach  ihm  auch  der  aus  sehr 
engen  und  schwer  erkennbaren  Tracheiden  zusammengesetzte  Gefösstheil 
auf,  noch  ehe  der  Anschluss  an  ein  anderes  Bündel  erreicht  ist.  Von  dem 
jetzt  als  Hauptende  zu  bezeichnenden  Nervenaste  bleiben  aber  gewöhnlich 
langgestreckte,  inhaltsarme  oder  leere  und  weite  Zellen  übrig,  welche  den- 
selben bis  zum  nächsten  Nerven  fortsetzen  und  sich  hier  an  die  Paren- 
chymscheide  anschliessen  (Fig.  28  Taf.  11).  In  einem  solchen  Falle  kommen 
noch  vollständige  Maschen  zu  Stande,  welche  aber  von  ungleichwerthigen 
Bündeln  begrenzt  werden.  Das  eine  von  ihnen  ist  ein  Hauptende,  welches 
sich  nur  durch  eine  Reihe  der  oben  geschilderten  Zellen  bis  zum  nächsten 
Nerven  fortsetzt.  Uebrigens  kommen  auch  Hauptenden  ohne  diese  Eigen- 
thümlichkeit  vor,  sie  verhalten  sich  dann  so,  wie  bei  den  anderen  Dico- 
tylen.  Ausserdem  beobachtet  man  aber  auch  solche,  welche  sich  nach 
dem  Erlöschen  des  Sieb-  und  Gefösstheiles  noch  eine  Strecke  weit  durch 
die  in  Fig.  28  Taf.  II  abgebildeten  Zellen  fortsetzen ,  ohne  aber  bis  zur 
Vereinigung  mit  einem  anderen  Nerven  zu  gelangen.  Fig.  27  Taf.  II  zeigt 

*)  1.  c.  pag.  46. 
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den  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Nervenbündel,  welches  keine  Siebtheite 
mehr  enthttlt  und  nur  noch  aus  Tracheiden  und  einer  weiten,  dickwandigen 
Zelle  {sf)  besteht.  Die  letztere  entspricht  den  in  Fig.  28  Taf.  II  abgebildeten, 
ebenfalls  mit  «/'bezeichneten  Elementen,  welche  die  Fortsetzung  des  Maschen- 
bündels  bilden.  Jedenfalls  sind  diese  langgestreckten,  inhaltsarmen  und  stets 
kernlosen  Zellen  aus  Procambiumelementen  hervorgegangen.  Man  wird  sie  zu 
den  Sklerenchymfasern  zu  rechnen  haben.  Ihre  bald  mehr,  bald  weniger 
verdickten  und  wahrscheinlich  ttipfelfreien  Wände  sind  bald  verholzt,  bald 
unverändert.  So  zeigte  die  in  Fig.  28  Taf.  II  links  gelegene  Zelle  deutliche 
Verholzung,  während  die  andere,  welche  an  die  Parenchymscheide  eines 
stärkeren  Nerven  sich  anschliesst,  diese  Eigenschaft  nicht  besass.  Mit  dem 
Hinweis,  dass  die  eben  besprochenen  Elemente  grosse  Aehnlichkeit  mit 
jenen  haben,  welche  bei  den  Cucurbitaceen  den  oberen  Siebtheil  der  blin- 
den Enden  allein  noch  bilden  (Fig.  4  4  Taf.  I),  wende  ich  mich  zu  den  An- 
gaben Arbschoüg's.  Derselbe  sagt*) :  »Sie  (die  blinden  Enden)  bestehen 
nicht  allein  aus  Spiral  tracheiden,  sondern  auch  aus  anderen  Geftlssbündel- 
elementen.  Ein  Theil  der  feinsten,  aber  dessenungeachtet  noch  anastomo- 
sirenden  Aeste  scheint  nur  aus  zarten,  schmalen  und  ziemlich  langen  Zellen 
zu  bestehen,  welche  nach  der  Aufhellung  der  Schnitte  (durch  Kali)  mit 
Chlorzinkjod  eine  intensiv  blaue  Farbe  annehmen  und  vermuthlich  eine 
wenig  difTerenzirte  Form  von  Siebröhren  darstellen.  Diese  Zellen  besitzen 
abgerundete  Enden  und  liegen  in  einer  Reihe  so  hinter  einander,  dass  das 
Ende  der  einen  sich  auf  das  der  anderen  hinaufschiebt«  (unsere  Fig.  28 
Taf.  II).  »DieseZellen  unterscheiden  sich  von  den  Bastzellen  der  tracheiden- 
haltigen  Gef^ssbündel  dadurch,  dass  die  Bastzellen  kürzer  und  weiter  sind, 
verdickte  Membranen  haben  und  sich  mit  ihren  zugespitzten  Enden  über 
einander  legen.  Solche  bis  auf  eine  Siebröhren  reihe  reducirte  Bündel 
werden  von  einer  Strangscheide  umgeben.  Ich  habe  auch  blinde  Enden 
solcher  Gefttssbündel  gefunden,  dann  hatten  die  Zellen  sehr  unebene  Mem- 
branen und  ein  bald  weiteres,  bald  engeres  Lumen.  Eine  Strangscheide 
war  dann  nicht  mehr  vorhanden,  sie  grenzten  unmittelbar  an  dasSchwamm- 
parenchym.« 

Obgleich  Arescboüo  Zeichnungen,  welche  am  leichtesten  eine  Orien- 
tirung  ermöglichen  würden,  nicht  giebt,  so  unterliegt  es  doch  keinem 
Zweifel,  dass  die  in  unserer  Fig. 28  Taf.  II  abgebildeten  Zellen  [s  f)  und 
keine  anderen  gemeint  sind.  Da  auch  bei  Tilia  mit  der  Stärke  der  Nerven 
das  Lumen  der  Siebröhren  abnimmt,  so  werden  dieselben  in  den  feinsten 
Maschenbündeln  und  in  den  Uauptenden  nicht  mehr  die  ansehnliche  Weite 
der  in  Fig.  28  Taf.  II  abgebildeten  Zellen  besitzen,  und  wenn  sie  doch  so  weit 
wären,  dann  müssten  sich  jedenfalls  deutliche  Siebplatten  erhalten  haben. 
Die  unvollkommenen  Siebröhren  der  letzten  Nervenbündel  sind  bei  Tilia 
80  beschaffen ,  wie  bei  allen  andern  Dicotylen  (Fig.  26  Taf.  II).  Gegen  die 
AKBSGHOUG'sche  Deutung  der  die  Hauptenden  fortsetzenden  Sklerenchym- 
fasern spricht  auch  noch  der  Umstand ,  dass  niemals  Geleitzellen  in  ihrer 
Gesellschaft  vorkommen.  Näheren  Aufschluss  über  die  Function  der  in 
Rede  stehenden  Elemente  wird  man  nur  von  einem  Studium  jugendlicher 
Blätter  zu  erwarten  haben. 


*)  I.  c.  pag.  56. 
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3.  Buicus  sempervirens.  Arrschoug  bemerkt  Folgendes*}:  »Blinde  Enden 
des  Xylemes  anzutredeo,  ist  mir  bei  dieser  Pflanze  nicht  geglückt.  Dagegen 
sind  freie  Enden  aus  langgestreckten  Weichbastelementen,  welche  trotz 
ihrer  geringen  Diderenzirung  als  Siebröhren  zu  betrachten  sein  dürften, 
keineswegs  selten.  Auf  Tangen tialschnitten ,  welche  durch  Kali  aufgehellt 
und  mit  Chlorzinkjod  gefärbt  wurden ,  findet  man  oft  einzelne  stark  blau 
gefürbte  Siebröhren,  welche  auch  von  stärkeren  Nerven  abzweigen  können 
und  mit  denseJben  wie  andere  Bündelzweige  einen  sehr  spitzen  Winket 
bilden.  Diese  Siebröhren  sind  von  keiner  Strangscheide  umgeben  und 
schlängeln  sich  in  das  Schwammparenchym  hinein.  Dann  und  wann  habe 
ich  gesehen,  wie  die  Spitze  einer  solchen  Siebröhre  quer  von  einer  Schwamm- 
parenchymzelle  begrenzt  wurde,  welche  sich  umgebogen  hatte  und  die 
Spitze  der  Siebröhre  umschloss.« 

Auch  diese  Verhältnisse  werden  ohne  Zeichnungen  geschildert  So 
weit  ist  Areschoüg  beizustimmen ,  dass  Tracheidenenden  bei  Buxas  voll- 
ständig fehlen.  Die  blinden  Nervenenden,  welche  in  grosser  Menge  vor- 
kommen, enthalten  keine  Siebtheile  mehr  und  bestehen  nur  noch  aus  bald 
verholzten ,  bald  un verholzten  Sklerenchymfasern  (Fig.  33  und  25  Taf.  llj, 
welche  hier  die  Function  derTracheiden  übernommen  haben.  Wie  bekannt 
ist  schon  von  verschiedenen  Seiten  darauf  hingewiesen  worden ,  dass  die 
mechanischen  Zellen ,  Schweitdeneii's  Bastzellen ,  in  manchen  Pflanzen  bei 
der  Leitung  des  Wassers  wesentlich  betheiligt  sind.  Bei  Buxus  dürfte  diese 
Vcrmuthung  zur  vollen  Gewissheit  werden.  Tracheale  Elemente  treten 
niemals  in  die  blinden  Nervenenden  ein  und  diese  gerade  hat  man  immer 
als  wichtige  Leitungsbahnen  des  Verdunstungs^assers  gedeutet.  Dasselbe 
muss  bei  Buxus  also  nothwendig  seinen  Weg  durch  Sklerenchymfasern 
nehmen ,  welche  für  die  kleinen  und  lederharten  Blätter  wohl  schwerlich 
eine  specifisch-mechanische  Bedeutung  haben  werden.    . 

Eben  diese  sklerenchymatischen  Elemente  sind  es,  welche  AaBSCBocc 
als  wenig  differenzirte  Siebröhren  aufgeCasst  hat.  Unsere  Fig.  i4  Taf.  11 
stimmt  mit  seiner  Beschreibung  vollkommen  überein,  wir  sehen  die  iso- 
lirlen  Sklerenchymfasern  {s  f),  welche  sich,  ohne  von  Parenchymscheideo 
umgeben  zu  sein ,  zwischen  das  Lückenparenchym  eindrängen.  Auch  von 
stärkeren  Nerven  zweigen  sehr  häufig  solche  einzelne  Fasern  ab.  Auch 
wenn  dieselben,  was  keineswegs  immer  der  Fall  ist,  verholzt  sind,  werden 
sie  sich  doch  nach  Behandlung  mit  Kali  und  Chlorzinkjod  blau  geftlrbt 
haben,  so  dass  auch  diese  Angabe  AaESCHOua's  durchaus  nicht  gegen  unsere 
Deutung  seiner  Beobachtungen  spricht.  Wir  haben  bei  Buxus  dieselben 
Verhältnisse  vor  uns,  welche  wir  für  Hex  geschildert  haben ;  hier  wie  dort 
dringen  einzelne  Sklerenchymfasern  von  den  Nerven  abzweigend  in  das 
Lückenparenchym  vor.  Während  aber  bei  Hex  in  allen  Bündeln  noch 
tracheale  Elemente  vorhanden  sind,  welche  zahlreiche  blinde  Nervenenden 
ganz  allein  bilden  ,  bestehen  diese  bei  Buxus  nur  aus  Sklerenchymfasern, 
welche  mit  der  anatomischen  Lagerung  der  Tracheiden  auch  deren  Func- 
tion übernommen  haben. 

Blinde  Siebröhrenenden  giebt  es,  wie  schon  früher  erwähnt,  bei  Buius 
nicht;  in  den  feinen  und  feinsten  Maschenbündeln  kommen  unvollkommene 

*)  1.  c.  pag,  40. 
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Stebröhren  mit  uogefUhr  gleichweiten  Geieitzellen  regelmässig  vor.     In* 
dieser  Beziehung  folgt  Buxus  der  oft  erwähnten  Regel. 

4.  Bei  anderen  Dicotylcn  behandelt  Areschoug  die  uns  interessirende 
Frage  nicht  mit  derselben  Ausführlichkeit,  wie  bei  den  eben  besprochenen. 
So  bemerkt  er  unter  wiederholter  Hervorhebung  der  Untersuchungsschwie- 
rigkeiten, dass  er  bei  Populus  balsamifera,  Helianthus  tuberosus,  Saxifraga 
sannentosa  und  zahlreichen  anderen  Pflanzen  keine  klare  Einsicht  in  das 
Verbauender  blinden  Enden  erlangen  konnte.  Bei  Plantago  maritima*) 
sollen  dieselben,  wie  bei  Seduro,  vollständig  fehlen.  Für  die  erstere  Gat- 
tung haben  mir  meine  Untersuchungen  an  PI.  msgor  und  ovata  das  ent- 
gegengesetzte Resultat  geliefert,  bei  Sedum  maximum  und  S.  reflexum 
konnte  ich,  wie  nach  de  Bary's*)  Angabe  zu  erwarten  war,  blinde  Enden 
nicht  auffinden. 

Zur  Kritik  der  von  Arbscbodg  vertifTentlichten  Beobachtungen  möchte 
ich  mir  noch  folgende  Bemerkungen  erlauben.  Zunächst  darf  man  nicht 
veiigessen ,  dass  vor  acht  Jahren ,  als  die  Arbeit  zum  grössten  Theile  ent- 
stand, die  als  Weichbast  zusammengefassten  Siebröhren,  Geleit-  und 
Cambiformzellen  noch  nicht  streng  unterschieden  worden  waren,  dass  seit 
jener  Zeit  unsere  Kenntnisse  über  die  Siebröhren  sich  mannigfach  erweitert 
haben.  So  werden  wir  auch  jetzt  ein  ganz  anderes  Bild  der  unvollkomme- 
nen Siebröhren,  welche  in  den  feineren  Blattnerven  vorkommen,  uns  ent- 
werfen können ,  als  Areschoug.  Er  scheint  angenommen  zu  haben ,  dass 
nur  die  Siebplatten  undeutlich  werden,  dass  aber  die  Weite  der  Siebröhren 
nicht  entsprechend  abnimmt.  Wir  legen  aber  gerade  auf  die  Verengerung 
des  Lumens  mit  gleichzeitiger  Reduction  der  Siebplatten  besonderes  Ge- 
wicht. Reduction  bedeutet  hier  aber  nur,  dass  wir  mit  unseren  optischen 
Hilfsmitteln  eine  besondere  Structur  in  den  Querwänden  nicht  mehr  er- 
kennen können  ;  das  Fehlen  einer  solchen ,  welche  die  der  Siebplatten  im 
Kleinen  wiederholt,  soll  damit  keineswegs  behauptet  werden.  Ueber  die 
Beschaffenheit  seiner  reducirten  und  wenig  differenzirten  Siebröhren  und 
über  die  Gründe,  welche  seine  Ansicht  unterstützen,  spricht  sich  Areschoug 
überhaupt  gar  nicht  mit  Bestimmtheit  aus. 

Zu  diesem  einen  Vorwurfe,  welcher  dem  Genannten  nicht  erspart  wer- 
den kann,  gesellen  sich  aber  noch  zwei  andere,  schwerer  wiegende  hinzu. 
Areschoug  hat  nur  Präparate  untersucht,  welche  er  nach  der  Hanstein- 
schen  Methode  aufgehellt  und  dann  mit  Chlorzinkjod  gefärbt  hatte.  Handelt 
es  sich  nur  um  die  Verfolgung  des  Nervenverlaufes,  soweit  derselbe  durch 
die  Tracheiden  angezeigt  wird,  so  leistet  das  erwähnte  Verfahren  treffliche 
Dienste.  Für  das  Studium  der  zarten  und  durch  Reagentien  leicht  zerstör- 
baren Siebtheile  hätte  Areschoug  doch  wohl  eine  weniger  rohe  Methode 
aufsuchen  können.  Ausserdem  unterlässt  er  es  vollständig,  seine  aus- 
schliesslich an  Flilchenschnitten  (Tangentialschnitten)  gewonnenen  Resul- 
tate an  Querschnitten  zu  controliren.  Diese  geben  oft  die  beste  Auskunft 
über  den  anatomischen  Bau  der  feineren  und  feinsten  Nervenbündel  und 
sind  zur  Lösung  der  von  Areschoug  behandelten  Fragen  ebenso  unentbehr- 
lich wiß  die  Flächenscbnitte. 


*)  1.  c.  pag.  78, 
•*)  Vergleichende  Anatomie,  pag.  846. 
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IT.  Bemerkungen  Aber  die  Function  der  SiebrShren,  der  Geleit- 
zellen und  des  Cambiformeg* 

Wie  es  keinem  Zweifel  unterliegt,  dass  jede  mit  lebendem 
Protoplasinu  und  Zellkern  ausgestattete  Zelle ,  welchem  Organ 
der  Pflanze  sie  auch  immer  angehören  möge ,  Eiweiss  erzeugen 
kann,  so  wird  auch  die  Annahme  gerechtfertigt  erscheinen,  dass 
bei  allen  höher  difTerenzirten  Gewächsen  besondere  Bildungs- 
stätten für  eiweissartige  Körper  vorhanden  sind*)  und  dass  vor- 
nehmlich in  den  Blattern  eine  ausgiebige  Erzeugung  solcher 
Stoße  stattfindet  "^"^j.  Hierher  führt  der  Transpirationsslrom 
grosse  Mengen  mineralischer  Substanzen,  hier  liefert  die  assi- 
milatorische Thätigkeit  der  Chlorophyll  halt  igen  Zellen  stickstoff- 
freie ,  organische  Materialien ,  welche  mit  den  aus  dem  Boden 
aufgenommenen  anorganischen  Salzen  jedenfalls  zu  Eiweiss  sich 
vereinigen.  Diesei'  Process  könnte  sich  gleich  in  den  assimili- 
renden  Geweben  vollziehen,  die  erzeugten  Kohlehydrate  könn- 
ten gleich  am  Orte  ihrer  Entstehung  mit  den  zugeführten 
Mineralsubstanzen  zusammentreten.  Dann  müsste  man  hie  und 
da  in  den  Mesophyllzellen  wenn  auch  nur  kleine  Mengen  jenes 
glänzenden  Schleimes  finden,  welcher  in  den  Siebröhren  fortge- 
leitet und  gegenwartig  allgemein  als  Ernahrungseiweiss  ange- 
sehen wird.  Ich  entsinne  mich  nicht,  einem  solchen  Falle  be- 
gegnet zu  sein. 

Ein  viel  gewichtigerer  Einwurf  gegen  die  Voraussetzung, 
dass  in  den  assimilirenden  Zellen  selbst  Eiweiss  erzeugt  werde, 
lasst  sich  aber  aus  der  Anordnung  der  dasselbe  fortleilcnden 
Organe,  der  Siebröhren,  entnehmen.  Diese  verlassen,  wie  be- 
kannt, niemals  die  Nervenbündel  und  dringen  niemals  zwischen 
die  Zellen  des  Lückenparenchymes  und  der  Pallisadenschichl 
ein ,  wie  es  nach  Haberlandt's  Beobachtungen  die  Milchröhren 
thun*^*)«  Man  könnte  allerdings  behaupten,  dass  die  Etweiss- 
stoffe  von  ihren  Bildungsstätten ,  den  grünen  Zellen  aus  bis  an 
die  Siebröhren  vordrangen  und  diesen  durch  die  Geleitzellen, 
welche  gcwissermassen  nur  al^s  Sammelstellen  functionirten, 


*)  Pfepfek,  Physiologie  I,  pag.  345;  Sachs,  Vorlesungen  pag.89a. 
**)  Pfeffek,  Physiologie  I,  pag.  145. 

***)  Zur  physiologischen  Anatomie  der  Milchröhren.   SttzuDgsher.  d. 
Wiener  Akademie.  87.  Bd.  1883. 
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zugeführt  wttrdeD.  Selbst  wenn  man  annehmen  wollte,  dass 
eine  leicht  diosmirende  Modifkation  des  Eiweisses  in  den 
chlorophyllhaltigen  Zellen  entstünde,  so  würde  doch  immer  noch 
zu  bedenken  sein,  dass  die  Assimilationsthätigkeit,  für  deren 
ungestörten  Fortgang,  wie  Uabbrlafidt  mit  Recht  herhorhebl*), 
eine  möglichst  rasche  Ableitung  der  Assimilationsproducte  von 
grossem  Vortheil  ist,  nicht  nur  durch  die  zeitweilige  Anhäufung 
der  Eiweisssubstanzen ,  sondern  schon  durch  ihren  Bildungs- 
process  wesentlich  herabgedrttckt  werden  würde.  Bei  dem 
Stande  unserer  Kenntnisse  lassen  sich  zwingende  Beweise  gegen 
die  Annahme  einer  Eiweisserzeugung  im  Mesophyll  gar  nicht 
beibringen ;  es  muss  dem  Urtheil  jedes  Einzelnen  überlassen 
bleiben ,  ob  er  der  von  uns  bekämpften  oder  der  von  uns  ver- 
tretenen Ansicht  über  die  Bildungsstätten  der  Eiweisssubstanzen 
den  Vorzug  geben  wird.  Die  folgenden  Auseinandersetzungen 
sollen  nur  eine  Klärung  des  Problemes  herbeiführen,  seine 
Lösung  nur  vorbereiten. 

Wir  haben  gesehen,  dass  in  den  feineren  und  feinsten 
Nerven  aller  Dicotylen  die  Siebröhren  sich  stärker  verengen, 
als  die  zugehörigen  Geleitzellen,  welche  in  allen  Fällen  die  Weile 
der  ersteren  erreichen,  in  vielen  sogar  überschreiten.  Bei  zahl> 
reichen  Pflanzen  besitzen  sie  schliesslich  sogar  einen  grösseren 
Durchmesser  als  im  Stamme.  Alle  diese  Thatsachen  lassen  er- 
kennen ,  dass  die  Geleitzellen  in  der  Blattlamina  grösseren  An- 
sprüchen zu  genügen  haben ,  als  in  allen  anderen  Organen  der 
MIanze.  Ueber  die  specifische  Function  der  genannten  Zellen 
werden  uns  daher  die  feineren  und  feinsten  Nerven  des  Blattes 
die  beste  Auskunft  geben.  Schon  aus  der  Lage  der  erweiterten 
Geleitzellen,  welche  wir  in  den  Uebergangszellen  wiedererkannt 
haben ,  folgt ,  dass  ihnen  durch  die  Parenchymscheide  grosse 
Mengen  von  Assimilationsproducten ,  welche  sich  nach  unserer 
Annahme  noch  nicht  mit  stickstoffhaltiger  Substanz  vereinigt 
haben,  zugeführt  werden.  Wenn  diese  unverändert  aus  den 
Geleitzellen  wieder  austräfen,  dann  müsste  man  doch  öfter 
Stärkekörner  in  den  letzteren  beobachten.  Sehen  wir  von  dem 
abnormen  Falle,  welchen  ich  früher**)  beschrieben  habe  ab,  so 
bleibt  nur  ein  einziges  Beispiel  übrig,  nämlich  CestrumPoeppigii. 


*)  Pbysiolog.  Pflanzenanatomie  pag.  484. 
♦♦)  Cucurbitaceen,  p.  46, 400. 
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In  den  Blültern  dieser  Pflanze  enibält  ungefähr  die  Hälfte  aller 
der  stark  erweiterten  Geleitzellen  Stärkekörner,  bei  allen  ande- 
ren Dicotylen  fehlen  dieselben,  wie  aus  Russow's,  Wilhblm's*) 
und  meinen  eigenen  Beobachtungen  hervorgeht. 

Um  mich  davon  zu  überzeugen,  dass  auch  zu  den  verschie- 
densten Tageszeiten  kein  Amylum  in  den  Uebergangszellen  auf- 
tritt, habe  ich  folgenden  Weg  eingeschlagen.  Von  einem  Acker, 
auf  welchem  zahlreiche  Kürbispflanzen  cultivirt  wurden,  ent- 
nahm ich  am  25.  August  4884  von  morgens  9  bis  abends  40  Uhr 
stündlich  eine  Blattprobe ,  am  26.  August  geschah  dasselbe  von 
früh  ^2^  ^^s  ^  ^  ^^^'  1^1^  einzelnen  Blattstücke  wurden  sofort 
nach  ihrer  Abtrennung  von  der  Pflanze  in  absoluten  Alkohol  ge- 
bracht und  im  Januar  dieses  Jahres  untersucht.  Während  der 
Stärkegehalt  der  Mesophyllzellen  in  der  von  Sachs**)  angegebenen 
Weise  wechselte,  erwiesen  sich  die  Geleitzellen  ganz  unabhängig 
davon,  stets  stärkefrei.  Nicht  ein  einziges  Amylumkom  habe  ich 
in  den  vielen  Hunderten,  welche  ich  durchmusterte,  angetroffen. 
Eine  auffällige,  über  das  Maass  individueller  Schwankongen 
hinausgehende  Verschiedenheit  des  Geleitzellinhaltes  konnte 
überhaupt  nicht  festgestellt  werden.  Immer  waren  die  ge- 
nannten Elemente  der  Nervensiebtheile  von  einem  feinkörnigen, 
schaumigen  Protoplasma  mit  Zellkern  erfüllt,  immer  brachte 
Jod  jene  goldgelbe,  auf  reichen  . Eiweissgehalt  hindeutende 
Färbung  hervor.  Schleim,  welcher  dem  bekannten  Inhalte  der 
Siebröhren  entspricht,  wurde  sowohl  früh  7  Uhr  als  Nachmittag 
2  Uhr,  also  zu  Zeiten  beobachtet,  welche  ungefähr  die  Extreme 
für  die  Stärkespeicherung  in  den  Blättern  bezeichnen. 

Die  ausserordentlich  wichtige  Thatsache,  dass  niemals, 
weder  am  Tage  noch  in  der  Nacht  Amylum  in  den  Geleitcellen 
vorkommt,  lässt  vermuthen,  dass  dieselben  überhaupt  nicht  als 
Wanderungsbahnen  der  stickstofffreien  Assimilationsproducte 
anzusehen  sind.  Dieselben  könnten  allerdings  als  Zucker  fort- 
geführt werden.  Leider  konnte  ich  bis  zum  Abschluss  des 
Manuscriptes  kein  günstiges,  lebendes  Material  erlangen,  an 
welchem  diese  Frage  sich  hätte  entscheiden  lassen.  Da  der 
Zucker  gewöhnlich  in  saftreichen  und  protoplas'maarmen  Zellen 

*)  Die  Angaben  der  genannten  Autoren  sind  in  der  Einleitung  zu  der 
vorliegenden  Abhandlung  besprochen. 

**)  Assimilationsthätigkeit  der  Blätter.    Arbeiten  des  boiaDischea  In- 
stitutes Würzburg  111,  1.  4884. 
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sich  ßndet,  so  ist  schon  von  vornherein  zu  erwarten,  dass  er  in 
den  Geleitzellen  des  Blattes  nicht  vorkommen  wird.  Diese  An- 
nahme, welche  hoffentlich  durch  Untersuchung  im  nächsten 
Sommer  sich  bewahrheiten  wird,  wolle  man  mir  gestatten. 

Die  schon  früher  von  mir  ausgesprochene  Ansicht*),  dass  in 
den  Geleitzellen  die  in  den  Siebröhren  fortgeführten  Eisweiss- 
Substanzen  erzeugt  werden,  wird  ausser  durch  die  bereits  mit- 
getheilten  noch  durch  folgende  Thatsachen  unterstützt.  In  den 
stärke-  und  chlorophyllfreien  Geleitzellen  findet  man  stets  einen 
grossen ,  schön  ausgebildeten  Zellkern ,  dessen  Betheiligung  an 
der  Eiweissbildung  zwar  nicht  erwiesen,  aber  mit  vieler  Wahr- 
scheinlichkeitanzunehmen ist;  das  dichte,  schaumige  Protoplasma 
enthalt ,  wie  seine  Färbung  mit  Jodpräparaten ,  seine  Aufspei- 
cherung von  Anilinblau  beweist,  kleinere  oder  grössere  Mengen 
von  Siebröhrenschleim,  welcher  zuweilen  sogar  in  grösseren 
Tropfen  sich  ansammelt  (Fig.  42  Taf.  1  bei  s);  die  Geleitzellen 
grenzen  immer  an  einer  Seite  an  eine  Siebröhre  an  und  stehen 
mit  derselben ,  wenigstens  im  Stamm  und  Blattstiel ,  durch 
Tüpfel  oder  sogar  Poren  in  enger  Verbindung.  In  den  feine- 
ren Nerven  habe  ich  diese  Eigenthümlichkeit  nicht  beobachtet^ 
wahrscheinlich  wird  sich  aber  auch  hier  eine  solche  Gommuni- 
cation  mit  Hilfe  derRussow'schen**)  Quellungsmethode  nachwei- 
sen lassen.  Zu  Gunsten  der  eben  besprochenen  Ansicht  über  die 
Function  der  Geleitzellen  lässt  sich  auch  die  Angabe  Koch's***)  an- 
führen, dass  die  peripherischen  Zellen  (unsere Uebergangszellen), 
also  die  erweiterten  Geleitzellen  in  Blättern,  deren  Assimiia- 
tionsthätigkeit  durch  ungünstige  äussere  Bedingungen  herab- 
gedrückt ist,  nur  wässriges  Protoplasma  und  keinen  Schleim 
mehr  enthalten.  Es  werden  eben  nur  kleine  Mengen  von  Kohle- 
hydraten ,  welche  zur  Bildung  von  Eiweiss  verwendet  werden 
können,  producirt. 

Das  Gambiform,  welches  stets  neben  den  Siebröhren  als 
LeituDgsbahn  der  eiweissartigen  Nährmaterialien  genannt  wird, 
ist  unserer  Ansicht  nach  an  dem  Transporte  dieser  Stoffe  nur 
in  untergeordnetem  Grade,  vielleicht  gar  nicht  betheiligt.  Seit 
der  Aufstellung  jener  Hypothese  hat  sich  ergeben,  dass  das  Cam- 


*)  Cucurbitaceen,  pag.  99. 

**)  Sitzungsber.  d.  Dorpater  Naturf.  Gesellseh.  iSSB.  pag.  565. 
***)   Bot.  Zeitung.  1884.  pag.  4H. 
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biform  im  Sinne  de  Baryts*)  aus  zwei  wohl  charakterisirten 
Zellformen  besteht,  aus  den  Geieitzellen  und  aus  langgestreck- 
ten,-proloplasmaarmen  Zellen,  welche  deutlich  von  den  ersleren 
zu  unterscheiden  und  allein  noch  als  Cambiform  zu  bezeichnen 
sind.  In  jedem  kraftigen  Siebtheilo  einer  dicotylen  Pflanze  wird 
man  immer  die  drei  Elemente  desselben :  die  Siebröhren ,  die 
Geleitzellen  und  das  Cambiform  in  der  Regel  schon  auf  dem 
Querschnitt,  sicher  auf  dem  Längsschnitt  zu  unterscheiden  ver- 
mögen (Taf.  1  Fig.  4  —  3,  Fig.  47—49,  Fig,  22;  Taf,  II  Fig.  4 
und  3). 

Diese  Aenderung  unserer  Kenntnisse  über  die  anatomische 
Zusammensetzung  der  Siebtheile  bringt  aber  auch  nothwendig 
eine  Umgestaltung  unserer  Ansichten  tlber  den  Stofflransporl 
mit  sich.  Gerade  die  eiweissreichen  Geieitzellen  haben,  als  man 
sie  schlechthin  zum  Cambiform  rechnete,  Veranlassung  gegeben, 
das  letztere  als  Leitungsbahn  für  Ernährungseiweiss  anzusehen. 
In  der  That  passen  die  Beschreibungen  des  Cambiformes,  welche 
man  in  der  Literatur  vorfindet,  viel  besser  auf  die  Geieitzellen, 
als  auf  die  anderen,  langgestreckten  Zellen,  welche  mit  diesen 
und  den  Siebröhren  zusammen  die  Siebtheile  aufbauen.  So  sagt 
deBary^):  >Der  Länge  nach  verfolgt,  bilden  die  Cambiformzellen 
zwischen  den  Siebröhren  diesen  parallele  Reihen.  Sie  sind  ein- 
zeln betrachtet  in  der  Regel  kürzer,  selten  so  lang  wie  die  Sieb- 
röhrenglieder. Sowohl  nach  der  Anordnung  auf  dem  Querschnitt 
als  bei  Verfolgung  in  der  Längsrichtung  hat  es  vielfach  den  An- 
schein, als  ob  die  Cambiformzellen  mit  den  Siebröhrengliedem 
aus  einer  Mutterzelle  entständen,  derart,  dass  sich  diese  der 
Länge  nach  theilt  in  eine  zum  Siebröhrenglied  werdende  Toch- 
terzelle und  eine  andere,  welche  entweder  ungetheilt  zur  Gam- 
biformzelle  oder  durch  Querwände  in  mehrere  dieser  getheilt 
wird.  Die  Cambiformzellen  haben  zarte,  unverholzte  Cellulose- 
wände  und  feinkörnigen  Protoplasmakörper  mit  längsgestrecktem 
Zellkern.!  Die  Geieitzellen  hätten  nicht  trefiPender  beschrieben 
werden  können.  Scheidet  man  diese  aus  dem  Cambiform  aus,  so 
kann  man  mit  diesem  Namen  nur  die  langgestreckten  und  proto- 
plasmaarmen Zellen  (Fig.  22  Taf.  1)  bezeichnen ,  in  welche  sich 
die  bei  der  Formung  der  Siebröhre  und  ihrer  Geieitzellen  übrig 


*)  Vergleicheode  Anatomie  pag.  887,  388»  588. 
**)  1.  c.  pag.  337. 
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bleibenden  cambialen  Zellen  verwandeln.  In  diesen  finden  sehr 
oft  spätere  Quertheilungen  statt,  so  dass  man  dann,  analog  den 
gefächerten  Faserzellen "^j  von  gefächerten  Cambiformzellen  reden 
könnte. 

Dieses  Cambiform  in  meinem  Sinn  führt  sehr  häufig  Stärke, 
bei  den  Solaneen  kleine  Krystalle  aus  Kalkoxalat  und  ist  an  der 
Leitung  des  Eiweisses,  auch  nicht  des  leichter  diosmirenden, 
wie  Habbrlamdt  will*^) ,  wahrscheinlich  gar  nicht  betheiligt.  Man 
darf  eben  nicht  vergessen,  dass  das  Cambiform,  welches  früher 
als  Wanderungsbahn  der  Eiweisssubstanzen  gedeutet  wurde, 
nicht  dem  entspricht^  welches  wir  heute  neben  den  Siebröhren 
und  Geleitzellen  unterscheiden.  Es  scheint  sogar,  dass  man 
früher  unser  Cambiform,  dessen  Elemente  vielfach  ungefähr 
dieselbe  Weite  besitzen  wie  die  Siebröhren  (Taf .  II  Fig.  4  7)  als 
solche  betrachtete  und  nur  die  Geleitzellen  als  Cambiform 
unterschied.  Ich  möchte  annehmen,  dass  die  von  uns  mit 
diesen  Namen  belegten  Zellen  keine  andere  Function  verrich- 
ten, ^Is  die  das  Gefässbündel  zunächst  umgebenden  Parenchym- 
zellen,  dass  sie  also  besonders  die  zur  Eiweissbildung  erforder- 
lichen Substanzen  den  Geleitzellen  zuführen  und  die  Abfülle 
dieses  Processes,  z.  B.  oxalsaure  Salze  aus  diesen  aufnehmen. 
Die  geringen  Mengen  von  Protoplasma,  das  Fehlen  des  glänzen- 
den Schleimes,  welcher  als  wanderndes  Eiweiss  allgemein  ge- 
deutet wird ,  machen  es  durchaus  unwahrscheinlich ,  dass  die 
Cambiformzellen  neben  den  viel  besser  eingerichteten  Sieb- 
röhren an  der  Leitung  des  Eiweisses  Theil  nehmen.  Die  Geleit- 
zellen ,  auf  welche  man  vielleicht  die  für  das  alte  Cambiform 
aufgestellte  Hypothese  übertragen  möchte,  bilden  gewöhnlich 
gar  keine  ununterbrochenen  Längsreihen  und  dürften  schon  aus 
diesem  Grunde  für  die  Fortführung  plastischer  Stoffe  nicht  ge- 
eignet sein. 

Resultate. 

i .  Mit  dem  Durchmesser  der  Blattnerven  nimmt  auch  die 
Weite  ihrer  Siebröhren  und  Geleitzellen  ab,  die  ersteren  ver- 
engem sich  aber  schneller  als  die  letzteren. 


*)  DB  Bart,  Vergleichende  Anatomie  pag.  499. 
**)  Physiologische  Anatomie  pag.  919. 
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2.  In  den  feineren  und  feinsten  Maschenbündeln  sind  die 
Geleitzellen  mindestens  ebenso  weit,  in  den  meisten  Füllen 
weiter  als  die  zugehörigen  Siebröhren.  Bei  zahlreichen  Dico- 
tylen,  besonders  bei  solchen  mit  bicollateralen  Gefilssbündeln, 
haben  die  Geleitzellen  der  feinsten  Maschennerven  sogar  einen 
grösseren  Durchmesser  als  im  Blattstiel  und  Stengel.  Die  peri- 
pherischen Zellen  Rogh's,  meine  Uebergangszellen,  sind  diese 
stark  erweiterten  Geleitzellen  und  werden  fernerhin  nur  noch 
als  solche  zu  bezeichnen  sein. 

3.  Bei  allen  collateralen  und  bicollateralen  Dicotylen ,  mit 
einziger  Ausnahme  der  Cucurbitaceen,  sind  die  feinsten  Maschen- 
bttndel  collateral  gebaut.  In  dem  unter  dem  Gefässtheileliegen- 
den  Siebtheile  kommen  neben  den  weiten  Geleitzellen  und  dem 
bald  leichter,  bald  schwerer  davon  unterscheidbaren  Cambiform 
unvollkommene  Siebröhren  regelmässig  vor. 

4.  Die  unvollkommenen  Siebröhren  sind  sehr  eng  und  be- 
sitzen nicht  mehr  deutliche  Siebplatten.  Sie  enthalten  nur  einen 
dürftigen  Protoplasmabeleg,  welcher  nicht  selten  ganz  fehlt  und 
niemals  einen  Zellkern.  Schleim  kommt  bald  in  grösserer,  bald 
in  geringerer  Menge  vor,  ist  aber  in  sehr  vielen  unvollkommenen 
Siebröhren  nicht  zu  beobachten.  Dieselben  werden  dann  nur 
von  wässriger  Flüssigkeit  erfüllt. 

5.  Unter  den  blinden  Nervenenden  derBlattlamina  sind  zwei 
Arten  zu  unterscheiden :  die  Nebenenden  und  die  Hauptenden. 

6.  Die  Nebenenden  enthalten  niemals  Siebröhren  und  be- 
stehen bei  allen  collateralen  Dicotylen  nur  noch  aus  TracheYden. 
Unter  den  bicollateralen  haben  nur  die  Cucurbitaceen  bioolla- 
terale  Nebenenden ,  deren  unterer  Siebtheil  durch  eine  Reihe 
stark  erweiterter  Geleitzellen ,  deren  oberer  Siebtheil  durdi 
langgestreckte,  protoplasmaanne  und  kernlose  Zellen  dargestellt 
wird.  Alle  anderen  bicollateralen  Dicotylen  schliessen  sich  in 
Bezug  auf  die  Nebenenden  den  collateralen  an.  Nicht  selten  tritt 
aber  hier  zu  den  TracheYden  eine  Reihe  erweiterter  Geleitzellen 
als  Rest  des  unteren  (äusseren)  Siebtheiles  hinzu. 

7.  Die  Hauptenden  sämmtlicher  collateraler  und  bicoUa- 
teraler  Dicotylen  führen  stets  einen  vollständigen  unteren 
Siebtheil,  welcher  so  zusammengesetzt  ist,  wie  in  den  feinsten 
Maschenbündeln ,  und  kurz  vor  oder  mit  den  TracheYden,  nie- 
mals später  als  diese,  aufhört.  In  allen  Hauptenden  liegen  also 
blinde  Endigungen  von  unvollkommenen  Siebröhren. 
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8.  Die  Angaben  Aresghoug's,  dass  bei  Hex,  Tilia  und 
Buxus  isolirtc,  blind  endende  Siebröhren  zwisciien  die  Zellen 
des  LUckenparenchyms  vordringen,  unabhängig  von  der  Nerva- 
tur, sind  unrichtig:  Es  liegt  eine  Verwechselung  mit  Skleren- 
chymfasem  vor. 

9.  Bei  Buxus  bestehen  die  blinden  Enden  nur  aus  Skleren- 
chymfasem,  welche  hier  die  Function  der  TrachcYden  über- 
Domnien  haben  und  wahrscheinlich  als  wasserleitende  Elemente 
anzusehen  sind. 

40.  Bei  Buxus,  Quercus,  Juglans  und  Aristolochia  giebt  es 
keine  blinden  Siebröhrenenden  in  der  Lamina,  Hauptenden 
fehlen. 

4  4 .  Die  Siebtheile  aller  untersuchten  Dicotylen  enthalten 
immer  SiebrOhren,  Geleitzellen  und  Cambiform. 

42.  Das  Cambiform,  zu  welchem  frtlher  die  Geleitzellen 
gerechnet  wurden,  ist  an  der  Leitung  des  Eiweisses  nicht  oder 
nur  nebenbei  betheiligt,  seine  Hauptleistung  besteht  wahr- 
scheinlich darin ,  die  Materialien  zur  Eiweisserzeugung  herbei- 
zuschaffen. 

43.  Als  specifische  Bildungsherde  der  Eiweisssuhstanzen 
sind  die  Geleitzellen  anzusehen.  Ihre  Vergrösserung  in  den 
feinsten  Nerven  des  Blattes  spricht  dafür,  dass  hier  der  Haupt- 
sitz  der  Eiweissbereitung  ist. 

41.  Die  ausgebildeten  Siebröhren  nehmen  nicht  Theil  an 
der  Erzeugung  der  eiweissartigen  Baustoffe,  sind  aber  die  spe- 
cifischen  Leitungsbahnen  derselben. 

45.  Diese  Resultate  gelten  für  alle  indem  nachfolgenden 
Verzeichniss  aufgeführten  Pflanzen  mit  den  durch  die  beigege- 
benen Bemerkungen  bedingten  Einschränkungen. 

Leipzig,  im  April  1885. 


Verzeichniss  der  untersuchten  Pflanzen. 

i .  Aegopodium  Podagraria  L.  9.  Cestnim  Poeppigil  *  Seudt. 

2.  Aesculus  Hippocastanum  L.  10.  Clarckla  pulcheüa  *  Pursh. 

3.  Aristolochia  Sipho  L'Herit.  44.  Cornus  sanguiDea  L. 

4.  Beta  vulgaris  f  Uoqu.  42.  Corylus  Avellana  L. 

5.  Buxus  sempervirens  L.  43.  Cucurpita  Pepo  ♦  L. 

6.  Calcyanthus  floridus  L.  44.  Cytisus  Laburnum  L. 

7.  Camellia  japonica  L.  45.  Dahlia  variabifis  Desf. 

8.  Cerintbe  aspera  Roth.  46.  Diervillea  rosea  Lindl. 
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4  7.  Digitalis  purpuirea  L.  44. 

4  8.  Drosera  rotundifolia  f  L.  42. 

49.  Ecballium  Elaterium  *  A.  Rieb.  43, 
30.  Evonymus  curopaeus  L. 

24.  Fagus  silvatica  (f.  rubra)  L.  44. 

22.  Fraxinus  excelsior  L.  45. 

23.  Genliana  Cruciata  *  L.  46. 

24.  Hedera  Helix  L.  47 

25.  Heracleum  Sphondylium  L.  48, 

26.  Htppuris  vulgaris  L.  49. 

27.  Hydrangia  Hortensia  DG.  50, 

28.  Hex  Aquifolium  L.  54, 

29.  Juglans  regia  L.  52, 

30.  Lopczia  racemosa  *  Cav.  63. 
34.  Lycium  flaccidum  ♦  (Vell.)  54. 

32.  Lycopsis  arvensis  L. 

33.  Lythrüm  Salicaria  *  L.  55. 

34.  Menyantbes  irifoliata  L.  56. 

35.  Mirabilis  Jalapa  L.  57. 

36.  Nicandra  physaloides  *  Gärln.  58. 

37.  Nicotiana  Tabacum  *  L.  59. 

38.  Nolana  atriplicifolia  *  Hort.  60. 

39.  Oenotbera  fruticosa  ^  L.  64. 

40.  Passiflora  coerulea  L.  62. 

Dio  mit  einem  *  versehenen  Pflanzen  besitzen  bicollaterale  GefiHss- 
bündel.  Ein  f  bedeutet,  dass  die  Pflanze  nur  auf  das  Verhallen  der  Geleit- 
zellen und  Siebröhren  in  den  feinsten  Maschenbündeln  untersucht  wurde, 

dass  dagegen  die  Hauptenden  nicht  genauer  zu  analysiren  waren.    Sonst 

wurden  alla  die  genannten  Pflanzen  nach  der  in  der  Einleitung  geschilder- 
ten Methode  studirt. 


Phaseolus  grandiflorus  W. 
Physalis  Alkekengi  *  L. 
Plantago  major  L.   (und  ovata 

Forsk.) 
Populus  tremula  L. 
Prunus  avium  L.  (cuiliv.). 
Quercus  Robur  L. 
Ranunculus  acris  L. 
Rbamnus  Catharticus  L. 
Ribes  rubrum  L. 
Rttbus  idaeus  L. 
Rumex  Acetosa  L. 
Saponaria  officinalis  L. 
Saxifraga  granulata  L. 
Sedum  Telephium  L.  (und  re- 

flexum  L.) 
Solanum  tuberosum  *  L. 
Sparmann ia  africana  L.  fil. 
Syringa  vulgaris  L. 
Thunbergia  alata  f  Boj. 
Tilia  platyphylla  Scop. 
Tropaeolum  majus  L. 
Vaccinium  Myrtilius  L. 
Vitis  vinifora  L. 


Erkiarnng  der  Ffgnreii. 

(Die  eingeklammerten  Ziffern  geben  die  Vergrösserung  an.) 

ca  «=  Cambiform,  t  =  Tracheide,  ge  «  Geleitzelie,  */"=  Sklerenchym- 
faser,  si  =  Siebröhro,  cg^=s  Cambiform  und  Geleitzellen,  welche  nicht  von 
einander  zu  unterscheiden  sind.  Die  Siebröhren  wurden  leer  eingezeichnet, 
in  den  Geleitzellen  wurde  der  Inhalt  möglichst  dicht  eingetragen  zum 
Unterschied  von  dem  Cambiform ,  bei  welchem  der  Natur  gemäss  nur  ein 
schwacher  Wandbeleg  angegeben  wurde. 


Tafel  I. 

Fig.  4 .  Cucurbita.  Querschnitt  durch  den  äusseren  Siebtbeil  des  stärksten 
Gefässbündels  im  Nerv  I  (vergl.  die  Tabelle  auf  pag.  256).  (675,) 

Fig.  2.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  den  unteren  (äusseren)  Siebtheil  des 
einzigen  Gefässbündels  in  Nerv  II.  (6750 
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Fig.  S.  Cucurbita.  Qaerschnitt  durch  den  unteren  Siebthetl  des  Nerv  III. 
(675.) 

Kig.  4.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  den  ganzen  unteren  Siebtheil  des 
Gefässbündels  in  Nerv  IV.  Die  an  dem  linken  Rande  des  Bildes 
gelegene  Geleitzelle  (^0)  bat  sich  bereits  ansehnlich  erweitert 
und  ist  zur  Uebergangszelle  (peripherische  Zelle  A.  Kocu's]  ge- 
worden. (675.) 

Fig.  5.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  den  ganzen  unteren  Siebtheil  des 
Nerv  V.  Rechts  und  links  schliesst  sogleich  Lückenparenchym 
an  das  Nervenbündel  an.  Dagegen  wird  dasselbe  noch  nicht 
von  der  Pallisadenschicht  überzogen,  lieber  und  unter  dem 
Bündel  liegt  noch  farbloses  Nervenparenchym.  (675.) 

Fig.  6.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  das  ganze  Gefttssbündel  des  Nerv  VI. 
Dasselbe  wird  ringsum  vom  Mesophyll  umschlossen.  Oberhalb 
des  Bündels  liegt  die  Pallisadenschicht,  das  Lückenparenchym 
hat  eine  Parenchymscheide  gebildet.  Farbloses  Nervenparen- 
chym fehlt.  (675.) 

Fig.  7.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  das  ganze  Gefässbündel  eines  Nerv 
Vll.  Im  unteren  Siebtheil  ist  nur  noch  eine  sehr  enge,  unvoll- 
kommene Siebröhre  («O  mit  zwei  zu  Uebergangszellen  erweiter- 
ten Geleitzellen  und  eine  einzige  Cambiformzelle  vorhanden. 
Die  Siebröhre  des  oberen  Siebtheiles  hat  sich  nicht  so  stark  ver- 
engt, wie  die  des  unteren,  die  Geleitzelle  ist  eng  geblieben.  (675.) 

Fig.  8.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  das  ganze  Geflissbündel  eines  Nerv 
VII.  Die  SiebrOhre  des  unteren  Siebtheiles  ist  hier  ausser- 
gewöhnlich  weit.  (675.)  Diese  und  die  vorige  Figur,  welche  den 
Bau  der  feinsten  Maschennerven  darstellen,  veranschaulichen 
auch  die  Zusammensetzung  des  unteren  Siebtheiles  der  Uaupt- 
enden,  der  obere  enthält  bei  diesen  keine  Siebröhren  mehr. 

Fig.  9.  Ecballium.  Querschnitt  durch  ein  ganzes  feinstes  Maschenbündel. 
Die  Cambiformzellen  des  oberen ,  eine  Siebröhre  nebst  Geleit- 
zelle enthaltenden  Siebtheiles  zeichnen  sich  durch  ihre  Grösse 
und  durch  Chlorophyllkörner  (eh)  aus.  (675.) 

Fig.  40.  Ecballium.  Flächenschnitt  durch  die  beiden  letzten  Glieder  eines 
Hauptendes,  der  Schnitt  ist  durch  den  unteren  Siebtheil  geführt 
worden.  Die  unvollkommene  Siebröhre  (sij  hört  mit  ange- 
schwollenem Ende  im  vorletzten  Gliede  auf,  das  letzte  enthält 
im  unteren  Siebtheil  nur  noch  Geleitzellen  (Uebergangszellen). 
Die  Endanschweliung  der  Siebröhre  ist  keinesfalls  typisch,  ge- 
wöhnlich besitzt  das  letzte  Glied  «überall  ein  gleiches  Lumen. 
(675.) 

Fig.  i  4 .  Cucurbita.  Flächenschnitt  durch  den  oberen  Siebtheil  eines  Neben- 
endes. Derselbe  besteht  nur  noch  aus  einer  Längsreihe  langge- 
streckter, protoplasmaarmer  und  kernloser  Zellen.  Auch  in  den 
Hauptenden  bilden  diese  Elemente  allein  den  oberen  Siebtheil. 
(675.) 

Fig.  4«.  Cucurbita.  Erweiterte  Geleitzelle  (Uebergangszelle)  aus  dem  unte- 
ren Siebtheile  eines  feineren  Nerven.  Bei  *  hat  sich  ein  grössere 
Menge  Siebröb renschleim ,  welcher  jedenfalls  in  der  Geleitzelle 
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entstanden  ist,  angesammelt.  Das  Prttparat  wurde  von. einem 
Blatlfragmente  angefertigt,  welches  am  26.  August  4  884  früh 
7  Uhr  von  der  Pflanze  abgeschnitten  und  sogleich  in  absoluten 
Alkohol  gebracht  worden  .war.  (675.) 

Fig.  43  u.  4  4.  Cucurbita.  Zwei  abnorm  gebaute  blinde  Enden.  Diese 
beiden  Zeichnungen  wurden  nur  der  Vollständigkeit  halber  auf- 
genommen; sie  sind  für  die  allgemeinen  Resultate  der  vor- 
stehenden Arbeit  bedeutungslos.  (675.) 

Fig.  4  5.   Physalis.  Flächenschnitt  durch  das  letzte  Glied  eines  Hauptendes. 
Ein  Vergleich  mit  Fig.  SO  zeigt,  dass  der  Schnitt  über  der  Sieb- 
rOhre  geführt  wurde  und  zwei  neben  einander  liegende,  er^ei- 
.  terte  Geleitzellen  traf.  (675.) 

Fig.  4  6  Physalis.  Das  der  vorigen  Figur  zu  Grunde  liegende  Präparat  von 
der  anderen  (unteren)  Seite  gesehen.  Es  wurde  eine  blind  endi- 
gende unvollkommene  Siebrdhre  mitCambiformzellen  freigelegt. 
Die  letzteren  enthalten  kleine  Krystalle  von  oxalsaurem  Kalk. 
Die  Figur  zeigt  sehr  deutlich  die  Beschaflenheit  der  unvollkom- 
menen Siebröhre  und  ihren  Anschluss  an  dasLückenparenchym. 
Die  Tracheiden  hörten  gleichzeitig  mit  dem  unteren  und  ein- 
zigen Siebtheile  des  collateralen  Hauptendes  auf.  (675.) 

Fig.  4  7.  Physalis.  Querschnitt  durch  den  äusseren  Siebtheil  des  Gefass- 
bündelringes  im  Stengel.  Die  Siebröhren  [si),  deren  Inhalt  hier 
ausnahmsweise  angedeutet  wurde,  sind  ebenso  weit  wie  die 
Cambiformzellen  {ca).  Diese  enthalten  nur  einen  schmächtigen 
Protoplasmabeleg  und  viele  kleine  Krystalle  aus  Kalkoxalat. 
Während  das  Gambiform  leicht  von  den  Geleitzellen  zu  unter- 
scheiden ist,  bedarf  es  immer  einer  genaueren  Prüfung,  wenn 
man  dasselb«  zwischen  den  Siebröhren  erkennen  will.  Ver- 
wechselungen sind  leicht  möglich  und  werden  wohl  früher  auch 
oft  vorgekommen  sein.  (675.) 

Fig.  48.  Physalis.  Querschnitt  durch  den  ganzen  unteren  Siebtbeil  des 
GefÜssbündeU  eines  Nerven  dritter  oder  vierter  Ordnung.  Der- 
selbe enthält  noch  forblosesNervenparenchym.  Die  Geleitzellen 
sind  ungefähr  ebenso  weit,  einige  sogar  weiter  als  die  stark 
verengten  Siebröhren,  von  welchen  sich  das  Gambiform  nun- 
mehr leicht  unterscheiden  lässt.  (675.) 

Fig.  49.  Physalis.  Querschnitt  durch  das  ganze,  bicoUaterale  Gefässböndel 
eines  Nerven  vierter  oder  fünfter  Ordnung.  Dasselbe  wird  von 
der  Pallisadenschicht  überzogen  und  von  einer  Parenchym- 
scheide  umgeben.  Farbloses  Nervenparenohym  ist  nicht  mehr 
vorhanden.  Die  Geleitzellen  des  oberen  Siebthetles  sind  klein 
geblieben,  die  des  unteren  dagegen  zu  Uebergangszellen  ange- 
schwollen. (675.) 

Fig.  SO.  Physalis.  Querschnitt  durch  ein  ganzes  feinstes  liaschenbündel. 
Dasselbe  ist  coUateral  gebaut,  der  obere  Siebtheil  erhält  sich  hei 
Physalis  nur  bis  in  solche  Nerven,  wie  in  Fig.  49.  Das  Gambi- 
form {ca)  mit  seinen  OxalatkrystäUchen  ist  leicht  von  den  Ge- 
leitzellen zu  unterscheiden.  Das  Bild  veranschaulicht  zugleich 
den  Querschnitt  durch  die  Basis  eines  Hauptendes.  (675.) 
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Fig.  21 .  Pbysalis.  Querschnitt  durch  ein  Nebenende  mit  einer  Tracheide 
und  zwei  Geleiizellen.  In  anderen  Nebenenden  fehlen  die  letz- 
teren, dann  sind  nur  noch  tracheale  Elemente  übrig.  (675.) 

Fig.  i2.  Pbysalis.  Tangentialschnitt  durch  den  liusseren  Siebtheil  des 
Bündelringes  im  Stengel.  Die  Geleitzeilen  haben  die  gleiche 
Länge  wie  die  Siebröhrenglieder.  Das  Gambiform  tritt  als  dritter 
Bestandtheil  des  Siebtheiles  deutlich  hervor.  (375.) 

Fig.  18.  Pbysalis.  Unvollkommene  Siebröhre  mit  Schlauchkopf,  begleitet 
von  krystallhaitigen  Gambiformzellen.  Längsschnitt  aus  einem 
feinsten  Maschenbündel.  (675.) 

Fig.  i4.  Ntcotiana.  Querschnitt  durch  ein  ganzes  col laterales ,  feinstes 
Maschenbündel.  Das  Gambiform  und  die  Geleitzellen  waren 
hier  nicht  deutlich  zu  unterscheiden.  Ein  Vergleich  mit  Fig  20 
wird  die  richtige  Deutung  des  Bildes  ermügHchen.  (675.) 

Tafel  n. 

f'i^.  1 .  Saxifraga.  Querschnitt  durch  den  Siebtheil  eines  Blattstielbündel^. 
Zwischen  den  weiten  Gambiformzellen  liegen  Gruppen  eng- 
lumiger  Elemente,  welche  bei  genauerer  Untersuchung  als  Sieb- 
röhren  und  Geleitzellen  sich  unterscheiden  lassen.  (675.) 

big.  i.  Saxifraga.  Querschnitt  durch  ein  ganzes  feinstes  Maschenbündcl 
oder  durch  ein  Hauptende.  Ein  Theil  der  Carobiformzcllen  hat 
Chlorophyllkörner  gebildet.  Die  Geleitzellen  sind  weiter  als  di(* 
zugehörigen  Siebröhren.  (675.) 

tig.  3.  Evonymus.  Querschnitt  durch  den  Siebtbeil  der  Mittelnervbasis. 
Den  Gambiformzellen  entsprechen  die  weitesten  Maschen.  Die 
Geleitzellen  grenzen  hier  gewöhnlich  an  die  Krystalldrusen  ent- 
haltenden Markstrahlzellen  (m)  an.  Niemals  wurde  beobachtet, 
dass  die  letzteren  mit  den  Siebröhren  in  Berührung  stehen.  (675.) 

Fig.  4.  Evonymus.  Querschnitt  durch  das  ganze  Gefössbündel  eines  fei- 
neren Nerven.  Die  Gambiformzellen  kommen  nur  noch  zwi- 
schen dem  Gefilss-  und  dem  Siebtheil  vor.  Dieser  enthält  sehr 
verengerte  Siebröhren  und  weite  Geleitzellen.  Nervenparen- 
chyro  ist  nicht  mehr  vorbanden,  die  Pallisadenschicht  bedeckt 
das  von  einer  Parenchymscheide  umgebene  Bündel.  (675.) 

Fig.  5.  Evonymus.  Querschnitt  durch  ein  ganzes,  feinstes  Maschenbündel. 
Der  Siebtheil  enthält  kein  Gambiform  und  besteht  aus  zwei  Sieb- 
röhren mit  drei  stark  .erweiterten  Geleitzellen  (Uebergangs- 
zellen).  Ein  ähnliches  Bild  würde  ein  Querschnitt  durch  die 
Basis  eines  Hauptendes  gewähren.  (675.) 

i^ig-  6.  Evonymus.  Querschnitt  durch  einen  kurzen  Endast  eines  ver- 
zweigten Hauptendes.  Siebröhren  fehlen«  Geleitzellen  noch  vor- 
handen. (675.) 

Fig.  7.  Nicotiana.  Flächenschnitt  durch  das  letzte  Glied  eines  Hauptendes, 
Siebtheil.  Die  einzige  unvollkommene  Siebröbre  hört  mit  den 
Geleitiellen  auf  und  schiebt  sich  zwischen  diese,  ein.  Die  mit 
g$  bezeichneten  Zellen  wird  man  wohl  als  Geleitzellen  aufzu- 
fassen haben,   doch  könnten  sie  auch  Gambiform  darstellen. 
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Ein  Theil  einer  das  letzte  Siebröbrenglied  bedeckenden  Zelle 
wurde  mit  eingezeichnet,  der  andere  Theil  war  durch  das 
Messer  weggerissen  worden.  (675.) 

Fig.  8.  Nicotiana.  Nebenende,  nur  aus  Tracheiden  bestehend.  Flächen- 
schnitt. (675.) 

Fig.  9.  Nicotiana.  Querschnitt  durch  ein  Nebenende  ohne  Siebtheil resl. 
(675.) 

Fig.  4  0.  Nicotiana,  Flächenschnitt  durch  ein  Nebenende,  den  aus  erwei- 
terten Geleitzellen  bestehenden  unteren  und  einzigen  Sieblheil 
zeigend.  Siebrdhren  treten  in  die  Nebenenden  nicht  ein.  (675.) 

Fig.  ii.  Nicotiana.  Das  Präparat  der  vorigen  Figur  von  der  anderen 
(oberen)  Seite  gesehen.  Die  Tracheiden  entsprechen  in  ihrer 
Form  und  Lage  den  in  der  Fig.  40  abgebildeten  Geleitzellen. 
Man  vergt.  auch  Fig.  24  Taf.  1.  (675,) 

Fig.  43.  Plantago  major.  Flächenschnitt  durch  das  letzte  Glied  eines  Haupl- 
endes.  Die  unvollkommene  SiebrOhre  hat  sich  bis  zum  Ab- 
schluss  des  ganzen  Siebtheiles  und  des  GeHisstheiles  erhalten. 
ge  dürfte  bestimmt  eine  Geleitzelle  sein,  bei  cg  könnte  aber  auch 
Cambiform  vorliegen.  (675.) 

Fig.  43.  Plantago  major.  Querschnitt  durch  ein  ganzes  feinstes  Maschen- 
bündel  oder  durch  die  Basis  eines  Hauptendes.  Eine  Cambi- 
formzelle  ca  ist  sicher  zu  erkennen.  (675.) 

Fig.  44.  Corylus.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbündel  oder 
durch  ein  Uauptende.  In  dem  engmaschigen  Siebtheil,  welcher, 
wie  ein  Analogieschi uss  wahrscheinlich  macht,  noch  Siebröhren 
enthält,  lassen  sich  diese ,  die  Geleitzellen  und  das  Cambiform 
nicht  mehr  von  einander  unterscheiden.  (675.) 

tig.  45.  Quercus.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbündel.  Der 
schwer  aoalysirbare  Siebtheil  enthält  noch  Siebrühren  mit  Ge- 
leitzellen, die  ersteren  treten  noch  am  schärfsten  hervor. 
Hauptenden  giebt  es  bei  Quercus  nicht,  die  Nebenenden  be- 
stehen stets  nur  aus  Tracheiden.  (675.) 

Fig.  46.  Lycopsis.  Querschnitt  durch  ein  letztes  Maschenbündel  oder  ein 
Hauptende.  Die  Zelle  ge  ist  wahrscheinlich  eine  Geleitzelle,  die 
anderen  mit  ca  bezeichneten  Maschen  entsprechen  dem  Cambi- 
form, welches  hier,  wie  bei  Physalis,  kleine  Kalkoxalalkrystalle 
enthält.  (676.) 

Fig.  4  7.  Gentiana.  Querschnitt  durch  das  vorletzte  Glied  eines  Hauptendes 
oder  durch  ein  Nebenende.  Von  einer  Parenchymscheide  um- 
schlossen besteht  das  Nervenbündel  nur  noch  aus  einer  Tra- 
cheidenreihe.  (675.) 

Fig.  48.  Gentiana.  Flächenschnitt  durch  ein  Hauptende  geführt.  Die 
Parenchymscheide  p  setzt  sich  noch  um  ein  Glied  über  den 
Endpunkt^der  Tracheiden  fort.   Näheres  im  Texte.  (475.) 

Fig.  49.  Gentiana.  Querschnitt  durch  die  Fortsetzung,  der  Parenchym- 
scheide. (675.) 

Fig.  20.  Jlex.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbündel  mit  sehr 
engen  unvollkommenen  Siebröhren  und  doppelt  so  weiten  Geleit- 
Zellen.   Das  Cambiform  ist  von  diesen  leicht  zu  unterscheiden. 
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Unkerhalb  des  Siebtheiles  ein  Beleg  aas  onverholzten  Skleren- 
chymfasern  (*/)•  (675). 

Fig.  34.  Hex.  Ein  Stttok  des  NervenneUes  mii  isolirten  Sklerenchymfasern 
{sf),  welche  von  den  Gefössbündeln  aus  in  das  Mesophyll  ein- 
dringen. Diese  mit  Chlorzinkjod  sich  blau  färbenden  Fasern 
sind  von  Arescboüg  als  Siebröhren  gedeutet  worden.  Näheres 
im  Text.  (70.) 

Fig.  32.  Ranunculas.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbündel  (oder 
durch  die  Basis  eines  Hauptendes).  Die  Tiir  den  Stengelsiebtbeil 
charakteristische  Theilungsweise  der  die  Geleitzellen  und  die 
Siebröhrenglieder  erzeugenden  Procambiumzellen  hat  sich  bis 
in  dieses  zarte  Nervenbündel  erhalten.  (675.) 

Fig.  38.  Buxus.  Durch  Maceration  isolirte  Sklerenchymfaser  aus  den  blin- 
den Ausläufern  der  Nervatur.  (675.) 

Fig.  34.  Buxus.  Flächenschnitt  durch  ein  nur  aus  Sklerenchymfasern  be- 
stehendes blindes  Nervenende.  Einzelne  der  genannten  Ele- 
mente dringen  zwischen  die  Zellen  des  Lückenparenchymes  ein. 
Tracheiden  kommen  in  diesen  Enden  gar  nicht  vor,  die  Wasser- 
leitung wird  von  den  Sklerenchymfasern  besorgt.  Näheres  über 
Areschoüg's  Angaben  im  Text.  (175.) 

Fig.  25.  Buxus.  Querschnitt  durch  ein  Sklerenchymfaserbündel.  Trachei- 
den und  Siebtheil  fehlen.  (675.) 

Fig.  36.  Tilia.  Querschnitt  durch  den  Siebtheil  eines  feinsten  Maschen- 
bündels. Die  Unterscheidung  der  Geleilzellen  und  des  Cambi- 
formes  bietet  einige  Schwierigkeit  und  lässt  sich  nicht  für  alle 
Maschen  des  Querschnittes  durchführen.  (675.) 

Fig.  37.  Tilia.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbündel,  dessen  Sieb- 
theil bereits  aufgehört  hat.  An  seine  Stelle  ist  eine  Sklerenchym- 
faser getreten.  Die  Tracheiden  sind  ziemlich  dünnwandig,  ober 
trotzdem  auf  Flächenschnitten  sicher  zu  erkennen.  (675.) 

Fig.  38.  Tilia.  Flächenschnitt  durch  den  Rest  eines  feinsten  Masclien- 
bündels,  von  welchem  nur  eine  Längsreihe  langgestreckter, 
kernloser  und  protoplasmaarmer  oder  leerer  Zellen  übrig  ge- 
blieben ist.  Diese  schliesst  sich  an  die  Parenchymscheide  (p) 
eines  stärkeren  Maschenbündels  an.  Näheres  im  Texte  bei  der 
Besprechung  von  Areschoüg's  Blatlanatomie.  (675.) 

Fig.  39.  Rumex.  Flächenschnitt  durch  die  beiden  vorletzten  Glieder  eines 
Hauptendes;  der  Siebtheil  freigelegt.  Die  unvollkommene  Sieb- 
röhre mit  zwei  scheinbar  geschlossenen  Querwänden.  Die 
Zellen  ige)  sind  jedenfalls  Geleitzellen.  Ihre  Unterscheidung  vom 
Cambiform  konnte  nicht  mit  Sicherheit  durchgeführt  werden, 
wie  auch  die  folgende  Figur  zeigt.  (675.) 

Fig.  30.  Rumex.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbündel  oder 
durch  die  Basis  eines  Hauptendes.  Cambiform  und  Geleitzellen 
sind  sicherlich  vorhanden,  aber  nicht  mit  Bestimmtheit  zu 
unterscheiden.  Die  m'itge  bezeichneten  Zellen  sind  wahrschein- 
lich erweiterte  Geleitzellen.  (675.) 
Math.. phy 9.  Ciasse  1885.  49 
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Fig.  Sl.  Fraxinus.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbündel  (oder 
ein  Hauptende).  Cambiform  f^lt,  zu  jeder  der  beiden  stark  ver- 
engten unvollkommenen  Siebrdhren  gehört  je  eine  erweiterte 
Geleitzelle  (Uebergangszelle).  (675.) 

Fig.  SS.  Menyanthes.  Querschnitt  durch  ein  Hanptende  oder  ein  feinstes 
Maschenbtindel.  Cambiform  und  Geleitzellen  nicht  zu  unter- 
scheiden,  aber  wahrscheinlich  vorhanden.  (675.) 
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•   SJTZÜNG  AM  1.  JUNI  1885. 

Joieph  Gierster,  Ueber  die  Galois^sche  Gruppe  der  Modular- 
gletchungen  für  den  Transformationsgrad  q^,  (Vorgelegt  von 
F.  KUtn.) 

In  meiner  Arbeit:  »Die  Untergruppen  der  Galois'schen 
Gruppe  der  Modulargleicbungen  für  den  Fall  eines  primzahligen 
Transformationsgrades«,  Math.  Annalen  Bd.  XVIII,  habe  ich  die 
Aufgabe  behandelt,  die  in  der  bezeichneten  Gruppe  enthaltenen 
Untergruppen  sammtlich  aufzustellen  und  in  Bezug  auf  ihre 
Gleichberechtigung  zu  classificiren.  Es  schien  mir  nun  zur  Er- 
ledigung gewisser  nicht  unwichtiger  Fragen  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen  wünschenswerth,  auch  die  Ga- 
lois'schen  Gruppen  der  Modulargleicbungen  für  zusammen- 
gesetzte  Transformationsgrade  in  dieser  Hinsicht  eingehend  zu 
Studiren.  Ich  habe  diese  Untersuchung  vorläufig  für  Potenzen 
von  Primzahlen  >  2  durchgeftthrt.  Auf  diese  bezieht  sich  die 
folgende  Miitheilung  und  es  sei  daher  unter  q  immer  eine  Prim- 
zahl >  S  verstanden.  Die  Potenzen  von  2  selbst  können  ebenso 
erledigt  werden.  Jedoch  stellt  sich  Ihre  gesonderte  Behandlung 
wegen  des  vielfach  abweichenden  Verhaltens  der  entsprechen- 
den Gruppen  als  zweckmässig  heraus. 

I. 

Definitian  der  Gruppe. 

Zur  Definition  der  betrachteten  Gruppe  »G«  kann  man 
verschiedene  Darstellungsformen  wählen.  In  ihrer  reellen  Ge- 
stalt besteht  dieselbe  aus  allen  Substitutionen    ' 
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wo  a,  ßj  y,  ö  ganze  Zahlen  der  Determinante : 

(«)  ad  —  /»y  3  4  mod.  q^ 

sind,  wobei  jedoch  die  Substitutionen  f  [a,  ß,  y,  6)  und/'f—  a, 
—  ßi  ""  y?  ""  ^)  ä's  identisch  aufzufassen  sind.  Zu  jeder  Sub- 
stitution f  [a,  ß,  y,  ö) ,  welche  nicht  =  oi  mod.  q  ist,  gehört  die 
charakterististJie  Grösse 

(3)  J^{''^\ßyr:.(t^f-.^. 

Es  sei  ferner 

gesetzt  und  zur  eindeutigen  Bestimmung  des  Zeichens  q>  be- 
stimmt *) ,  dass  u  diejenige  von  den  2  Wurzeln  der  Congnienz 

(5)  M*  s  4  4-  ^  mod.  7* 

bedeute,  welche  positiv  und  <  \q*^  ist. 

An  die  Seite  dieser  Darstellungsform  der  Gruppe  treten 
die  imaginären  Gestalten  derselben.  Diese  sind  ebenfalls  durch 
die  Congruenzen  (1)  und  (2)  definirt;  nur  sind  die  Grossen 
CK,  ß,  yy  d  im  Allgemeinen  Imaginäre  im  Galois'schen  Sinue. 
Es  ist  nämlich 

a^a-hdVN  ö^a  —  dVN 

ß  =  b  -^cVN  y  =  6  — cV^ 

zu  setzen,  wo  A^  ein  fester,  Übrigens  beliebig  zu  wählender 

quadratischer  Nichtrest  von  q  ist  und  VA^  eine  Grosse  bedeutet, 

welche  der  Congnienz 

X*  S  N  mod.  q^ 

genügt.  «  Hingegen  sind  a,  b,  c,  d  wieder  irgend  weiche  ganze 
Zahlen  mod.  9^,  die  sämtlich  die  Bedingung  (2)  erfüllen  müssen, 
welche  sich  jetzt  in  folgender  Form  schreibt: 

(2')  a«  -  6«  +  (c«  —  flP)  ATs  1  mod.  q^. 

Die  Betrachtung  dieser  imaginären  Gestalten  der  Gruppe  ist 
nicht  nur  in  vielfacher  Hinsicht  sehr  zweckmässig,  sondern  bei 
manchen  Fragen  dem  Wesen  der  Sache  nach  überhaupt  nicht 
zu  vermeiden. 


4 )  Eine  Ausnahme  findet  nur  statt,  wenn  u  s  — —  S  0  mod.  9" 
ist.     S  hat  dann  die  Periode  S. 
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Die  Gruppe  G  enthält  die  ausgezeichneten  Untergruppen 
Ej  E^,  •  •  •  £'„_! ,  welche  bez.  alle  Substitutionen  enthalten,  die 
möd.  9,  mod.  9*,  •  •  •  mod.  q^'^  zur  Identität  w  congruent  sind. 
Die  Substitutionen  von  E^  sind  demnach  durch 

(6)  q>  {fiq^,    vf,    qtf)  ^  (p  Iji,  p,  q)^ 

dargestellt.  Für  jede  solche  Substitution,  welche  nicht  zugleich 
in  E''**  enthalten  ist,  für  welche  also  nicht  (larSQSO  mod.  q 
ist,  hat  man  die  charakteristische  Grösse 

(7)  n  SS  fi*  -^  pQ  mod.  q^"'^. 

Als  Ordnung  der  Gruppe  G  ergiebt  sich  leicht  die  Zahl 
^"-p —  9**"^*»  ^'^  Ordnung  von  E^  j'C**""^). 

Die  cycliiehen  Grappen. 

4 .  Fttr  9  >  3  hat  man  3  Arten  von  Substitutionen  von  6, 
die  nicht  zugleich  der  Gruppe  E  angehören,  zu  unterscheiden. 
Fttr  diese  Arten  ist  beziehungsweise : 

z/sOmod.,.     (!)-  +  <,     (!)--<• 

Die  Substitutionen  der  ersten  Art  (i7»0)  haben  sämmtlich  die 
Periode  9";  sie  ordnen  sich  also  zu  cyclischen  Gruppen  der 
Ordnung  ^  zusammen.  Ist  S  ^  9  [fi,  v,  q)  eine  solche  Sub- 
stitution (so  dass  also  z/ss^*-4-y^50  mod.  q ,  hingegen 
nicht  fiSPSQSO  mod.  q  ist),  so  sind  alle  Potenzen  von  S 
dargestellt  durch 

f  »4,2,  ....,  jn. 

Ebenso  sind  die  Substitutionen  der  zweiten  Art  1 1— j  s  4-  1 1 

in  Cyclen  der  Ordnung  ^-j—  9^"%  Jen®  der  dritten  Art  in  Cyclen 

der  Ordnung  ^  ^  ■  q^^^  enthalten.  Auch  hier  sind  die  Sub- 
stitutionen der  nämlichen  cyclischen  Gruppe  durch  Gleichung 
(8)  dargestellt;  nur  dass  ^  nicht  mehr  alle  Werthe  mod.  q^  be- 
schreibt, sondern  jedesmal  nur  diejenigen,  fttr  welche  die  Con- 
gruenz 

20* 
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(5')  u*  s  4  -f-  ^S*  ^<^'  9* 

reelle  Lösungen  u  hat, 

Ist  9  s  3,  so  sondern  sich  von  den  Substitutionen  der 
ersten  Art  diejenigen  ab,  für  welche  ^=  —  3  mod.  9  ist. 
Während  für  die  übrigen  Substitutionen  ill5  0  mod.  3  das- 
selbe gilt,  was  für  9  >  3  gosagt  ist,  zeigen  die  eben  bezeich- 
neten ein  anderes  Verhalten.  Es  vereinigen  sieb  nämlich  die- 
jenigen, fnr  welcfee 

^9)     z/  s  -  f  +  ^0  .  a»-*-^*  mod.  3^     ^,  ^  0  mod.  3 

ist,  zu  cyclischen  Gruppen  der  Ordnung  8^.  Diese  Cyclen  sind 
nicht  in  höheren  Cyclen  als  Untergruppen  enthalten.  Uebrigeos 
sind  die  Substitutionen  eines  solchen  Cyclus  (der  Ordnung  3^j 
wieder  durch  qp  (^§,  i/f.  q^)  [(Gleichung  (8)]  dargestellt,  allein 
^  muss  dabei  auf  die  Werthe  0,  1 ,  —  1  mod.  3**""*"^*  beschränkt 
bleiben. 

Ausserdem  sieht  nian)  dass  für  q  ss  3  Substitutionen  der 

2.  Art  1—1  a=  \  überhaupt  nicht  existiren. 

Die  Substitutionen  S  ^  <p  [fi,  v,  ^)f  der  Gruppe  £j.,  welefae 
nicht  zugleich  in  E^^^  enthalten  sind,  so  dass  nicht  gleiobzeitig 
fiSvSQSO  mod.  q  ist,  haben  sämmtlich  die  Periode  9^=9*'^ 
Sie  bilden  Cyclen  y  {^i^,  y|,  q^\.  der  Ordnung  q^. 

2.  Die  Classification*  der  cyclischen  Gruppen  kann  auf 
Grund  der  folgenden  Sätze  leicht  erledigt  werden. 

a)  Sollen  2  Substitutionen  S.mz  f  (a,  /?,  y,  d)  und  S'c=  f{a\  ^, 
y\  S)  mit  den  charakt^riatischen  Grössen  d  und  J\  welche 
der  Gruppe  C,  nichl  aber  der  Gruppe  i^  angrtören,  gleich- 
berechtigt sein,  so  muss 

(10)  .^/s^  mod.  (f 

sein.  Diese  Bedingung  reicht  für  ^  ^  0  mod.  q  auch  hin, 
dagegen  muss  im  Falle  ^50  mod.  q  noch  eine  der  Grössen 
[a  4-  (J)  /?,  —  (cf  4-  <Jj  y  denselben  quadratischen  Charakter 
4-1  oder  —1  mod.qr  haben,  wie (a -KT)/!?' oder  — (a'-*-d')/. 

b)  Ebenso  sind  2  Substitutionen  q>[[i^  v,  9)^  und  (p{fi\v\  q)^ 
der  Gruppe  E>p,  welche  nicht  zugleich  der  E•p^^  angehören, 
gleichberechtigt,  wenn 

entweder  a)  11  ^  fi^  -^  vgs  /!'»  jm'*  -¥-  ¥q  mod.  f**""^, 
JT^O  mod.  q,  oder  ß]  IT^IT  mod.  gf«-^  JT=0  mod.« 


Gruppe  dea  Modclaroleichungepc.  295 

ist  und  gleichzeitig  eine  der  Grössen  v,  —  ^.'  denselben 
quadratischen  Charakter  +  \  oder  — 4  mod.  q  hat,  wie  v 
oder  —  Q. 

Man  erhält  folgende  Resultate : 

Ist  q  >  3,  so  enthält  die  Gruppe  G 

a)  (?  +  4)  9**"*  gleichberechtigte  G^**  (/),  ^  s  0  niod.  ?"; 

i^  2  j  Gattungen  von  ?^=^  9'»-^'-*  G^**  (/',  6)  /^iVr  e  =  1 , 2,  •  •• 

n  —  < ;   J  sx  s^  9**"'  mod.  ^**,   «o  <  ^  ^^^-  9  »* 
V)  ^T"^  ?***'*  gleichberechtigte  G^^.,      (y)  «  1; 

<J)  ^  9**'-*  gleichbe^^achtigte  G^  ^^^,^     (:^)  «  -.  1. 

Hier  bedeutet  G^  eine  cyclische  Gruppe  der  Ordnung  o, 
ferner  ist  j  =  ^  oder  2  zu  setzen,  je  nachdem  9  s  3  oder 
5l  mod.  4  ist.     Ist  9s  3  mod.  4,    so  ist  für  die   eine  von 

den  8  Gattungen  {ß)  das  Legendre'sche  Zeichen  T^j  s  4-  4, 

für  die  andere  —  4.    Ist  hingegen  qs  ^  mod.  4,  so  sind  die  4 
Gattungen  [ß]  durch  die  Werthe  des  »Charakters« 

unterschieden,  wobei  die  angehängten  Indices  0  bedeuten; 
dass  der  Werth  0  mod.  q  fttr  die  betreffende  Grosse  auszu- 
schliessen  ist,  soll  der  angegebene  Charakter  einen  Sinn  haben. 
Ist  q  sr  3j  so  sind  die  OycUn  (y)  sowie  diejenigen  von  den 
Cyclen  [ß)  wegzulassen^  für  welche  ^/  s  —  3  mod.  9  ist.  Da- 
gegen treten  dann  folgende  Cyclen  neu  hinzu: 

e)  2  Gattungen  von  4  •  3***""'  gleichberechtigten  T,* , 
^  =  -  f  +  /o  •  3**"'**  mod.  3«, 
Charakter  ^M  ;     6  «  2,  3, ,     n  —  4  . 

t)  4  •  3**»-*  gleichberechtigte  F, ,     ^  =  —  |  iwod.  3*». 

Ftlr  die  in  E^  enthaltenen  Cyclen  der  Ordnung  g**"^  erhält  man, 
wenn  man  n  —  r  s  a  setzt  und  die  genannten  Cyclen  kurz  mit 
a  bezeichnet,  folgendes  (auch  fttr  9  s  3  gttltige)  Resultat. 
Die  Gruppe  fi'^  (t  =  1,  4,  •  •  *,  n  —  <)  enthalt: 
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a)   (9  4-  1)  ?^"*  gleichberechtigte  a (I)  ,      11  sO  mod.  9^; 

ß)  i  j  Gattungen  von  ^     .    9^"^^-*  gleichberechtigten  a  (/',  e), 
n^s^f'^  mod.  q^j  e  »  4,  2,  •  • .,  a  —  4);  Charakter 

(J) ,  wenn  9S3  mod.  4 ;  (i|)"*"  orfer  (g.)"«"  mod. ,, 
wenn  q  —  1  mod.  4  ; 


Die  Cyclen  von  E  sind  (wenige  Ausnahmen  für  9  =  3  ab- 
gerechnet) Untergruppen  der  Cyclen  von  6,  jene  von  E^  Unter- 
gruppen der  Cyclen  von  E  u.  s.  f.  Allgemein  ist  ein  Cyclus  a 
von  E^  in  9*  Cyclen  a  4-  4  von  Ä^^^  enthalten. 

m. 

Die  Ornppen  (er,  aj  nnd  {a,  a'). 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  jetzt  die  Aufstellung  der  Unter- 
gruppen von  E.  Von  diesen  Gruppen  werden  indes  hier  Dur 
diejenigen  studirt,  welche  mit  der  E^^^  entweder  eine  cycli- 
sche  Gruppe  Gg  oder  eine  (aus  9  4-  4  G^  bestehende)  Gruppe 
G'g*  gemeinsam  hii{>en.  Die  übrigen  Gruppen  enthalten  die 
ganze  E^^^,  gehören  daher  eigentlich  einem  kleineren  Modul 
als  q^  an. 

4 .  Eine  Grundlage  für  diese  Untersuchung  bilden  die  fol- 
genden Stttze,  welche  den  eigentlichen  Kern  der  Arbeit  aus- 
machen : 

a)  Die  Untergruppen  von  JF,  welche  nur  4  Gg  von  En^^  enthal- 
ten,  sind  Cyclen. 

b)  Die  Untergruppen  vonE,  welche  nur  1  G'^'  vonE^^^  enthalten^ 
können  sämmtlich  durch  je  2  Stä)stitutionen  *)  U^q>  [fi,  f^,  ^)i 
und  U'sz  (flfij  Vj  (}')j.'  erzeugt  werden^  für  welche  nicht 
die  Bedingung 

(H)  fi  :  V  :  Q  S  fÄi  v\  q  mod,  q 


i)    Selbstverständlich    ist   angenommen,    dass    nicht   gleichzeitig 
^  S  1"  S  ^  S  0  oder  fc'  S  »'^  S  ^'  S  0  mod.  q  ist. 
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existirt.  Die  Substitutionen  U^  t/'V (rc  =  0  J ,  ,  • ,  q^"^^  1 ; 
y  aa  0,  4 ,  •  •  •,  g^"^'—  4)  sind  dann  sämmtlich  von  einander 
verschieden  und  bilden  alle  SubstititHonen  der  erzeugten 
Gruppe.  Letztere  hcU  cUso  die  Ordnung  q^"^',  wenn  cyasn— t 
und  o'ss  n  —  T  gesetzt  wird. 

Es  sollen  diese  Gruppen  der  Ordnung  ^'*'^'  kurz  mit  (a,  a) 

bezeichnet  werden. 

c)  Zwei  Substitutionen  U  ^  tp  Ijij  v,  f)^j  U'ss  q)  {^',  v,  q)^' 
{nach  den  Angaben  von  (C)  angenommen)  bilden  immer  eine 
Gruppe  {a,  a),  wenn  r  H-  r  ^  n,  also  a  H-  a  S  n  ist. 
Ist  hingegen  t  «4-  »'<  n,  o^o  n  —  r  —  t  »  6  ctnc  positive 
ganze  Zahlj  so  ist  dies  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn 

(42)  S  «  r  -  JT  •  /r=  jw"«  +  v'q"  5  0  mod.  g^ 

ist.   Hierbei  hat  man : 

(13)   r«/i/i'-Hi:^^,  JT  =  /t*  +  v?,   /i'«iu'«4.yV; 

In  einer  leictit  zu  erkennenden  einfachen  Beziehung  zu  den 
Substitutionen  cu's  9>.(jm,  p,  f)^  und  oi'»  9>  (/i',  ^',  ^'l^*,  stehen 
die  quadratischen  Formen : 

(14)  ß Gl*  —  2  jUGi  —  y  mod.  ^  ;     ^'w*  —  2  fA(o  —  |/'  mod.  if\ 

Es  ist  nun  il  die  Discriminante  der  ersten  Form,  IT  die  der 
zweiten,  wahrend  2  T  die  simultane  Invariante  der  beiden  For^ 
men  darstellt.'  Daher  bleiben  diese  3  Grössen  erhalten,  wenn 
man  die  IT,  U'  in  Bezug  auf  die  Substitutionen  von  G  trans- 
formirt. 

d)  Bilden  q>  (ju,  v^  p)^  und  (p  (ju',  v\  q)^-  eine  Gruppe  (<y,  a ), 
wobei  ü  '^a  und  rj  ss  a^  a  gesetzt  sein  sollj  so  sind  alle 
Substitutionen  dieser  (a,  a')  durch 

(15)  Vixix-^  yfiq^j     xp-hyvq^,     ^ ?' ■♦- y ? 9'Ot' 

gegeben^  wo  x  alle  Reste  mod.  q^\  y  alle  Reste  mod.  q^  be- 
schreibt. 

Diese  eben  fUr  die  Gruppe  E  aufgestellten  Resultate  lassen 
sich  für  9  >3  ohne  Abänderung  auf  die  Gruppe  F^)  übertragen, 
weiche  dadurch  entsteht,  dass  man  zu  E  noch  die  Substitution 

4)  Diese  Gruppe  F  ist  keineswegs  ausgezeichnete  Untergruppe  von 
Gf  vielmehr  ist  sie  mit  g  -i-  4  Gruppen  gleichberechtigt. 
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Cd'  B  Ol  4-  4  mod.  q^  hinzunimmt.  Dies  ist  jedoch  f ttr  9  s=  3 
nicht  mehr  der  Fall.  Der  Grand  hiervon  liegt  wieder  in  der 
schon  oben  besprochenen  Ausnahmestellung  der  Cyclen  F/  und 
r,.  Im  Falle  9  »  3  gelten  die  oben  angegebenen  Sätze  nur  für 
jene  Untergruppen  von  F,  virelcbe  keinen  Cycius  T,  bez.  T/ 
enthalten.  Die  Gruppen  mit  einer  solchen  cyciischen  Gruppe 
sind  besonders  zu  behandeln. 

2.  Von  besonderem  Interesse  sind  unter  den  Gruppen 
{Oj  a)  Mrider  diejenigen,  für  welche  a^a  ist,  welche  also 
mit  {Oj  a)  zu  bezeichnen  sind.  Diese  stehen  in  einer  bemer- 
kenswerthen  Beziehung  zu  den  cyciischen  Gruppen,  welche  sich 
in  folgendem  Satze  ausspricht : 

Die  SiAstütdionen  von  6,  toelche  die  Gruppe  (a,  a)  = 
[^(/i,  V,  ^)y,  y  (/i',  v\  ^%]  in  sich  transformiren ,  Irans- 
formiren  zugleich  den  Cycius  ü'"=  q>  {fi\  v" ,  q')^  in  sich  und 
umgekehrt.  Die  Bedeutung  von  ju",  v\  g"  siehe  Gleichung  (<3). 

Hierdurch  werden  die  Gmppen  (a,  a)  und  die  Gyclen  [a] 
in  einer  durch  Transformation  unzerstörbaren  Weise  aufein- 
ander bezogen,  sodass  gleichberechtigten  (a,  c)  auch  gleich- 
berechtigte o  entsprechen  und  umgekehrt.  Die  Classification 
der  Gruppen  [a,  a)  ist  dadurch  auf  jene  der  Gyclen  a  zurttck-- 
geftthrt. 

Noch  in  einer  andern  Hinsicht  ist  der  eben  angegebene 
Satz  von  Interesse.  Er  zeigt  nämlich  für  die  Gruppen  (a,  a] 
die  eigentliche  Bedeutung  der  Grösse  S,  die  in  Gleichung  (42J 
auftritt.  Diese  ist  hiernach  nichts  anderes,  als  die  charakteri- 
stische Grösse  IT'  der  cyciischen  Gruppe  a,  welche  zu  der 
Gruppe  (a,  a)  gehört. 

3.  Etwas  umständlicher  hat  sich  die  Aufstellung  der  Grup- 
pen (a,  a),  a>  a  gestaltet.  Ich  habe  hierbei  den  folgenden 
Weg  eingeschlagen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  jede  (a,  a),  a^a  eine  Gruppe 
{a,  a)  als  ausgezeichnete  Untergruppe  enthält.  Die  Gruppen 
[Of  a)  können  also  erzeugt  werden ,  indem  zu  jeder  [a,  ff]  die 
«passenden«  Cyclen  a  hinzugenommen  werden.  Als  passend 
ist  ein  Cycius  a  dann  zu  bezeichnen,  wenn  er  eine  cyclische 
Gruppe  a  der  Gruppe  (a,  a)  in  sich  enthält  und  die  Bedingung 
(c,  s.  Gleichung  42)  erfüllt  ist.  Beide  Bedingungen  sind 
übrigens  sehr  leicht  zu  befriedigen. 
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Man  geht  nun  von  einer  bestimmten  (a,  ü)  aus.  Zu  ihr 
geb<&rt  eine  Gruppe  W,  die  alle  jene  Substitutionen  von  G  in 
sich  enthält,  welche  die  (a,  a)  in  sich  transformiren.  Man 
transfonnirt  jetzt  die  passenden  Substitutionen  a  in  Bezug  auf 
alle  Substitutionen  von  W,  so  ordnen  sich  dieselben  zu  Gattun- 
gen von  )» relativ  gleichberechtigten  Cyclena  zusammen,  wo  eine 
Gattung  aas  allen  jenen  Cyclen  a  besteht,  welche  relativ  gleich- 
berechtigt sind»  d.  h.  welche  durch  Transformation  in  Bezug 
auf  eine  Substitution  von  W  aus  einander  abgeleitet  werden 
können.  Wesentlich  ist  hierbei  die  Aufstellung  von  »Charak- 
teren«. Es  sind  daruntersolcbe Functionen  von  /u,  v,  q  gemeint, 
welche  bei  den  oben  genannten  Transformationen  ungeändert 
bleiben,  welche  daher,  samtlich  ftlr  den  einen  Cyclus  dieselben 
Werthe  haben,  wie  fttr  den  anderen^  sobald  diese  2  Cyclen  relativ 
gleichberechtigt  sind.  Ein  volles  System  von  Charakteren  hat 
man,  wenn  man  umgekehrt  aus  der  Gleichheit  der  Charaktere 
auf  die  relative  Gleichberechtigung  der  entsprechenden  Cyclen 
schliessen  kann. 

Es  ist  nunmehr  klar,  dass  man  gleichberechtigte  (a,  o) 
mit  gemeinsamer  (a,  a)  erhält,  w*enn  man  zur  (a,  o)  relativ 
gleichberechtigte  a  hinzunimmt  und  dass  umgekehrt  gleich- 
berechtigte (a,  a)  mit  gemeinsamer  (a,  o]  noth wendig  relativ 
gleichberechtigte  Cyclen  a  enthalten  müssen.  Um  die  Zahl  z 
der  zu  einer  gegebenen  (<t,  q)  glejcbbereohtigten  Gruppen  mit 
derselben  (a,  a]  zu  finden,  hat  man  also  dann  nur  mehr  abzu- 
wählen, wie  viele  a  von  derselben  Gattung  dieselbe  enthalt, 
-eine  Aufgabe,  die  in  jedem  gegebenen  Falle  sehr  einfach  ist, 
Ist  femer  die  Zahl  der  gleichberechtigten  (a,  a)  mit  /  bezeich- 
net, so  hat  man  offenbar  iz  gleichberechtigte  (a,  a], 

Vf. 

Die  tbrigen  nicht  •cyclijchen  Gruppen. 

Die  Aufstellung  der  nicht-cyclischen  Gruppen  von  G  bietet 
jetzt  nach  Erledigung  der  Gruppen  von  E  und  F  keinerlei 
Schwierigkeit  mehr.  Es  ist  bei  Durchführung  dieser  Aufgabe 
wohl  am  zweckmässigsten ,  3  Arte»  von  Gruppen  zu  unter- 
scheiden, nämlich 
a]  Gruppen,  welche  keine  Substitution  (die  Identität  ausge- 
nommen] , 
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b)  Gruppen,  welche  eine  cyclische  Gruppe, 

c)  Gruppen,  welche  eine  (a,  a)  oder  (a,  a)  mit  E  gemeinsam 
haben. 

1.  Die  Gruppen  des  ersten  Falles  sind  offenbar  im  allge- 
meinen zu  denjenigen  Untergruppen  der  Galois'schen  Gruppe 
der  Modulargleichungen  für  den  Transformationsgrad  q  holo^ 
drisch  isomorph,  deren  Ordnungen  nicht  durch  q  theilbar  sind. 
Es  sind  dieses  (ausser  Gyclen)  nur  Doppelpyramidengruppen, 
Tetraedergruppen,  ferner  Ikosaedergruppen  fttr  9 sd=1  mod.5, 
Oktaedergruppen  für  9  s  dr  1  mod.  8.  Nur  im  Falle  9  as  3 
findet  wieder  eine  Ausnahme  statt.  Es  gibt  nämlich  für  diesen 
Fall  stets  Gruppen  (der  ersten  Art],  welche  zur  Galois'schen 
Gruppe  der  Modulargleichung  far  3,  also  zur  Tetraedergnippe 
holoedrisch  isomorph  sind. 

2.  Die  Gruppien  des  2.  und  3.  Falles,  sowie  die  Ausnahme- 
gruppen des  Falles  gas  3  lassen  sich  wieder  in  derselben  Weise 
aufstellen,  wie  dies  bei  den  Gruppen  [a,  if)  geschehen  ist.  Es 
sind  nämlich  die  enthaltenen  Gruppen  a  bez.  (a,  a)  oder  (a,  c) 
wieder  ausgezeichnete  Untergruppen  der  betrachteten  Gruppe. 
Die  rechnerischen  Details  sind  dabei  durchaus  sehr  einfach. 


Die  homogenen  linearen  Substitationen. 

Die  für  die  gebrochenen  linearen  Substitutionen  gewon- 
nenen Resultate  lassen  sich  sogleich  auf  die  homogenen  Substita- 
tionen ttbertragen.  Bezeichnet  man  die  ganzzahlige  Substitution 


durch 


W,'=s    ycOj   -♦-  d 


-CS 


so  sind  die  Substitutionen  der  Gruppe  G'  der  homogenen  Sub- 
stitutionen durch 


j=(;^)»«i.^ 


dargestellt,  wo  a^  /?,  y,  d  alle  möglichen  ganzen  Zahlen  mod.  9" 
der  Bedingung  a  j  —  /?y  s  1  mod.  9**  beschreiben. 
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Man  sieht  nun  leicht,  dass  (9  >>  2  vorausgesetzt) 


(V  -\) 


die  einzige  Substitution  der  Periode  2  ist,  die  in  G'  vorkommt. 
Daher  enthalt  G'  die  cyclische  Gruppe  [e)  der  Ordnung  2  als  aus- 
gezeichnete Untergruppe. 

Hieraus  ergeben  sich  sogleich  die  folgenden  Satze : 
Jeder  Gruppe  von  G  mit  gerader  Ordnung  0  entspricht 
eine  Gruppe  von  G'  mit  der  Ordnung  io.  Dagegen  entspricht 
einer  Gruppe  von  G  mit  ungerader  Ordnung  0  sowohl  eine 
Gruppe  von  G'  mit  der  Ordnung  0,  als  auch  eine  solche  mit  der 
Ordnung  io.  Insbesondere  erkennt  man,  dass  die  Gruppe  G' 
keine  Untergruppe  enthSilt,  welche  zu  einer  Doppelpyramiden- 
gruppe, zu  einer  Tetraeder-,  Oktaler-  oder  Ikosa^dergruppe 
oder  zur  Gruppe  G  selbst  holoedrisch  isomorph  ist. 


O.  Morera»  Zur  Transformation  und  Theilung  der  ellip^ 
tischen  Functionen.    (Vorgelegt  von  F.  Klein.) 

In  seiner  Note  :  »Zur  Theorie  der  elliptischen  FupctioDen 
71^«'  Stufe«  ^)  hat  Herr  Klein  das  Problem  der  n-Theilung  uod 
das  damit  eng  verbundene  Problem  der  Transformation  n^'  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  fttr  alle  durch  3  nicht  tbeii- 
bare  ungerade  Zahlen  n  auf  die  Bestimmung  gewisser  Moduln 
n^^  Stufe  zurückgebracht,  die  er  mit  den  Buchstaben 


bezeichnet.    Hier  ist 


2 


..-f: 


^ 
^ 


und  kann  dementsprechend  als  Wurzel  einer  mehrfach  unter- 
suchten Multiplicatorgleichung  berechnet  werden ,  worauf  aus 
wohlbekannten  gruppentheoretischen  Principien  folgt,  dass  die 
fernere  Bestimmung  der  z^^  •  •  •  js^^i  nur  noch  Wurzelzeichen 

erfordert.  Ich  werde  im  Folgenden  zeigen,  wie  man  die  Grössen, 
aus  denen  die  betreffenden  Wurzeln  zu  ziehen  sind,  im  Falle 
eines  primzahligen  n  (n  ]>  3)  berechnen  kann. 

Möge  es  vorab  gestattet  sein,  den  Zusammenhang  der  Sab- 
stitutionsgruppe,  welche  Herr  Klein  I.  c.  fttr  die  z„  angegeben 
hat,  mit  derjenigen  Gruppe  darzulegen,  welche  ich  im  25^^ 
Bande  der  Mathematischen  Annalen^)  allgemein  für  Grössen, 


^]  cf.  diese  Berichte,  Sitzung  vom  4  4.  November  4884. 

*}  lieber  einige  Bildungsgesetze  in  der  Theorie  der  Theilung  und  der 
Transformation  der  elliptischen  Functionen;  vergl.  insbesondere  p.  S10 
daselbst. 
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die  ich  B^^  naanie,  aufgesteih  habe.  Ich  Iheilte  dort  das  Ver- 
halten der  B^  bei  drei  fundamentalen  Operationen,  die  ich  S, 
üa,  T  nannte,  mit.  Um  mit  den  Angaben  von  Herrn  Klein 
Uebereinstimmung  zu  erzielen,  muss  man  statt  ihrer  drei  andere, 
gleichberechtigte  Operationen  in  Betracht  ziehen : 

und  diese  (wie  es  im  Folgenden  durchweg  geschehen  soll)  mit 
Sj  Uq,  T  bezeichnen,  man  muss  femer*  die  unbestimmt  ge^ 
lassene  Einheitswurzel  q  so  fixiren,  dass  ^**  as  e  wird,  wo 

e  =s  e  *^  .  In  der  Th»t  kommt  dann ,  indem  wir  noch  js^  für 
B„  schreiben :  ... 

« (n  —  €c] 


(<) 


--(t) 


n  —  4  —5 — 


wo  der  Index  aa  modulo  n  zu  nehmen  und  mil  Berücksich- 
tigung der  Bedingung 

auf  seinen  kleinsten  Rest  zu  reduciren  ist. 

Ich  verabrede  fernerhin  noch  die  folgende  Ausdrucksweise. 
Die  Gruppe  der  n  [n  ^  i)  Operationen 

S'Ua 

will  ich  kurz  die  metacyclische,  die  in  ihr  enthaltene  Untergruppe 

von  — ^— r^^^ —  Operationen 

die  halbmetacyclische  Gruppe  nennen  und  diese  Ausdrucksweise 
auf  die  Functionen  übertragen,  welche  bei  den  betreffenden 
Gruppen  ungeändert  bleiben.  Die  Grösse  A^  ist  dann  halb- 
metacyclischy  ihr  Quadrat  metacyclisch.  Alle  halbmetacyclischen 
Functionen  sind  durch  g^,  9,  und  A^,  alle  metacyclischen  durch 
9tj  9$  und  A^^  rational  darstellbar. 
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§  4 .  Allgemeines  über  die  folgenden  Entwiokelongen. 

Der  Plan  der  vorliegenden  Untersuchung  ist  selbstver- 
ständlich der  folgende :  aus  den  js^^  eine  hinreichende  Anzahl 
von  metacyclischen  oder  halbmetacyclischen  Functionen  zu 
bilden;  durch  welche  man  rückwärts  die  js^  mit  Hülfe  von 
Wurzelzeichen  berechnen  kann^  —  und  dann  die  betreffenden 
Functionen  durch  g^,  g^  und  i4^*,  bez.  A^,  rational  [darzu- 
stellen. 

Eine  erste  hierher  gehörige  Formel  hat  bereits  Herr  Klein 
I.  c.  mitgetheilt;  dieselbe  lautet*) : 

n*  -  i  In  -  4\»  n  -  8 

(3)      z,z,...z^^,  .^    «*     «I*    «    I  .VÜ'A^ 


0 


Im  Falle  n  s  5  reicht  diese  Relation,  mit  den  bekannten  in- 
varianten Ikosaäderformen  combinirt,  zur  Bestimmung  aller 
halbmetacyclischen  Functionen  aus.  Insbesondere  berechnen 
wir  aus  ihr  z^^^,  ä,*®,  worauf  die  Berechnung  von  s^  oder  z^ 
selbst,  wie  es  die  Theorie  verlangt,  durch  eine  zehnte  Wurzel 
erfolgt.  Dagegen  erscheint  ear  schwierig,  in  höheren  Fällen  ein 
ähnliches  Verfahren  durchzuführen.  Ich  kehre  also  weiterhin^ 
was  die  Auswahl  der  metacyclischen  oder  halbmetacyclischen 
Functionen  der  z^  betrifft,  zu  den  bekannten  Ausdrücken  von 
Lagrange  zurück^  die  man  auch  sonst  der  Theorie  der  höheren 
Gleichungen  zu  Grunde  zu  legen  pflegt. 

Zugleich  gestatte  ich  mir  noch  die  weitere  Aenderung, 
dass  ich  ^4^  durch  seinen  reciproken  Werth,  den  ich  D^  nen- 
nen will,  ersetze.  Dieser  reciproke  Werth  ist  nämlich,  wie  be- 
kannt, von  den  Zahlenco^fficienten  abgesehen  eine  ganze  alge- 
braische Grösse  des  Rationalitätsbereiches  (g^,  g^),  und  durch 
diesen  Umstand  wird  die  spätere  Rechnung  wesentlich  erleich- 
tert. Uebrigens  haben  wir  für  D^  und  die  aus  ihm  durch 
lineare  Transformation  der  Perioden  entspringenden  Grössen 

^0,   ^i,    ""  ^n-i 
in  Uebereinstimmung  mit  der  Angabe  auf  p.  207  des  25^° Ban- 
des der  Math.  Annalen  folgende  Umwandlungstabelle : 


Vergl.  diese  Berichte,  Sitzung  vom  4.  März  4885. 


(*) 
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(i)^)S«ß^^,,     [|U  =  00,  0,  ...  (n- 4)], 

{DjT^D,,  (Z)o)r=(:^)./)«,  {Di]t^[±)d^^^ 


§  2.  üabar  das  Yarhalton  dar  in  Batracht  kommandan  GröMan 
in  dan  Granspiinctan  dat  oi-Ebana. 

Der  weiteren  Untersuchung  hat  eine  Betrachtung  der 
Grenzpuncte  der  ca- Ebene  vorauszugehen,  d.  h.  derjenigen 
Puncte,  denen  reelle  rationale  Werthe  von  gi,  oder  der  Werth 
Ol  a  ioo,  entsprechen.  Was  zunächst  den  Punkt  cu  s  too  an- 
geht, so  haben  wir  die  folgenden,  nach 

fortschreitenden  Reihenentwickelungen : 
9,  -  (~)*[Thr  +  ii-q'  -  33?«-  ...)]  , 


(5) 


w  — 1     +»  (62 -HD« 


«a=l      '^       \i7r/  f  f    OD  (22-H)'|H         » 

0 

und  also  für  die  Umgebung  des  Punctes  w  ss  ioo  in  erster  An- 
näherung folgende  Darstellung  unserer  Functionen : 
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(6) 


(^«) 


Vn        \«i/ 


n— 1 
2 


(>-'i) 


(s) 


3n~l 


—  a(n  —  o) 


Was  die  anderen  Grenzpuncte  angeht,  so  entstehen  sie  alle  aus 
(j  s  2  00  durch  Anwendung  geeigneter  linearer  Transformatio- 
nen der  Perioden.  Wir  werden  also  das  Verhalten  unserer 
Functionen  in  ihrer  Nahe  beurtheilen^  indem  wir  umgekehrt  die- 
jenigen Ausdrücke^  welche  aus  unseren  Functionen  durch  irgend- 
welche lineare  Transformation  der  Perioden  entstehen,  in  der 
Umgebung  von  cj  =  too  betrachten. 

In  diesem  Sinne  treten  den  Pormeln  (6)  beispielsweise  die 
folgenden  an  die  Seite : 


(7) 


2 


,«-1       !!_ 


r].-.-.(.-^°-r-ri(^) 


3fi-1 


i(^ 


4n    . 


Ich  unterlasse  es,  die  anderen  Formeln  herzusetzen,  welche  ent- 
stehen ,  wenn  man  statt  T  die  sonstigen  Operationen  TS*  etc. 
in  Anwendung  bringt.  Bemerken  wir  Ubrijens ,  dass  unsere 
Grössen  D  ^  und  z^^  nirgendwo  sonst  Null  od«i^  unendlich  wer- 


den, als  IQ  den  Grenzpuncten  der  cti-Ebene.    Bei  D, 
der  Werth  Unendlich  überhaupt  ausgeschlossen;' 


ist  sogar 


§  3.   üeber  das  Differenze'nproduct  der  OrössenC. 

Die  Gleichung  {in  -h  i)**"  Grades,  welcher  D^  unter  Vor- 
aussetzung eines  primzahligen  n  0>3)  genügt,  ist  bekanntlich 
eine  Gleichung  {n  ^  if^  Grades  für  die  Grösse  D*^,  die  ich 
hier,  wie  in  Band  XXV  der  Mathematischen  Annalen ,  mit  C^ 
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bezeichnen   will.     Ich   werde    nun   den   wichtigen   Satz   be- 
weisen : 

Das  Differenzenproduct  der  Grössen 

ist  eine  ganze  rationale  Function  von  </, ,  (/, ,  welche  eine  be- 
stimmte  Anzahl  von  Malen  den  Factor  J  enthalt. 

Indem  wir  das  in  Rede  stehende  Differenzenproduct  mit  SJ 
bezeichnen,  haben  wir: 


(«)      v  = 


^ 


-I 


'n— 1 


-,»-1 
'h-1 


C.-.     1 


Wir  haben  zunächst  zu  zeigen,  daSs  sich  V  ^^^  ^^^^  Operationen 
8,  T  und  also  überhaupt  bei  linearer  Transformation  der  Perio- 
den  nicht  ändert.  Dies  ist  bei  S  sofort  deutlich,  denn  der 
Formel  (4)  zufolge  vertauschen  sich  bei  der  Operation  S  die  In- 
dices  0,  <,  ...  (n— 4)  derC  cyclisch,  was  auf  den  Werth  von  V 
ohne  Einfluss  ist.  Was  7  angeht,  so  unterscheide  man,  ob  (n+4) 
oder  (w  —  4)  durch  4  theilbar  ist.  Im  ersleren  Falle  hat  die  Con- 
gruenz  e*=  —  4  (mod.  n)  keine  Wurzeln,  der  Operation  7  ent- 


sprochen also,   der  Formel  (4)  zufolge, 


n  +  4 


Transpositionen 


zweier  Horizontalreihen  von  SJ.  Im  zweiten  Falle  finden  wir 
zwei  Wurzeln  der  genannten  Congruenz;  es  bleiben  also  zwei 
Horizontalreihen  von  V  ^^^  ^  ungeändert  und  wir  haben  nur 

"7     Transpositionen  zweier  Ilorizontalrelhen.    Die  Anzahl  der 

Transpositionen  ist  hiemach  allemal  gerade^  was  eben  darauf 
hinauskommt,  dass  SJ  bei  T  ungeändert  bleibt,  w.  z.  b.  w.  — 
Wir  beachten  femer,  dass  S^,  nach  der  Schlussbemerkung  des 
vorigen  Paragraphen,  nirgendwo  unendlich  wird.  Hieraus  aber 
und  aus  der  UnverUnderlichkeit  von  V  ^^^  linearen  Transforma- 
tionen der  Perioden  schliessen  wir  in  bekannter  Weise*),  dxiss  ^ 


^)  Siehe  hier  und  in  der  Folge : 
tischen  Annalen,  p.  555. 
tfatfa.-pby«.  Classe  IStö. 


Hurwitz  in  Band  48  der  Mathema- 


24 
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eine  ganze  rationale  Function  von  g^ ,  g^  ist,  was  den  ersten  Theil 
unserer  Behauptung  ausmacht. 

Es  gilt  jetzt,  die  Form  der  ganzen  Function  zu  bestimmen, 
der  V  E^^'^^^  '^^t.  Als  Dimensionen  derselben  in  aß^ ,  (o,  finden 
wir  sofort 

Nun  zeigt  aber  Formel  (6)  und  (7),  dass  V  ^^^  ^^  '^  ^'^ 

(n-  4)(n»-  4) 

q  '' 

verschwindet.    Wir  schliessen  hieraus,  dass  es  durch 

J  «* 

theilbar  sein  muss.    Dahei^  haben  wir  schliesslich : 

(9)  V  =  -^  '*  •   Gn»~4  . 

4 

WO  G  eine  ganze  rationale  Function  von  g^ ,  9,  ist ,  die  nicht 
mehr  durch  J  theilbar  ist.    Wir  werden  setzen : 

(4 0)  Gn»- 4  =  ^c;t^  ffi^  ff»'*  ' 

4 

WO  A,  /i  alle  positiven  Zahlenpaare  zu  durchlaufen  haben,  für 
welche 

ist.  Die  hier  auftretenden  Constanten  cxu  müssen  wir  uns  — 
wie  auch  spüter  in  den  analogen  Formeln  —  in  der  Weise  be- 
rechnet denken,  dass  wir  in  (9)  die  Reihenentwickelungen  (5) 
eintragen  und  beide  Seiten  der  entstehenden  Gleichung  ver- 
gleichen. 


§  4.   Erweitenmg  des  oben  bewiesenen  Satzes. 

Der  gerade,  betreffs  der  Determinante  V  bewiesene  Salz 
kann  folgcndermassen  verallgemeinert,  bez.  modificirl  werden. 
Wir  denken  uns  die  Terme  irgend  einer  Verticalreihe  von  V- 


durch 
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ersetzt,  wo  k  irgend  eine  metacycHsctie  Function  sein  soll,  die 
nur  in  den  Grenzpuncten  der  co-Ebene  unendlich  wird.  Die  so 
veränderte  Determinante  nenne  ich  Vfc  W«  (^ff^^bar  ist  S7k  [x\ 
gleich  einer  ganzen  rationalen  Function  von  g^ ,  g^  t'on  angebbarem 
Grade,  jedesmal  getheilt  durch  eine  von  vornherein  erkennbare 
ganze  Potenz  von  ^J,  Die  Berechnung  der  im  Ziihler  auftreten- 
den ganzen  Function  der  g^,  g^  kann  wieder  mit  Hülfe  der 
Reihenentwickelungen  nach  q  erfolgen,  selbstverständlich  unter 
der  Voraussetzung,  dass  wir  die  Entwickelungen  von  x^  ix)  Tele, 
kennen. 

§  5.    Bestuninnng  der  js„  im  Falle  n=  —  4  (mod.  n). 

Auf  Grund  der  in  §§  3,  4  gege))enen  IlUlfssUtze,  bez.  unter 
der  Annahme,  dass  man  die  bei  ihnen  postulirte  Berechnung 
gewisser  Constanten  durchgeführt  habe,  gestaltet  sich  jetzt  die 
Bestimmung  der  js„  sehr  einfach. 

Sei  zunächst  n=  —  <  (mod.  n).    Es  ist  dann  (—  <)  Nicht- 

rest,  und  da  bei  der  Operation  J7_^  jedes  J3„  in  (— — )  -5-«  über- 
gehen soll,  j5_„  aber  gleich  —  js„  ist,  so  bleibt  5„  bei  der  Ope- 
ration U^^  ungeändert.  Hierin  liegt  es,  dass  in  diesem  Falle 
jede  halbmetacyclische  Function  der  z^  immer  auch  metacyclisch 

ist.  Hierin  liegt  weiter,  dass  es  gestattet  ist,  die         ■  Grössen  z^^ 

in  der  Weise  aufzuzählen^  dass  man  den  Index  a  alle  zu  n  ge- 
hörigen Reste  durchlaufen  lässt,  ihm  alsofoIgendeWertheertheilt: 

unter  g  eine  Primitivwurzel  moduh)  n  verstanden. 

Ich  bilde  mir  nun  folgende  halbmetacyclische  und  also  me- 
tacyclische  Functionen  der  jz„ : 

i4* 
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WO  ^  eine  primitive  r  "*    y^  Einheitswurzel   bezeichnen  soll 

und  V  J«*s  Differenzenproduct  des  §  3  vorstellt.  Offenbar  lassen 
sich  die  J5„  oder  Zg^ ,  sobald  die  q)^  bekannt  sind,  sehr  leicht 
berechnen,    in  der  That  ist: 


«  —  1 

a  =  1                                             ^* 

woraus  folgt : 

u 

n-l 

■n 

) 

(<2)  v--i/(„-V<,.-i'9'/' 

n-l 

^"Ufi 

Alles  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Functionen  (p^  durch  die 
bekannten  Grössen  auszudrücken.  Dies  aber  wird  sofort  durch 
den  Satz  des  §  4  geleistet.  Wir  haben  nämlich,  indem  wir  die 
dort  eingeführte  Bezeichnungsweise  aufnehmen : 

(13)  T^^^VJ^l-^«- 

Es  gilt  nur  noch  den  Grad  der  ganzen  Function  von  j,,  g^  und 
die  Potenz  von  V  anzugeben,  welche  bei  der  Auswerthung  der 
vorkommenden  V*  entstehen.    Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir, 

dass  sich  die  Functionen  ^  in  der  Nühe  von  co  s=  f  oo  wie  fol- 
gende Ausdrücke  verhalten : 


.-r-^-")- 


n*-  4 


9 
Daher  sind  diejenigen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  Vik  (^)  ? 

die  für  lo  ==  tco  am  stärksten  unendlich  werden,  durch  fol- 
gende Potenz  von  q  bezeichnet : 


n«  -  Wn  +  4  \        » 


-  4  .  n«  -  4        ,     n*  -  4 


^  ,        ,     .  ,  42  6« 

Nun  kann  aber  S7k  ^^^  wie  eine  ganze  negative  Potenz  von  J 
unendlich  werden.    Bezeichnen  wir  daher  durch 


['■  ■  ^-] 
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die  grösste  ganze  Zahl,  welche  in  ^- 
haben  wir  jedenfalls  diesen  Sau :  dass    . 


»11 

enthalten  ist,  so 


n»  -  i  /n  +  4         \        n  -  4  .  n^  -  1        f       n^  -  ll 


(<^)  vJ 


e/ne  ganze  Function  von  y^ ,  </,  isL     Den  Grad  dieser  ganzen 
Function  ßnden  wir  gleich: 


,,„-<)-.s[y^^-ü]----; 


-  2n  -  5 


»  -  3 


worauf  wir  die  Function  nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Co^fficientcn  berechnen.  Hiermit  sind  dann,  wie  wir  bereits 
ausführten,  die  z^  selbst  gefunden. 


§  6.     Bestimmung  der  2^  im  Falle  n  =  i  (mod.  n). 

Was  die  Berechnung  der  3^  im  Falle  n  =  \  (mod.  n)  an- 
geht, so  werden  wir  im  Wesentlichen  dieselben  Principien  ver- 
wenden. Es  sei  jetzt  Q  eine  primitive  r  ""  r^  Einheitswurzei. 
ich  stelle  dann  zunächst  folgende  Functionen  auf: 


(45)     1/;^  = 


2n 


^©«-V 


a=l 


4 


I 


^ö«'-V- 


V. 


n  -  t 


(v=1,2,3,  ...!^) 


Da  j    *      in  unserem  Falle  mit  (—  1)  congruent  ist,  so  ist 


^2» 


2w 


und  unsere  Functionen  sind  halbmctacyclisch.  Gleichzeitig 
erkennt  man,  dass  sie  nur  die  Hälfte  der  ■-^—  Grössen  3^^  ent- 
halten, nämlich  diejenigen,  deren  Index  mit  einem  quadratischen 
Reste  modulo  n  congruent  ist  [was  jetzt,  wo  n=  4  (mod,  4)  für 
a  und  —  a  immer  gleichzeitig  eintritt  oder  nicht  eintritt].  Daher 
werden  wir  neben  den  Functionen  (45)  noch  die  anderen  be- 
trachten müssen,  welche  aus  (4  5)  durch  die  Operation  Ug 
hervorgehen : 


312  G.  HORBBA, 


Jedenfalls  berechnen  wir  die  Zg^ay  Sgia^i  aus  den  i//„,  ip^/ 
genau  so,  wie  wir  vorhin  (Formel  12)  die  dort  in  Betracht  kom- 
menden Zgia  aus  den  g)^  berechnet  haben.  Aber  auch  die  Be- 
stimmung der  1/;^,  ip^'  durch  die  bekannten  Grössen  kann  Id 
ganz  ähnlicher  Weise  durchgeführt  werden.  Wir  werden  nüm- 
lieh  zunächst  die  beiden  Combinationen  zu  bestimmen  suchen : 

(<7)  V.  +  V/.     ^^^^^'. 

JJco 

die  beide  metacyclisch  sind.    Es  erscheint  überflüssig,  dies  noch 
in's  Einzelne  gehend  auszuführen. 


§  7.    üeber  die  Zusammengehörigkeit  gewisser  Wurzeln. 

Die  in  §§  5  und  6  für  die  Za  gewonnenen  Ausdrücke  unter- 
liegen noch  insofern  der  Kritik,  als  man  nicht  weiss,  wie  die 
bei  ihnen  auftretenden  n*«",  resp.  2n*®°  Wurzeln  zusammen- 
gehören. Aber  diese  Theorie  kann  leicht  vervollständigt  werden. 
In  der  That  werde  ich  hier  andeuten,  wie  man  nach  Auffindung 
einer  ersten  Grösse  jz^  die  übrigen  rational  berechnen  kann. 

Wir  setzen  etwa  z^  als  bekannt  voraus.  Dann  ist 
Zf^  55^**"  '"^  unter  (a*)  den  modulo  n  genommenen  kleinsten 
Rest  von  a*  verstanden,  eine  cyclische  Function  und  also  mit 
Hülfe  von  z^^  rational  darstellbar.  Ich  will  insbesondere 
ns  —  4  (mod.  4)  voraussetzen  und  jetzt  unter  a  das  Quadrat 
einer  bestimmten  zu  n  gehörigen  Primitivwurzel  g  verstehen. 
Ich  schreibe  dann 

(18)  ^«^.»-<"*'  =  J'^a.^,-* 

und  wende  auf  diese  Gleichung  der  Reihe  nach  die  Operationen 
an: 

(|ii=0,<,  •••,~7-';   A  =  0,4,2,...,(n-4)). 
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So  entstehen  — - —  Gleichungen,  aus  denen  wir  die  Coöffi- 
cienten 

^0»  ^A»  ^«»  •  •  • 
unter  der  Form  eines  Quotienten  zweier  Delerminanten  berech- 
nen können.  Eine  leichte  Discussion  zeigt  dann,  dass  diese 
Determinanten  bei  allen  linearen  Transformationen  von  w^ ,  lo^ 
ungeUndert  bleiben  und  (ktss  sich  dieselben  in  folgender  Form 
darstellen  lassen  müssen : 

(<9)  -  ^;^''. 

wo  (X  eine  bestimmte  ganze  Zahl  und  G  eine  ganze  Function  von 
!/« >  ^3  ^^^  angebbarem  Grade  ist.  —  Hat  man  einmal  die  lix 
berechnet;  so  erfährt  man  die  Werthe  der  verschiedenen  z  aus 
[iS)  und  den  anderen  Gleichungen,  die  aus  (48)  durch  die 
Operation  (7^^^  entstehen. 

FUr  ns4  (mod.  4)  muss  die  Formel  (48)  natürlich  etwas 
modificirt  werden.    Wir  werden  dann  schreiben  : 

(20)  ^aV-'"*'»^*»-^^ 

;i=o 

wo  nur  diejenigen  Kx  von  Null  verschieden  sind,  welche  einen 
geraden  resp.  einen  ungeraden  Index  besitzen,  unter  («*)  eine 
gerade  oder  ungerade  Zahl  verstanden.  Uebrigens  bleiben  die 
weiteren  Ueberlogungen  dieselben,  da  sich  die  K^  wieder  durch 
Quotienten  zweier  durch  Formeln  vom  Typus  (49)  darstellbarer 
Determinanten  müssen  ausdrücken  lassen. 


SITZUNG  AM  6.  JULI  1885. 

Walther  Dyck,  Beiträge  zur  Analysis  silus,  I.  MiUheilung. 
(Vorgelegt  von  F.  Klein,)    Mit  i  Jithogr.  Tafel. 

Die  folgenden  Untersuchungen  handeln  von  der  Bestim- 
tnimg  der  Crj^utidzahl  einer  Fläche^),  welche  aus  beliebig  vielen 
—  herandeten  oder  geschlossenen  —  Theilcn  besteht,  und  be- 
zwecken insbesondere,  diese  Bestimmung  zu  charakterisircD, 
falls  jene  Fläche  durch  analytische  Daten  gegeben  vorliegt. 

Die  Bestimmung  gründet  sich  auf  ein,  auf  der  Fläche  gezeich- 
netes Cm^vensystem,  von  der  Art,  dass  durch  jeden  Punkt  eine  und 
nur  eine  Gurve  des  Systems  hindurchgeht  und  nur  in  einer  end- 
lichen Zahl  von  Punkten  mehrere  —  auch  unendlich  viele  — 
Curvenzweige  einmünden. 

Der  Gedanke,  die  Beziehungen  der  besonderen  Punkte  der- 
artiger Gurvensysteme  zu  der  Grundzahl  einer  geschlossenen 
Flache  aufzusuchen,  ist  zuerst  von  Möbius  in  seiner  »Theorie 
der  elementaren  Verwandtschaft t,  in  diesen  Berichten  Bd.  45, 
(1863)  ausgeführt  und  es  waren  gerade  dessen  anschaoliche 
und  dem  Wesen  der  Fragestellung  angepasste  Methoden,  welche 
mich  zu  den  vorliegenden  Untersuchungen  geführt  haben.  Und 
in  der  That  triflfl  gerade  diese  Herleitung  der  Grundzahl  das 
Wesen  der  Aufgabe,  insofern  durch  ein  solches  Curvensystem 
gewissermassen  der  Werdeprocess  der  Fläche  geschildert  wird, 
ihr  Wachsthum  in  schmalen  Streifen,  welche  zwischen  je  zwei 
benachbarten  Curven  enthalten  sind,  wobei  dann  die  Verwach- 

1)  Ich  bediene  mich  hier  der  von  Neumann  eingeführten  Bezeich- 
nung für  die  wohl  auch  als  »ausserordentlicher  Zusammenhang«  be- 
zeichnete Zahl  G=J7— 4=s2p,  woz  den  »Zusammenhang«  im  Rieroann- 
sehen  Sinne,  p  das  »Geschlecht«  der  Fläche  bezeichnet. 
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sungen,  von  denen  ja  die  Grundzahl  abhängt,  jedesmal  in  den 
singulären  Stellen  des  Curvensystems  ihreyAusdruck  findet. 

Andeutungen  über  die  gegenseitige  Beziehung  der  beson- 
deren Punkte  eines  derartigen  Curvensystems  linden  sich  wohl 
zuerst  bei  Gauss*),  ferner  hat  Reech  diese  Beziehungen  für 
die  auf  einer  Kugel  gezeichneten  Curvensysteme  aufgestellt*). 
In  neuester  Zeit  ist  von  Klein  ')  auf  die  Möglichkeit  ihrer  all- 
gemeineren Formulirung  hingewiesen  worden  und  insbesondere 
kommt  Poincare  in  seinen  Untersuchungen  »Sur  les  courbes 
definies  par  une  ^quatioh  differentielle«*)  auf  die  Frage  für 
Kugel  und  Kugelcalotte  ganz  in  dem  hier  im  ersten  Abschnitte 
gegebenen  Sinne  *). 

Im  Abschnitt  I  ist  die  geometrische  Bestimmung  der  Gf^und- 
zahl  einer  Fläche  in  allgemeinster  Weise  gegeben.  Diese  Formu- 
lirung führt  dann  unmittelbar  auch  zu  einer  rechnerischen,  auf 
die  analytische  Darstellung  jener  Fläche  gegründeten,  welcher 
der  Ahsdmitt  11  gewidmet  ist.  Diese  letztere  Bestimmung  aber 
zeigt  di^  unmittelbare  Beziehung  unserer  geometrischen  Frage- 
stellung zu  den  allgemeinen  Untersuchungen  vo7i  Kronecker  über 
die  Characteristik  eines  Functionensystems^)^  und  führt  so  um- 
gekehrt, wenigstens  für  specielle  Fälle,  zu  einer  neuen,  an- 
schauungsmässigen  Deutung  jener  Characteristik^).    Persönliche 


1)  Theorie  des  Erdmagnetismus. 

2)  Dämonstration  d'unc  propriätä  gänörale  des  surfaccs  fcrmöcs.  Jour- 
nal de  l'äcole  polytechnique.    Cah.  37.  4  858. 

3)  Riemann's  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  und  ihrer  Integrale. 
Tcubner  4882.  pag.  39. 

4}  Journal  de  mathämatiques  3«  sMe,  t.  VII,  VIII.  4884,  82. 

5)  Beim  Abschluss  dieser  Mittheilung  erhalte  ich  die  Fortsetzung 
dieser  Poinca  rä'schen  Untersuchungen  (im  neuesten  Hefte  des  Journal  de 
mathämatiques,  4esdrie,  t.  I),  vf eiche  gleichfaWs  die  Ausdehnung  auf  Flächen 
von  beliebiger  Grundzahl  enthält  und  in  nicht  wesentlicher  SpeciaUsirung  For- 
meln (pag.  208  ff.  u  pag.  242),  aus  welchen  sich  die  von  mir  in  §  3  gegebene^ 
und  für  ein  beliebiges  irgendwie  berandetes  Flächenaggregat  gültige  Beziehung 
zitsamtnenstellen  lässt.  In  Rücksicht  auf  ihre  abgeschlossene  Form,  welche 
für  die  Entwicklungen  des  II.  Abschnitts  wesentlich  ist,  glaube  ich  aber 
doch  auch  diese  geometrischen  Darlegungen  meines  I.  Abschnittes  nicht 
unterdrücken  zu  sollen. 

6)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  4869  u.  4878. 

7)  Man  vergl.  bezüglich  des  Zusammenhangs  der  Cbaracteristiken- 
theorie  mit  geometrischen  Problemen  hier  noch  besonders  die  Bemerkungen 
auf  pag.  4  46  der  Monatsberichte  von  4878. 
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Unterredungen  mit  Herrn  Kronecker  haben  mich  wesentlich  zu 
deren  Ausführung  angeregt.  Indem  ich  auf  eine  allgemeiue 
Darlegung  bei  einer  anderen  Gelegenheit  eingehen  will,  ist 
hier  im  II.  Abschnitte  die  analytische  Dai'steüung  speciell  an 
den  beiden  Aufgaben  ausgeführt:  1)  Gegeben  die  Gleichung 
einer  ebenen  Curve  /"=  0;  man  bestimme  die  Grundzahl  des 
Gebietes  f<,  0.  2)  Gegeben  die  Gleichung  /"=  0  einer  (geschlos- 
senen) Fläche ;  man  bestimme  ihre  Grundzahl.  Für  diese  Auf- 
gaben ergiebt  sich  die  Grundzahl  direct  ausgedrückt  durch  die 
Characteristik  des  aus  f  und  seinen  ersten  Ableitungen  nach  den 
Variabein  gebildeten  Functionensystems,  ein  System,  welches 
(bei  n  Variabein)  von  Kronecker  speciell  in  der  Abhandlung 
vom  August  4869  behandelt  ist.  Die  dort  für  die  geschlossene 
Fläche  gegebene  geometrische  Deutung  der  Characteristik  als 
y>Curvatura  integraa  im  Gauss^schen  Sinne  zeigt  dabei  die  Beziehung 
der  letzteren  zur  Grundzahl  einer  Fläche,  welche,  so  natürlich 
sie  sich  (auch  auf  geometrischem  Wege)  ergiebt,  bisher  noch 
nicht  beachtet  zu  sein  scheint.  Die  Ausdehnung  auf  Gebiete 
von  mehr  Dimensionen,  wie  sie  bei  Kronecker  eingeführt  ist, 
giebt  die  Richtung,  in  welcher  die  hier  vorliegenden  geome- 
trischen Fragen  für  höhere  Räume  aufzufassen  sind.  In  der  Be- 
handlung der  zweiten  Aufgabe  (vergl.  pag.  323)  ist  Gelegenheit 
geboten,  auf  jene  Sätze  für  einen  dreidimensionalen  Raum, 
wenigstens  in  einer  speciellen  Form  hinzuweisen.  Ich  denke 
auf  dieselben  demnächst' einzugehen. 

Abschnitt  I. 
§  L  Die  OnindEahl  einer  »Flache  F«. 

Es  ist  wohl  zweckmässig,  zur  Einführung  der  gebrauchten 
Bezeichnungen  kurz  die  Definition  der  Grundzahl  eines  Aggre- 
gates von  beliebig  berandeten  und  geschlossenen  FlächenstUcken 
—  welches  in  der  Folge  kurz  als  y)Flache  Fa  bezeichnet  wird  — 
vorauszuschicken,  wie  sie  Neumann  in  seinen  »Vorlesungen  über 
Riemann's  Theorie  der  Abel'schen  Integrale a  gegeben  hat*): 

Für  eine  aus  einem  einzigen  berandeten  Stücke  bestehende 
Fläche  zunächst  ist  die  Grundzahl  gleich  der  um  eins  vermehrten 
Anzahl  von  )y  Querschnitten a  (d.  h.  von  Rand  zu  Rand  geführten 


4]  Man  vergleiche  etwa  auch  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  24.  pag.  45t. 
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SchDitten},  welche  nothwendig  sind,  um  die  Flüche  einfach  be- 
randet,  und  ohne  Faltung  und  Zerreissung  in  die  Ebene  aus- 
breitbar zu  machen.  Daraus  folgt :  i)  Ziehen  eines  Querschnüles 
vormindert  die  Grundzahl  um  eins.  2}  Anbringen  einer  Oeffnung 
im  Inrtern  der  Flache^  eine  Operation,  welche  die  Definition  der 
Grupdzahl  auf  (/6ScA/os5ene  Flächen  auszudehnen  gestattet,  erhöht 
die  Grundzahl  um  eins.  3)  Ein  in  sich  geschlossener  Schnitt 
nRückkehrschniUii,  als  Combination  von  Operation  2  und  1,  lüsst 
die  Grundzahl  ungeändert. 

Die  Festsetzung,  dass  die  erwähnten  Zahlungen  gültig  blei* 
bcn  sollen,  auch  soferne  die  Fläche  bei  den  Operationen  4  und 
3  zersttlckt  wird,  liefert  sofort  die  Definition  der  Grundzahl  G 
eines  Aggregates  von  N  beliebig  berandcten  und  geschlossenen 
FlächenstUckcn,  bez.  von  den  Grundzahlen  g^j  g^,  ...  g^  in  der 
Formel : 

§  2.    Cnrvensystem  S. 

Unter  einem  Curvensystem  S  ist  in  der  Folge  stets  ein  be- 
liebiges, auf  der  Flüche  F  gezeichnetes  Curvensystem  der  Ein- 

•  r 

gangs  erwähnten  Art  verstanden.  Jeder  Punkt  P  im  Innern,  P 
auf  dem  Rande  der  Fläche  sei  bezeichnet  nach  der  Zahl  der  von 

•  r 

ihm  auslaufenden  Curvenzweige  ;  wir  gebrauchen  also  P^  bez.  P^ 

i  r 

als  Symbol  für  einen  isolirten  Punkt,  P^  bez.  P^  für  einen  Punkt, 
in  welchem  eine  Curve  des  Systems  abbricht,  sei  es  im  Innern 

i 

oder  auf  dem  Rande,  P^  stellt  einen  gewöhnlichen  Punkt  im 

r 

Innern  der  Fläche  vor,  von  einem  P^  laufen  zwei  Zweige  in  das 
Innere  der  Fläche  (z.  B.  bei  einer  Berührung  einer  Curve  des 

i         r 

Systems  mit  dem  Rande),  in  P^,  P^  münden  n —  mit  n  sei  stets 

ein  endlicher  Index  bezeichnet  — ,  in  P^ ,  P^  unendlich  viele 
Zweige  des  Systems  S. 

i         r  i  r 

Nun  seien  die  Punkte  P„,  P^j  P«?  ^oo  ^®^-  ^°  ^^^  Zahl 

i         r  i  r  i 

Pnj  Pni  Paoi  Poo  ^^^  ^^^  Fläche  vorhanden,  wobei  p^  und  (falls 

r 

die  Fläche  F überhaupt  Randcurven  besitzt)  p^  gleich  unendlich 
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ist,  wiihrend  wir  alle  UhrigeD  —  »besonderenfn  —  Punkte  des 
Systems  als  in  endlicher  Zahl  auf  der  Fläche  vorhanden  voraus- 
setzen *) . 

Indem  wir  diese  letzteren  discret  auf  der  Fläche  verlheilt 
annehmen,  ist  das  Verhallen  des  Curvensystems  S  in  der  Um- 
gebung eines  jeden  dieser  Punkte  völlig  bestimmt,  sowie  es  die 
Figuren  <  —  6  schematisch  darstellen.  Specielle  Formen  der 
Punkte  P^ ,  wie  sie  durch  Zusammenrücken  mit  Punkten  P^ 
entslehen,  beiilcksichtigcn  wir  in  der  Folge  nicht  weiter,  weil 
ihr  Einfluss  auf  die  abzuleitende  Formel  ohne  weiteres  aus  ihrer 
Entstehung  sich  ergiebt.  In  Fig.  7 — 9  sind  derartige  Vorkomm- 
nisse angedeutet.    Zu  den  Figuren  6 — 8  sei  dabei  bemerkt,  dass 

r 

diese  drei  Formen  eines  P^  auch  entstehen,  wenn  man  einen 

i 

Punkt  P^  zerschneidet  und  zwar,  je  nachdem  bei  dieser  Zer- 
schneidung von  den  beiden  Zweigen,  welche  die  Schnittlinie 
bertlhren,  keiner,  einer  oder  zwei  in  das  Flächeninnere  fallen. 

§  3.   Die  Beziehung  zwischen  den  Zahlen  G  und  p. 

Mit  Einführunfj  dieser  Bezeichnung  ergiebt  sich  nun  für  die 
Beziehung  der  Grundzahl  G  unserer  Flüche  F  zu  den  besonderefi 
Punkten  irgetid  eines  auf  derselben  gezeichneten  Curvensystems  S 
die  Formel : 

(1)  2  G  -  4  =^(n  -  2)  ;„  -h^in  -.  4)  p„  -  2  ^^  . 

Zum  Beweise  derselben  gehen  wir  aus  von  einem  speciellen 
Falle,  wo  es  sich  um  ein  einfach  berandetes  FlächenstUck  von 
der  Grundzahl  1  handelt  und  in  welchem  das  Curvensystem  S 
im  Innern  der  Fläche  keinen  besonderen  Punkt,  auf  dem  Rande 

r  r 

nur  Punkte  P^  und  P^  besitzt.  Hierfür  nimmt  der  Satz  [i)  die 
Form 

(2)  ^%=p^^p^ 

an,  die  sieh  wie  folgt  erweist:  ^ 

Man  zerschneide  die  Fläche  längs  der  2  p^  von  den  Punkten 
I' 
P^  ausgehenden  Curven  des  Systems  S*).    Dann  überzeugt  man 

1)  Vergl.  hierzu  noch  die  Schlussbemerkung  des  folgenden  §  S. 

2)  Ich  betrachte  diese  Curven  als  von  einander  verschieden ;  spe- 
ciellere  Annahmen  bringen  nur  unwesentliche  Modißcation 
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sich,  indem  man  die  Stücke  successive  in  einem  System  8  sich 
entstehend  denkt,  sofort,  dass  dieselben  nur  die  in  Fig.  40  u.  44 
gegebenen  Formen  haben  können.    Indem  wir  die  Vertheilung 

r  r  r  r 

der  Po  Punkte  P^  und  der  3  p^  Punkte  P^  auf  diesen  Stücken 

r 

beachten,  übersehen  wir  sofort :    Es  giebt  p^  Theile,  die  je  einen 

r  r  r  r 

Punkt  Po  und  P^  enthalten  und  i  (3  p,  —  p^)  Theile,  mit  je  zwei 

r  r 

Punkten  P,.  Nun  hat  man  andererseits  im  Ganzen  2p,+4  Stücke. 
Der  Vergleich  beider  Anzahlen  führt  sofort  zur  obigen  Formel  (2) . 

Auf  diese  Form  (2)  lässt  sich  nun  der  allgemeine  Satz  durch 
successive  Umformung  unserer  Fläche  Freduciren. 

4 )  Wir  schneiden  aus  der  Fläche  F,  welche  die  Grundzahl  G 
besitze,  alle  besonderen  Punkte  im  Inneren  heraus  und  auf  dem 

r  r 

Rande  alle  mit  Ausnahme  der  Punkte  P,  und  P^.  Die  neuent- 
standene Fläche  P'  hat  die  Grundzahl  G'=:  G  -H^Pn  +P<»  und 

r  r 

auf  ihren  Rändern  bloss  mehr  Punkte  P^  und  P^.  Beim  Ausschnei- 
den der  besonderen  Punkte  entstehen  nämlich,  wie  dies  die 
Figuren  4  —  6  erläutern,  Berührungen  von  Curven  des  Systems 
mit  dem  neugebildeten  Rande,  welche,  je  nachdem  sie  von  Innen 
oder  Aussen  an  die  um  den  Punkt  geführte  Schnittlinie  heran- 

r  r 

treten ,  als  Punkte  P,  bez.  P^  für  unsere  Fläche  F'  zu  rechnen 
sind.    Dabei  ist  jedesmal  die  Differenz  d  aus  der  Anzahl  diesei" 

r  r 

Punkte  P,  und  P^  ein  Gharacteristicum  des  betreffenden  singulären 

i  i 

PunkteSj  und  zwar  ist  für  einen  Punkt  P„  diese  Differenz  d,|=n, 

i  i 

für  einen  P^  d^ssO,  und  analog  ist  für  die  Punkte  des  Randes: 

r       r  r        r 

P^  (/„  =  (n  —  4) ,  für  P^  d^  =  0.  Die  in  Fig.  7  u.  8  bezeichneten 

r 

speciellen  Formen  eines  Punktes  P^  sind  dann  wieder  aufzu- 

r 

fassen  al&  Vereinigung  eines  bez.  zweier  Punkte  P^  mit  einem 

r 

gewöhnlichen  Punkte  P^ .     Unsere  Abzahlung  zeigt,  dass  die 

r  m 

Fläche  F'  auf  ihren  Rändern  eine  Anzahl  von  Punkten  P,  und 

r 

Pq    besitzt,     deren    Differenz     völlig    bestimmt     und     gleich 
^«Pn  +^(^»-<)  P«ist. 
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2)  Diese  Flache  F'  verwandle  man  durch  ein  geeignetes 
System  von  Rückkehr-  und  Querschnitten  in  eine  Fläche  F'\  die 
aus  N  einfach  berandeten  Theilen,  je  von  der  Grundzahl  4  be- 
steht.    Dieses  Schnittsystem  enthalt ,  wie  man  leicht  abzahlt, 

2(;'+2iV-  4  =  2G  +  2^p^  +  2p^  +  2  AT  —  4  Kreuzungs- 
punkte, welche  wir  (nur  der  Kürze  wegen)  nicht  in  den  beson- 
deren Punkten  unserer  Flache  gelegen  annehmen.     F*'  enlhäit 

r  r 

jetzt  auf  ihren  Rändern  wieder  nur  Punkte  P,  und  P^,  deren  Dif- 
ferenz sich  gegen  die  vorige  von  F'  nur  um  die  Anzahl  jener  Kreu- 
zungsstellen geändert  hat.  In  diesen  nämlich  hat,  wie  dies  Fig.  4  2 

r 

andeutet,  einer  der  drei  dort  vereinigten  Ränder  einen  Punkt  P„ 

t         r 

erhalten«  Punkte  P„,  P,  aber,  die  auf  den  übrigen  Theilen  jener 
Quer-  und  Rückkehrschnitte  auftreten ,  sind  (vergl.  Fig.  43) 
immer  paarweise  einander  ergänzend  vorhanden,  so  dass  deren 
Differenz  verschwindet.  Nun  wendet  man  endlich  für  diese 
N  Flächenstücke,  für  welche  die  Gesammtdifferenz  der  Punkte 

P,u.  P,  gleich^(n  -  2)  p„+^(n-4)  p„  -2p„  -  2G-2iV+4 
ist,  die  Formel  (2)  an,  um  unmittelbar  auf  den  zu  Anfang  aufge- 
stellten Satz  zu  gelangen. 

Rezüglich  des  Randes  unserer  Fläche  F  sei  hier  noch  be- 
merkt :  Wir  können  annehmen,  dass  Theile  desselben,  oder  aueli 
ganze  (geschlossene)  Randcurven  dem  Curvensystem  S  ange- 
hören. Im  ersteren  Falle  können  wir,  ohne  die  Grundzahl  der 
Fläche  zu  ändern,  jenes  Stück  sofort  auf  einen  Punkt  zusammen- 
ziehen, dessen  Qualität  in  jedem  Falle  leicht  zu  entscheiden  ist, 
und,  falls  ein  Rand  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  als  Curve 
des  Systems  auftritt,  durch  eine  kleine  Verzerrung  desselben 
(vergl.  z.  B,  Fig.  4)  ohne  Aenderung  der  für  ihn  characteristischen 

r         r 

Differenz  von  Funkten  P, ,  P^  das  gewöhnliche  Verhältniss  her- 
stellen. Das  letztere  Vorkommniss  ist  also  für  die  Abzahlung 
ohne  Einfluss. 

AhschniU  U. 

Die  in  Abschnitt  I  gegebene  allgemeine  Formel  ermöglicht 
nun  sofort  auch  die  analytische  Bestimmung  der  Grundzahl  einer 
Fläche  F  etwa  für  folgende  Fragestellung :  Gegeben  die  Glei- 
chungen F^  (a?,  ?/,  a)  =  0  und  F,  (.t,  y,  z)  =  0  zweier  Flächen ; 
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wie  gross  ist  die  Grundzahl  der  »im  Innern«  von  F,  =  0  liegen- 
den  Theile  von  F^  =  0?  Man  stelle  zu  dem  Ende  z.  B.  durch  ein 
Büschel  von  Flächen  r/)  -h  Ai//  =  0  ein  Curvensystcm  S  auf  F^=0 
her  und  berechne  die  Anzalilen  der  })esonderen  Punkte  dieses 
Systems  ftlr  das  Innere  von  F,  und  ftlr  den  von  F^=  0,  F,=  0 
gebildeten  Rand,  Anzahlen,  welche  sich  in  übersichtlichster 
Weise  aus  den  Vorzeichen  gewisser  Determinanten  bestimmen, 
in  einer  Form,  welche  unmittelbar  auf  die  allgemeine  Theorie 
der  Characteristiken  eines  Functionensystems  hinweist,  wie  sie 
von  Kronecker  a.  a.  0.  gegeben  ist.  In  §§  5  und  6  formuliren 
wir  die  hiermit  allgemein  bezeichnete  Aufgabe  für  zwei  spe- 
cielle  Fälle,  an  denen  die  Beziehung  zu  jenen  Untersuchungen 
am  deutlichsten  hervortritt. 


§  4.  Die  Kronecker'sche  Characteristik  eines  Functionensystems. 

Zur  Uebersicht  sei  die  allgemeine  Definition  der  Characte- 
ristik  eines  Functionensystems  nach  Kronecker  vorangestellt. 

Es  seien  ^ß,  /'^jj,  /*„,•••  ff^  eindeutige  reelle  Functionen 
der  n  reellen  Veränderlichen  jsj^  ,  2,  .  .  .  j5„  und  zwar^  solche, 
die  sowohl  eine  nfach  unendliche  Zahl  positiver  als  negativer 
Werthe  annehmen.  Sie  seien  überdies  im  Allgemeinen  stetig 
und  nach  den  einzelnen  Variabein  differentiirbar  vorausgesetzt 
und  endlich  werde  angenommen,  dass  keine  der  n  -h  \  Functio- 
naldeterminanten  gleichzeitig  mit  den  betreffenden  Functionen 
für  unendlich  viele  Werthsystemejs  verschwindet^).  Bezeichnet 
nun  fgi^^  die  nach  js/j  genommene  Ableitung  von  fg^^  und  [a]  die 
positive  oder  negative  Einheit  oder  Null,  je  nachdem  die  reelle 
Grösse  a  positiv  oder  negativ  oder  Null  ist,  so  ergeben  sich  für 
die  Characteristik  Ä'des  Functionensystems  die  beiden  Darstel- 
lungen : 

A'=-l^[|/"^/.|]  =  ^[|/"«|] 
jf,  Ä  =  0,  1 ,  2  .  .  .  ?i ;   i,  Ä  ==  1 ,  2  .  .  .  n, 

die  erste  Summation  verstanden  über  alle  Punkte 

100  ^^  MO  ^  •  •  •  =  /(j>i_4)o  ^  /(m-»-4)o  =  •  •  •  =  Ino^  ^ 
(für  welche  also  irgend  n  der  n  +  4  Functionen  verschwinden) ; 
die  zweite  Summe  verstanden  über  die  Punkte,  für  welche 

4)   Verg\.  hier  pag.  335  des  Folgenden. 
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/OO   "^  "  »     MO   ^  /JO   ^    •   •   •    =  /tio  ^^   ^' 

Dies  vorangeschickt  formuliren  wir  die  : 

§  5.    Aufgabe  1. 

Gegeben  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  f(Xj  y)  =  0.  Wel- 
ches ist  die  Gi^ndzahl  des  ytlnnenraumesfn  /*<  0  ? 

Zur  bestimmten  Fixirung'der  Aufgabe  nehmen  wir  an,  dass 
die  Gleichungen /*=  0,  /i=  0,  f^=s  0  (wo  /\  und  /",  die  partiellen 
Ableitungen  von  f  nach  x  bez.  y  bezeichnen)  nicht  gleichzeitig 
für  reelle  Werthepaare  a;,  y  zu  befriedigen  seien.  Zur  einfacheren 
Fonnulirung  dient :  Die  Ebene  werde  bezüglich  ihres  Verhaltens 
im  Unendlichen  als  eine  Kugel,  d.  h.  mit  nur  einem  unendlich 
fernen  Punkte  betrachtet,  welcher  im  ilu^^enraume  /*>0  der 
Curve  gelegen  sei  (was  stets  durch  stereographische  Prqjeclion 
erreicht  werden  kann).   Dann  gilt  der  Satz : 

Bezeichnet  K  die  Characteristik  des  Punctionensystems 

(<)  /^=o,  /;  =  o,  /;  =  o, 

G  die  Grundzahl  des  Innenraumes  von  /*=  0,  so  ist 
(2)  G=-Ä'+2. 

Wir  erlUutern  den  Satz  in  doppelter  Form  : 

I.  Man  betrachte  die  Geraden  parallel  zur  X-Axe  alsGurven- 
System  S  und  frage  nach  der  Differenz  der  )) inneren«  und  »äusse- 
ren« Berührungen,  welche  specielle  Gerade  des  Systems  mit  der 
Curve  /'=0  eingehen.  Diese  ist,  nach  Abschnitt  I,  gleich  2  G— 4 ; 
übrigens  wird  sie  bestimmt  durch 

f  n  A 

^  [    /i    fii    /i«    ]  > 

/«      Mi      /ll 

diese  Summe  ausgedehnt  über  alle  Punkte,  für  welche 

/*=0     und  /;  =  0 
ist,  und  also  ist 

die  Characteristik  des  Punctionensystems  [\), 

II.  Man  betrachte  das  System  der  Curven  /"ssconst.  im 
Innern  von  /*  =  0.    Es  ist  ein  Curvensystem  S,  bei  welchem  der 


■2[ 


], 
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Rand  {f=^0)  dem  Systeme  angehört  (vergl.  pag.  SSO).  Man  frage 
also  zur  fiestimmung  der  Grundzahl  nach  der  Differenz  der 

i  i 

Punkte  P^  und  P^  im  Innern  von  /*  =  0 1) ,  für  welche  sich  nach 

r  r 

Abschnitt  I.  G  —  2  =  p^  —  Po  ergiebt.  Sie  wird  weiter  gegeben 
durch 

A.  A. 

diese  Summe  ausgedehnt  über  alle  Punkte 

A<o,   A=-ö,   /;  =  o, 

also,  bis  auf  das  Vorzeichen ,  als  Characteristik  JT.  So  liefern 
gerade  die  beiden  Formen  der  Kronecker'schen  Characteristik 
die  verlangte  Bestimmung  in  der  einfachsten  Art. 

§  6.   An^be  2. 

Gegeben  die  Gleichung  einer  Fläche  f(x,  y,  js)  =  0.  Welches 
ist  ihre  Grundzahl? 

Ich  führe  hier  gleichfalls  zwei  Formulirungen  dieser  Ab- 
zahlung an,  wie  sie  sich  aus  den  zwei  Formen  der  Kronecker- 
sehen  Characteristik  sofort  ergeben,  wobei,  wie  schon  Eingangs 
bemerkt,  die  zweite  Formulirung  hier  bereits  in  das  Gebiet  der 
Abzahlungen  in  einer  dreidimensionalen  Mannigfaltigkeit  hinü- 
bergreift. Wenngleich  ich  ausführlich  auf  diese  letzteren  Abzah- 
lungen an  dieser  Stelle  nicht  eingehe,  so  mag  doch  in  der  speci- 
ellen,  sich  hier  unmittelbar  aufdrängenden  Form  dieses  weitere 
Problem  angedeutet  sein. 

Zur  bestimmten  Fixirung  der  Aufgabe  nehmen  wir  wieder 
an,  dass  die  vier  Gleichungen  f=  0,  f^  =  0,  /",  =  0,  ^  =  0  (unter 
fu  ftJ  /s  ^^®  partiellen  Ableitungen  von  /'nach  x,  y,  z  verstan- 
den) nicht  gleichzeitig  für  reelle  Werthe  von  a?,  y,  -z  zu  befrie- 
digen seien.  Zur  einfacheren  Formulirung  setzen  wir  weiter  fest : 
Der  Raum  werde  als  Kugelraum  betrachtet,  d.  h.  mit  nui"  einem 
unendlich  fernen  Punkte,  welchen  wir  als  im  Aussenraume 
/*>0  unserer  Fläche  gelegen  annehmen.  Dann  lautet  unser 
Satz: 


\)  Der  Einfacheit  wegen  seien  höhere  Singularitäten  ausgeschlossen, 
Punkte  P^  können  nach  der  zu  Anfang  gegebenen  Formulirung  der  Aufgabe 
hier  nicht  auftreten. 

Xaili.-pliyB.  ClMBe  1885.  22 
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Waltbbr  DtgK; 


Die  Grundzahl  G  unsere?^  Fläche  fs 
Formel 


0  ist  gegeben  durch  die 


wo  K  die  Characteristik  des  Functionensystems 

m  /"»o,   /-.»o,   /;  =  o,   /•,  =  o.  ■ 

Formel  (4)  drückt  dabei ,  im  Zusammenhalt  mit  der  Kronecker- 
sehen  Deutung  der  Characteristik^  die  Eingangs  erwähnte  Bezie- 
hung der  Grundzahl  einer  geschlossenen^  übrigens  aus  beliebig 
vielen  Theilen  bestehenden  Fläche  zu  der  durch  4  7t  dividirten 
Curvatura  integra  derselben  aus j  eine  Relation,  die  sich  auch 
unmittelbar  durch  geometrische  Betrachtungen  ergiebt.  Zur  Be- 
gründung von  Formel  (4)  betrachten  wir  wieder: 

I.   Ein  System  von  Ebenen  parallel  zur  (ajy)-Ebene.    Das- 
selbe schneidet  auf  f[x,  y,  js)  =  0  ein  Curvensystem  S  aus,  wel- 

i  i 

ches  nur  Punkte  P^  und  P^  aufzuweisen  hat  für  die  Tangential- 
ebenen in  Punkten  hyperbolischer  bez.  elliptischer  Krümmung. 

•  i 

Die  Differenz  p^  —  p^  aller  dieser  Punkte  von  /*=»  0,  welche  nach 
Abschnitt  I.  gleich  6  —  2  ist,  wird  gegeben  durch : 

f  h    /.    A   I 

^  [  A  fii  fit  As  ]  ^ 


A 

/•u 

/•« 

A, 

A 

A. 

/« 

/•« 

/■, 

/■„ 

U 

/■« 

die  Summe  ausgedehnt  über  alle  Punkte 


und  also  ist 

G-2  =  -:?[ 

w.  z.  b.  w. 

II.    Nun  ist  aber  auch 

/•., 

K^S[ 

fu 

fn 

fii    tit 

tti     /n 


]  =  -2A', 


/t«       /4s 
/Sl      /  JS 

diese  Summe  ausgedehnt  über  /*  <  0 ,  /"^  =  0 ,  /*,  =  0 ,  /i  =  ö. 
Diese  Formel  ergiebt  unmittelbar  die  geometrische  Abzahlung 
der  Grundzahl  unserer  Fläche  in  folgender  Form  : 


\      / 


5. 


^^ 


8. 


>^-- 


^:t, 


// 


VA 
(  ^ 


ZurAbhajvdhmß  van  WDya^. 
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Im  Innern  von  /*=  0  ist  ein  »Flaehensystem  S«  von  Flächen 
/"sconst.  gezeichnet,  sodass  durch  jeden  Punkt  nur  eine  Fläche 
des  Systems  hindurchgeht.  Die  Knotenpunkte  [f^  =0,  /*,  =  0, 
f^  s=  0)  von  Flächen  des  Systems  trennen  sich,  wenn  wir  das 
System  in  bestimmter  Richtung  (mit  wachsender  Constanten] 
durchlaufen,  in  4  Kategorien: 

\)  Punkte,  in  welchen  ein  elliptisch  gekrümmter  Flächen- 
theil aus  einem  isolirten  Punkte  entsteht ;  umgekehrt 

2)  Punkte;  in  denen  sich  ein  elliptisch  gekrümmter  Theil 
zusammenrieht, 

3)  Punkte,  bei  denen  ein  hyperbolisch  gekrümmter  Flächen- 
theil  in  zwei  elliptisch  gekrümmte  sich  spaltet,  und  umgekehrt, 

4]  Punkte,  wo  zwei  elliptisch  gekrümmte  Flächentheile  sich 
zu  einem  hyperbolischen  vereinigen. 

Nimmt  man  nun  aU;  dass  die  Anzahlen  der  im  Innern  von 
/"  =  0  befindlichen  Knotenpunkte  der  ebengenannten  Arten  *) 
bez.  p^^,  p^^,  pf^^j  p^f^  sind,  so  sagt  unsere  obige  Formel,  dass 

ö  =  2  (pei  +  Peh  -  Pie  -  Phe)  +  2  . 
In  der  That  erkennt  man  auch  geometrisch  sofort  aus  den  in  §  4 
gegebenen  Definitionen  für  die  Grundzahl,  dass  durch  die  lieber- 
gänge  (1)  und  (3j  die  Grundzahl  der  Fläche  um  2  vermindert, 
durch  die  Uebergänge  (2)  und  (4)  dagegen  um  2  vermehrt  wird, 
was  die  eben  gegebene  Formel  sofort  auch  auf  geometrischem 
Wege  erweist. 

Ich  denke  auf  die  weiteren  hiermit  angedeuteten  Formuli- 
rungen bei  nächster  Gelegenheit  einzugehen. 


I)  Soferne  höhere  Singularitäten  in  einzelnen  Punlcten  eintreten,  lassen 
sie  sieb  leicht  in  die  allgemeine  Formulirung  einbegreifen.  Das  Auftreten 
von  Doppellinien  aber  (und  damit  auch  das  Yorkommniss  einseitiger  Flöchen 
in  unserem  Systeme}  ist  in  der  gegenwärtigen  Formulirung  schon  durch  die 
Kronecker'schen  Bedingungen  für  das  Functionensystem  f,  f^,  /*,,  f^  (vergl. 
§  4)  ausgeschlossen. 
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SITZUNG  AM  18.  JULI  1885. 

Wilhelm  Braune  und  Hans  Stahel,  lieber  das.  Verhältniss 
der  Lungen,  als  zu  ventilirender  Lufträume^  zu  den  Bronchien  als 
luftzuleitenden  Röhren. 

In  dem  Folgenden  soll  von  uns  eine  vorläufige  Mittheilung 
gegeben  werden  über  die  gewonnenen  Resultate  einer  Unter- 
suchung, die  iu  kurzer  Zeit  in  extenso  veröffentlicht  werden 
wird.  Die  Arbeit  wurde  von  uns  Beiden  gemeinsam  auf  der 
topographischen  Abtheilung  der  hiesigen  Anatomie  ausgefiihrt. 
Sie  behandelte  Anfangs  die  topographischen  Verhältnisse  der 
Lungen  beim  Menschen,  die  trotz  der  Ausbildung  der  physika- 
lischen Diagnostik  noch  verschieden  dargestellt  werden,  wandte 
sich  aber  dann,  nach  Erledigung  dieser  Frage,  den  GriSssen- 
Verhältnissen  der  Bronchien  und  Lungen  zu,  Verhältnissen, 
welche  den  Haupttheil  der  Arbeit  ausmachen,  sodass  auch  in 
der  Ueberschrift  nur  dieser  Theil  angegeben  wurde.  Alle  Einzel- 
messungen, ebenso  wie  die  Literatur,  werden  erst  später  mit- 
getheilt  werden.  Die  Hauptresultate  in  kurze  Sätze  zusammen- 
gefasst,  sind  folgende : 

1 .  Die  rechte  Lungenspitze  steht  beim  Menschen  messbar 
höher  als  die  linke. 

S.  Der  Querschnitt  des  rechten  Bronchus  steht  zu  dem 
Querschnitte  des  linken  Bronchus  (beide  gemessen  an  der  Bi- 
furcation)  in  einem  bestimmten  y  nur  in  geringer  Breite  schwan- 
kenden, Verhältniss.  Und  zwar  verhält  sich  der  Querschnitt 
des  rechten  Bronchus  zu  dem  des  linken  im  Mittel  aus  1 1  Mes- 
sungen an  ganz  normalen  menschlichen  Lungen  wie 

100  :  78,4. 
Die  einzelnen  Verhältnisszahlen  dieser  Beihe  liegen  zwischen 

100  :  71,6 
100  :  82,7. 


Ueber  das  Yerhältniss  dkr  Lungen  etc.  327 

3.  Unter  40  normalen  menschlichen  Lungen  fand  sich, 
dass  der  Querschnitt  der  Trachea 

in  8  Fällen  kleiner  als  die  Summe  der  Querschnitte  der 

Bronchien, 
in  2  Fällen  grösser  war  als  die  Summe  der  Querschnitte 
der  Bronchien. 
Wegen  des  Wechsels  im  Kaliber  der  Trachea  musste  natürlich 
an  einer  ganz  bestimmten  Stelle  die  Messung  der  Trachea- 
lichtung ausgeführt  werden. 

Das  Mittel  aus  diesen  40  Messungen  ergab  folgendes  Ver- 
häUniss  des  Querschnittes  der  Trachea  zur  Summe  der  Quer- 
schnitte der  Bronchien,  nämlich: 

400  :  407,8. 

4.  Der  Querschnitt  des  rechten  Bronchus,  gemessen  an  der 
Bifurcation,  sowohl  wie  der  des  linken  ist  grösser  als  die  Summe 
der  Querschnitte  seiner  Aeste.   (In  5  darauf  untersuchten  Fällen.) 

5.  Der  linke  Bronchus  verjüngt  sich  bei  normalen  mensch- 
lichen Lungen  von  der  Bifurcation  ab  bis  zur  Abgabe  der  Haupt- 
äste ;  und  zwar  ist  das  Yerhältniss  des  Querschnittes  des  linken 
Bronchus  an  der  Bifurcation,  verglichen  mit  dem  Querschnitte 
des  linken  Bronchus  in  der  Mitte  seiner  Länge  im  Mittel  aus 
8  Messungen  an  normalen  Lungen 

400:87,5; 

das  Yerhältniss  des  Querschnittes  des  linken  Bronchus  an  der 
Bifurcation,  zu  dem  Querschnitte  des  linken  Bronchus  kurz  vor 
Abgabe  seiner  Aeste  im  Mittel  aus  7  Messungen  an  normalen 
Lungen : 

400:84,4. 

Bei  dem  rechten  Bronchus  verhinderte  uns  die  Kürze  des  Rohres 
ähnliche  Messungen  auszuführen. 

6.  Die  Behauptung  Aeby's^  dass  die  menschliche  Trachea 
ein  trichterförmiges  Rohr  mit  nach  unten  gekehrter  Basis  sei, 
ist  unrichtig.  Ebenso  die  Behauptung  von  Se6,  dass  die 
menschliche  Trachea  ein  cylindrisches  Rohr  darstelle.  Die 
Trachea  hat  unmittelbar  unter  dem  Kehlkopfe  den  geringsten 
Querschnitt ;  von  da  ab  vergrössert  sich  der  Querschnitt  stetig 
bis  ungefähr  zur  Mitte,  wo  er  sein  Maximum  erreicht,  um  von 
da  ab  bis  kurz  vor  der  Bifurcation  wieder  abzunehmen.    Dies 
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Verhältniss  hat  schon  Hyrll  dargethan.  Kurz  vor  Abgabe  der 
Bronchien  erfährt  die  Trachea  wieder  eine  Erweiterung.  Mit 
Abgabe  der  Bronchien  •  erweitert  sich  der  Querschnitt  der  zu- 
führenden Röhren  noch  mehr,  um  dann  mit  Abgabe  der  Haupt- 
äste der  Bronchien  wieder  abzunehmen. 

Die  Trachea  und  die  Bronchien  stellen  also  ein  Röhren- 
System  mit  abwechselnden  Erweiterungen  und  Verengerungen 
dar. 

Nachfolgendes  Flächen-Schema  soll  diese  Verhältnisse  im 
Allgemeinen  veranschaulichen. 

Trachea  /  \  unmittelbar  unter  dem  Kehlkopf. 


Trachea 


ungefähr  in  der  Mitte  zwischen 
Kehlkopf  und  BifurcaUon. 


Trachea 


Summe  der  < 


kurz  vor  der  ßifurcation, 

Bifurcationsstdle. 

Querschnitte  der  beiden 
Bronchien, 


Summe  der 


Querschnitte  der  Aeste  der 
Bronchien. 


7.  In  einem  ähnlichen  Verhältnisse  wie  beim  Menschen 
stehen  beim  Hunde  die  Querschnitte  der  Bronchien  zu  einander; 
ebenso  bei  Katzen ,  Schaafen ,  welche  wir  nach  dieser  Richtung 
hin  zu  untersuchen  Gelegenheit  hatten. 

Bei  Hunden  findet  sich  folgendes  Verhältniss  des  Quer- 
schnittes der  Trachea  zur  Summe  der  Querschnitte  der  Bron-> 
chien  im  Mittel  aus  8  Messungen,  nämlich: 

400:^27,8. 
Ferner  ist  das  Verhältniss  des  Querschnittes  des  rechten  Bron- 
chus zum  Querschnitte  des  linken  im  Mittel  aus  9  Messungen : 

400:74,4. 

8.  Die  an  das  Verhältniss  der  Bronchien  bei  normalen  Lun- 
gen sich  anschliessende  Untersuchung  der  Querschnitte  der 
Bronchien  an  pathol.  menschlichen  Lungen  ergab : 

4.  Bei  emphysemalösen  Lungen  verjüngte  sich  der  linke 
Bronchus  in  stärkerem  Maasse  von  der  Bifurcation  ab, 
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als  dies  bei  normalen  Lungen  nach  dieser  Richlung  hin 
constatirt  wurde.    Auch  hier  wurde  von  der  Messung 
des  rechten  Bronchus  abgesehen,  weil  uns  die  Kürze 
desselben  technische  Schwierigkeiten  entgegensetzte. 
2.  Die  Grösse  des  Querschnittes  der  Bronchien  kann  ab* 
hangen  von  der  Wirkung  der  Bronchialmusculatur.   Dieses  Mo- 
ment ist  bei  unseren  Messungen  von  vornherein  auszuschliessen. 
Die  Bronchialmusculatur  scheint  die  Weite  der  Bronchien 
in  Fallen  zu  reguliren,  bei  denen  zeitlich  mehr  oder  weniger 
rasch  ablaufende  Vorgange  in  Frage  kommen  ;  sie  vermag  hin- 
gegen nicht  das  Rohr  dauernd  zu  verengern  oder  zu  erweitem. 
In  unseren  Fällen  finden  wir,  dass  bei  lang  dauernder  Beein- 
trächtigung der  Function  einer  Lunge  der  zugehörige  Bronchus 
nach  und  nach  sein  Kaliber  geändert  hatte.    Wahrend  bei  nor- 
malen Lungen  das  Yerhaltniss  der  Bronchien  eine  gewisse  Breite 
nicht  überschreitet,  fanden  wir  bei  Functionsstörungen  einer 
Lunge  ein  ganz  abweichendes  Yerhaltniss  der  Querschnitte  der 
Bronchien.    Ist  z.  B.  die  rechte  Lunge  in  ganzer  Ausdehnung 
verwachsen,  so  findet  sich,  .dass  jetzt  das  Yerhaltniss  des  rech- 
ten zum  linken  Bronchus  die  normale  Breite  weit  überschritten 
hat.    Der  Querschnitt  des  rechten  Bronchus  verhält  sich  zum 
Querschnitt  des  linken  in  diesem  Falle  wie 

^00:92,5. 

Wir  haben  somit  in  der  Bestimmung  und  Yergleichung  der 
Querschnitte  der  Bronchien  ein  Mittel  an  der  Hand,  gewisse 
Krankheitsprocesse  der  Lungen  in  ihrem  Einfluss  auf  die  spätere 
Functionsfähigkeit  der  Lungen  besser  zu  prüfen,  als  dies  früher 
möglich  war.  lieber  diesen  Punkt  wird  später  ausführlicher 
abgehandelt  werden. 

9.  Die  Gewichte  menschlicher  Lungen,  untereinander  ver- 
glichen, gaben  durchaus  kein  constantes  Yerhaltniss.  Es  ist 
dies  auch  leicht  einzusehen,  da  die  Blutvertheilung  nach  dem  Tode 
sehr  ungleich  ist,  ebenso  das  Oedem  etc.  Immerhin  Hess  sich 
constatiren,  dass  bei  einer  grossen  Zahl  von  Gewichtsbestim- 
mungen niemals  die  rechte  Lunge  gleich  oder  leichter  gefunden 
wurde  als  die  linke ;  stets  war  das  Gewicht  der  rechten  Lunge 
grösser.  Ja  in  zwei  Gewichtsbestimmungen  stellte  sich  ein 
Yerhaltniss  heraus,  das  dem  Yerhaltniss  der  Querschnitte  der 
Bronchien  ziemlich  nahe  kam. 
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\  0.  Es  fand  sich  nun  bei  Hunden,  die  man  vorher  zum  Zwecke 
einer  genauen  Gewichlsbeslimmung  vollständig  halte  verbluten 
lassen,  dass  das  Gewicht  der  rechten  Lunge  zum  Gewicht  der 
linken  sich  genau  verhielt  wie  der  Querschnitt  des  rechten  Bron- 
chus zu  dem  Querschnitte  des  linken. 

Das  Gewicht  der  rechten  Lunge  verhält  sich  zu  dem  Ge- 
wichte der  linken  im  Mittel  aus  5  Bestimmungen  wie 

400  :  74,9, 
die  Querschnitte  der  zugehörigen  Bronchien  wie 

400  :  75,5. 

Auch  bei  Katzen,  Schaafen  erhielt  man  ähnliche ,  wenn  gleich 
nicht  so  übereinstimmende  Resultate. 

Dies  rührt  davon  her,  dass  bei  Katzen  wegen  der  Kleinheit 
der  Objecto  die  wenn  auch  geringen  Fehlerquellen  bei  der  Mes- 
sung zu  bedeutend  werden ;  bei  Schaafen  macht  der  eparterielle 
Bronchus,  der  sehr  kurz  ist  und  gesondert  aus  der  Trachea  ent- 
springt, Schwierigkeiten. 

41.  Da  das  entblutete  Lungengewebe  in  einem  genauen 
Yerhältniss  zu  den  Querschnitten  der  zuführenden  Luftröhren 
steht,  so  war  noch  zu  untersuchen,  ob  nicht  auch  die  Volumina 
Luft,  welche  die  Lungen  aufnehmen  können,  in  einem  ähnlichen 
Verhältnisse  zu  den  Querschnitten  der  luftzuführenden  Röhren 
stehen.  Wir  gingen  dabei  von  folgender  theoretischen  Betrach- 
tung aus : 

Das  Volum  Luft,  das  bei  der  Inspiration  in  jede  Lunge  ge- 
langt, hängt  ab 

4 .  vom  Querschnitt  der  zuführenden  Röhren ; 

2.  von  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Luft  die 
Röhren  durchfliesst ; 

3.  von  der  Zeit,  während  welcher  die  Inspiration  abläuft. 
Es  ist  also  das  Volumen  Luft,  das  in  die  rechte  Lunge  wäh- 
rend einer  Inspiration  eindringt: 

worin  9^  den  Querschnitt  des  rechten  Bronchus  bezeichnet. 

^i  =  9z  •  C4  .  t. 
Somit  V^  :  V;  =:  q^c  :  qlC^  , 

und  da  wir  c  ohne  hier  in  Betracht  kommende  Fehlerquelle 
gleich  Cf  setzen  können : 
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Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt'sich,  dass  die  VolumiDa 
Luft,  welche  in  die  Lungen  bei  einer  Inspiration  eindringen  und 
welche  wir  der  Kürze  halber  respiratorische  Volumina  nennen 
wollen,  sich  verhalten  müssen,  wie  die  Querschnitte  der  zuge- 
hörigen Bronchien.  Es  ist  nun  dieses  Volumen  Luft,  welches  bei 
einer  Inspiration  in  die  Lungen  eintritt,  ein  Bruchtheil  der  Luft- 
menge,  welche  die  Lunge  überhaupt  zu  fassen  vermag  und  die 
wir  im  Gegensatze  zum  respiratorischen  Luftvolumen  das  abso- 
lute nennen  wollen.  Es  hat  sich  nun  herausgestellt,  dass  die 
absoluten  Luftmengen  beider  Lungen  sich  sehr  annähernd  ver- 
halten wie  die  Querschnitte  der  zuführenden  Röhren.  . 

Das  absolute  Volumen  der  rechten  Lunge  verhält  sich  zum 
absoluten  Volumen  der  linken  Lunge  im  Mittel  aus  5  Bestim- 
mungenwie  <00  :  74,4. 

Das  Gewicht  der  rechten  Lunge  aber  zu  dem  der  linken  war  im 
Mittel  aus  5  Bestimmungen 

400  :  71,8. 
Die  absoluten  Volumina  der  rechten  und  der  linken  Lunge  ver- 
halten sich  demnach  nach  den  früheren  Beziehungen  der  Ge- 
wichte zu  den  Querschnitten  auch  annähernd  wie  die  Quer- 
schnitte der  Bronchien.  Auch  diese  Volum -Untersuchungen 
wurden  an  Hunden  gemacht,  welche  man  hatte  verbluten  lassen. 

Es  besteht  demnach  ein  bestimmtes  Verhältniss  zwischen 
den  Lungen  als  Lufträumen  und  den  Bronchien  als  Luft  zulei- 
tenden Röhren.  Der  zu  jeder  Lunge  führende  Bronchus  hat  einen 
so  grossen  Querschnitt,  dass  dadurch  die  mechanischen  Bedin- 
gungen erfüllt  sind,  um  die  Lunge  in  einer  gewissen  Zeit  und 
bei  einer  durchschnittlich  constanten  Saugkraft  zweckentspre- 
chend zu  ventiliren. 

42.  Die  Methode,  welche  wir  bei  der  Bestimmung  der  Quer- 
schnitte angewandt  haben,  ist  folgende : 

Die  Tracheen  und  Bronchien  wurden  gefroren  und  dann 
3 — 4  mm  dicke  Querschnitte  mit  einem  geeigneten  Instrumente 
angefertigt.  Die  Schnitte  wurden  noch  gefroren  mittelst  des  von 
His  angegebenen  Zeichenapparates  gezeichnet  und  der  Flächen- 
inhalt des  4 Mal  vergrösserten  Querschnittes  mit  dem  Amsl er- 
sehen Planimeter  bestimmt.  Es  ergab  sich,  dass  wir  bis  auf 
4  qmm  genau  den  Flächeninhalt  bestimmen  konnten. 
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ZurBestimmung  der  absoluten  Volumina  der  Lungen  wand- 
ten wir  folgenden  Apparat' an  : 

In  zwei  Glasflaschen  von  genau  gleicher  Hohe,  mit  am 
Boden  wasserdicht  aufschraubbaren  Metallplatten,  die  in  der 
Mitte  von  Ganülen  durchbohrt  sind,  wurden  die  frischen^  ver- 
bluteten intacten  Lungen  mit  den  Bronchien  an  diesen  Canttlen 
befestigt.  Die  Querschnitte  dieser  Canülen  verhalten  sich  wie 
100  :  80,  d.  h.  wie  die  Querschnitte  der  Bronchien. 

Die  CanUlen  beider  Flaschen  werden  durch  ein  T- förmiges 
Bohr  miteinander  verbunden.  Durch  das  Längsstück  des  T-fdr- 
migen  Rohres  bläst  der  Untersucher  die  Luft  in  die  Lungen.  Der 
Druck  ist  also  für  beide  Lungen  gleich.  Die  Menge  des  ver- 
drängten Wassers  giebt  das  absolute  Luftvolumen ,  das  eine 
Lunge  bei  vollständigem  Aufblasen  zu  fassen  vermag.  Glas- 
flaschen wurden  genommen,  um  eine  Controle  des  Versuches  zu 
ermöglichen. 


Ludwig  Lange,  lieber  das  Beharrungsgesetz, 

I. 

Bei  einer  planmässigen  Untersuchung  der  dynamischen 
Principien  tritt  uns  als  erstes  und  oberstes  Problem  die  Aufgabe 
entgegen,  an  Stelle  der  in  mancher  Hinsicht  veralteten  Galilei- 
Newton^schen  Fassung  des  Beharrungsgesetzes  eine  zeitgemässe 
neue  Fassung  zu  setzen.  Seitdem  Carl  Neumann*)  und 
Ernst  Mach  *)  die  Unzulänglichkeit  jener  herkömmlichen  For- 
mulirung  schlagend  nachgewiesen  haben,  besteht  kein  Zweifel, 
dass  man  es  hier  nicht  mit  einem  erdichteten,  sondern  mit  einem 
wirklichen  und  durchaus  berechtigten  Bedürfnisse  der  Wissen* 
Schaft  zu  thun  hat.  In  jüngster  Zeit  hat  sich  übrigens  Streintz') 
das  Verdienst  erworben,  auf  die  hervorragende  Bedeutung  de» 
genannten  Problems  von  Neuem  hinzuweisen.  Ich  selbst  habe 
dann  an  einem  anderen  Orte  *)  den  Gegenstand  vorwiegend  aus 
methodologischen  Gesichtspunkten  behandelt  und  will  hier  nun 
näher  auf  seine  mathematisch  -  physikalische  Seite  eingehen. 

Die  Unzulänglichkeit  der  üblichen  von  Newton  herstam- 
menden Formulirung  des  Gesetzes  liegt  in  erster  Linie  darin, 
dass  weder  gesagt  wird,  in  Bezug  auf  was  für  ein  Coordinaten- 
System  die  Bewegungen  der  sich  selbst  überlassenen  Punkte 
geradlinig,  noch,  in  Bezug  auf  was  für  eine  Zeitscala  (s.  u.)  sie 
gleichförmig  sind.  Es  heisst  nur:  »sie  sind  geradlinig a  und 
isie  sind  gleichförmig«.  Aber  in  Bezug  worauf  sind  sie  gerad- 
linig? um  von  der  zweiten  Behauptung  vorerst  ganz  abzusehen. 
Es  ist  wohl  nicht  nöthig,  auf  die  allgemein  anerkannten  Schwierig- 


4)  Ueher  die  Pi^incipien  der  Galilei-NewtoQ'scben  Theorie.  Lpz.  1870.. 

1)  Die  Geschichte  uod  die  Wurzel  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der 

Arbeit.  Prag,  4872.  S.  47. 

8)  Die  physikalischen  Grundlagen  der  Mechanik.   Leipzig  4883. 

4)  Philosophische  Studien,  hrsgg.  v.  W.  WTundt.  Bd.  II.  S.  366—197. 
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keiteii;  welche  der  Beantwortung  dieser  Frage  entgegenstehen , 
ausfuhrlich  einzugehen.  Kein  gegebenes  materielies  Ohject  im 
Weltall  ist  geeignet,  in  allen  Fällen  zum  Bezugsobjecte  des  Träg- 
heitsgesetzes zu  dienen  *) .  Insbesondere  hätte  eine  Gravitations- 
mechanik der  Fixsterne  in  dem  ganzen  weiten  Universum  nichts 
zur  Verfügung,  worauf  sie  die  Bewegungen  der  (blos  gedachten) 
sich  selbst  überlassenen  Punkte  und  der  Fixsterne  beziehen 
könnte.  Dasselbe  gilt  von  der  Moleculardynamik,  dieser  Stellar- 
astronomie  im  Kleinen. 

Newton  unterdrückt  die  Antwort  auf  unsere  Frage  in  der 
Fassung  des  Gesetzes  selbst,  welche  er  seiner  Gravitations- 
theorie voranstellt*);  er  bleibt  sie  aber  keineswegs  schuldig. 
Zufolge  seinen  Erläuterungen  bezieht  er  das  Gesetz  auf  ein  ge- 
wisses Coordinatensystem,  welches  er  bezeichnet'als  den  »abso- 
luten, gleichartigen;  unendlichen  und  unbeweglichen«  Raum. 
Dieser  »absolute  Raum«  sei  wirklich  und  nicht  blos  in  der  Idee 
vorhanden,  aber  freilich  unserer  unvollkommenen  menschlichen 
Sinneswahmehmung  nicht  zugänglich.  Er  soll  bestehen  aus 
einer  Aneinanderordnung  unerkennbarer  absolut  fester  Punkte: 
und  nur  durch  Yergleichung  der  Körper  mit  diesen  »an  und  für 
sich«  festen  Punkten,  nicht  durch  ihre  Yergleichung  mit  anderer 
Materie  sollen  die  Orte  und  Ortsbewegungen  der  Körper  ihrer 
wirklichen  Beschaffenheit  nach  erkannt  werden ') .  Kurz  gesagt 
ist  Newtons  absoluter  Raum  ein  Gespenst,  das  nun  und 
nimmermehr  zur  Grundlage  einer  exacten  Wissenschaft  gemacht 
werden  darf.  Es  wäre  unschwer  nachzuweisen,  dass  Newtons 
Annahme  eines  absoluten  Raumes  nicht  unabhängig  gewesen  ist 
von  seiner  tiefsinnigen  religiösen  Weltanschauung.  Den  absolu- 
ten Raum  wie  die  »absolute  Zeit«  (s.  u.)  *)  setzt  er  in  die  innigste 


4)  Vgl.  Neumann,  a.  a.  0.  S.  U  f.  Mach,  a.  a.  0.  S.  «7—50. 

5)  Pbilosophiae  naturalis  principia  mathematica,  Amstaelod.  4744 
editio  11)  pag.  48.  Lex  I. 

3)  L.  c.  pag.  5 — 4  4.  Scholium  ad  definitiones. 

4)  Vgl.  Newton,  Optice,  4740  (lat.}  pag.  298,  sowie  das  Schtuss- 
scbolium  der  zweiten  und  dritten  Auflage  der  Principien  (474  4.  pag.  481  sq.), 
wo  es  u.  a.  heisst:  »Gott  ist  ewig  und  aller  Orten ,  und  eben  durch  seine 
Ewigkeit  und  Allgegenwart  schafft  er  Zeil  und  Raum«.  Dass  die  absolute 
Zeit  und  der  absolute  Raum  gemeint  sind,  leidet  keinen  Zweifel  und  wird 
vollends  bestätigt  durch  den  Gebrauch  des  Wortes  duratio  an  Stelle  von 
tempus.  Denn  ausdrücklich  heisst  es  anderwärts  von  der  absoluten  im  Ge- 
gensatze zur  relativen  Zeit:  »AUo  nomine  dicitur  duratio^  (1.  c.  p.  5). 
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Beziehung  zum  ailgegenwärtigen  und  ewigen  Gotte  und  eben 
in  dieser  Beziehung  erblickt  er  wiederum  eine  Garantie  für  die 
Untrttglichkeit  jener  absoluten  Wesenheiten  im  Gegensatze  zu 
ihren  relativen  Abbildern .  dem  ,sinn liehen  Räume  und  der  sinn- 
liehen Zeit,  welche  oftmals  zur  Täuschung  verleiten.  Schon 
Euler  wagte  an  Newtons  Fundament  der  Dynamik  zu  rüt- 
teln*) und  Kant  warf  den  realen  absoluten  Raum  ganz  über 
den  Haufen*).  Freilich  wusste  man  nichts  wirklich  besseres 
aH  die  Stelle  zu  setzen  und  so  kommt  es,  dass  der  Mathematiker 
und  Physiker  bis  in  die  Gegenwart  noch  immer  —  wenngleich 
nicht  ohne  Unbehagen  —  von  dem  absoluten  Räume ,  von  ab- 
solut festen  Punkten,  von  absoluten  Bewegungen  zu  reden  pflegt, 
weil  er  keinen  vollgiltigen  Ersatz  für  diese  bedenklichen  Fic- 
tionen  hat.  Einen  vollgiltigen  Ersatz  zu  finden^  darum  eben  han- 
delt es  sich  im  Folgenden. 

Doch  zuvor  .mag  noch  die  schon  erwähnte  Newton'sche 
Annahme  einer  t> absoluten  Zeit«  in  Betracht  gezogen  werden. 
Alle  Zeitmessung  beruht  bekanntlich  auf  Bewegung :  man  misst 
die  Zeit  durch  den  von  einem  Punkte  (Uhrzeigerspitze,  Fixstern) 
durchlaufenen  Weg.  Der  bewegte  Punkt  bietet  gewissermassen 
eine  «Zeitscalaa  dar,  in  welche  wir  die  Ereignisse  einordnen. 
Die  zeitlichen  Verhaltnisse  einer  gegebenen  Bewegung  beur- 
theilen,  heisst :  dieselbe  räumlich  vergleichen  mit  einer  anderen 
ein  für  alle  Mal  zu  Grunde  gelegten  Bewegung.  Was  für  eine 
Bewegung,  was  für  eine  Zeitscala  soll  nun  aber  der  dynamischen 
Chronometrie  zu  Grunde  gelegt  werden?  Hier  erheben  sich 
bekanntlich  ganz  ähnliche  Schwierigkeiten  wie  vorhin,  als  wir 
nach  dem  fundamentalen  Bezugssysteme  der  Dynamik  fragten. 
Keine  gegebene  Bewegung  im  Weltall  ist,  in  aller  Strenge  der 
Theorie,  jenem  Zwecke  dienlich') .    In  dieser  Erkenntniss  bezog 

4)  Theoria  motas  (4765)  Tom.  I.  Gap.  I.  Da  Euler  Newtons  reli- 
giös-metopbysisches  Fundament  nicht  besitzt,  so  scheut  er.sich  hier  nicht, 
den  New  ton 'sehen  Postulaten  UnbegreifUcbkeit  vorzuwerfen.  In  Gap.  II 
kehrt  er,  um  noch  grössere  »ünbegreiflichlceiten«  zu  vermeiden,  dann 
freilich  zu  N  e  w  t  o  n  s  Ansichten  zurück .   Vgl.  S  t  r  e  i  n  t  z ,  a.  a .  0.  S.  40  ff, 

2)  Nämlich  in  seiner  kritischen  Periode.  Nicht  nur  wird  von  Kant 
Newtons  realer  absoluter  Raum  zu  einer  blossen  Idee  verflüchtigt,  son- 
dern es  hat  auch  diese  Idee  nicht  die  geringste  dynamische  Färbung»  so 
dass  kaum  mehr  als  das  leere  Wort  übrig  bleibt.  Kant,  Smtl.  Werke  hrsgg. 
V.  Kirchmann,  Bd.  VII.  Abt.  I.  S.  494. 

3}  Newton,  Principia,  pag.  7.   Neu  mann,  a.a.O.  S.  46f. 
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Newton  die  Bewegungsurtheile  seiner  dynamischen  Theorien 
und  insbesondere  den  Satz  von  der  unveränderlichen  Geschwin- 
digkeit sich  selbst  ttberlassener  Punkte  auf  eine  »absolute  Zeit«, 
welche  —  für  uns  Menschen  nicht  wahrnehmbar  —  »an  und 
für  sich  gleichmässig  dahinfliesst«*).  Es  braucht  kaum  darauf 
hingewiesen  zu  werden,  dass  diese  absolute  Zeit  ein  ganz  ähn- 
liches Gespenst  ist,  wie  der  absolute  Raum.  Gerade  deshalb  ist 
es  sehr  bemerkenswert h,  dass  sie  aus  der  gegenwärtigen  Dyna- 
mik ziemlich  verschwunden  ist,  während  das  Gleiche  noch 
keineswegs  vom  absoluten  Räume  gilt.  Die  Erklärung  dieser 
Thatsache  liegt  indessen  nicht  fern.  Man  hat  bereits  einen  voll- 
giltigen  Ersatz,  für  die  absolute  Zeit.  \Yir  können  den  zeitlichen 
Theil  des  Beharrungsgesetzes  Vollkommen  correct  aussprechen 
ohne  das  Postulat  einer  absoluten  Zeit.  Wir  brauchen  nur  im 
Anschlüsse  an  Neumann  das  Zeitmaass  der  Dynamik  zu  grün- 
den auf  die  Definition :  Zwei  Zeitabschnitte  heissen  gleich,  in 
welchen  ein  sich  selbst  überlassener  Punkt  gleiche  Wegabschnitte 
zurücklegt*).  Mit  anderen  Worten :  die  fundamentale  Zeitscala 
der  Dynamik  wäre  «u  definirän  jdurch  die  Bewegung  eines  sich 
selbst  iiberlassenen  Punktes.  Unter  diesem  Gesichtspunkte  er- 
scheint der  Satz  von  der  »gleichförmigen«  Bewegung  aller  sich 
selbst  überlassenen  Punkte,  wie  Thomson  und  Tait  sehr 
richtig  bemerken,  als  blosse  Convention  fUr  einen  solchen  Punkt, 
und  er  ist  mehr  als  Convention,  er  ist  Forschungsergebniss  nur 
insoweit,  als  er  irgendwelche  sonstige  sich  selbst  überlassene 
Punkte  betrifft^).  Es  ist  offenbar  nichts  als  ein  eigenthUmlicher 
Eliminationsprocess  j  wodurch  Neu  mann  die  unbegreifliche 
absolute  Zeit  aus  dem  Ausspruche  des  Trägheitsgesetzes  ent- 
fernt hat. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  sich  nicht  durch  ein  analoges  Ver- 
fahren auch  der  absolute  Raum  eliminiren  lässt.  In  der  That 
ist  dies  der  Fall.  Das  fundamentale  Goordinatensystem  der 
Dynamik  mag  als  »Inertialsystem«,  die  fundamentale  Zeitscala 
der  Dynamik  als  »Inertialzeitscala«  bezeichnet  werden.  Genau 
ebenso  nun,  wie  die  eindimensionale  Inertialzeitscala  definirt 


4)  Newton,  1.  c.  pag.  6. 

5)  NeumaDn,  a.  a.  0.  S.  48. 

3)  Thomson-Tait,  Treatise  on  Natural  Philosophy,  Vol.  L    P.  1 
§  S46— S48. 
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werden  konnte  an  Hand  eines  einzelnen  sich  selbst  überlasse- 
nen  Punktes,  so  lässt  sich  das  dreidimensionale  Inerlialsystem 
definiren  an  Hand  dreier  sich  selbst  Uberlassener  Punkte.  Zu 
dieser  Definition  fuhrt  uns  die  folgende  Erwägung,  deren  kine- 
matische Ausgangspunkte  nachher  begründet  werden  sollen. 

Für  drei  (oder  weniger  als  drei}  beliebig  gegeneinander 
bewegte  Punkte  P,  P',  P"  —  dieselben  brauchen  nicht  sich 
selbst  überlassen  zu  sein  —  lässt  sich  alle  Mal  ein  Coordinaten- 
system,  ja  lassen  sich  unendlich  viele  Coordinatensysteme  con- 
struiren,  in  Bezug  worauf  jene  Punkte  geradlinig  fortschreiten. 
Dagegen  ist  für  mehr  als  drei  Punkte  diese  Möglichkeit  nur 
unter  besonderen  Umstanden,  nur  zufällig  vorhanden. 

Es  folgt  hieraus,  dass  das  Gesetz  von  der  unveränderlichen 
Bewegüngsrichtung  sich  selbst  uberlassener  Punkte  eine  blosse' 
Convention  ist  für  drei  solche  Punkte,  dass  es  ein  bemerkens- 
werthes  Resultat  der  Forschung  nur  insofern  enthält,  als  es  für 
mehr  als  drei,  für  beliebig  viele  Punkte  mit  Bezug  auf  ein  und 
dasselbe  System  gilt.  Die  physikalische  Bedingung  des  Unbeein- 
flusstseins  hat  eben  den  einen  sehr  merkwürdigen  kinematischen 
Erfolg,  dass  es  für  beliebig  viele  ihr  unterworfene  Punkte  ein 
Coordinatensystem  giebt,  worin  sie  sämmtlich  geradlinig  be- 
wegt sind. 

Hiermit  ist  die  gesuchte  Definition  des  Inertialsystemes  in 
ihren  GrundzUgen  gegeben.  So  wie  sich  die  Inerlialzeitscala 
definiren  Hess  als  eine  solche  Zeitscala ,  in  Bezug  worauf  ein 
sich  selbst  uberlassener  Punkt  gleichförmig  fortschreitet:  so 
wird  sich  das  Inertialsystem  definiren  lassen  als  ein  solches 
Coordinatensystem,  in  Bezug  worauf  drei  sich  selbst  überlassene 
Punkte  geradlinig  fortschreiten.  In  weiterer  Verfolgung  dieses 
Gedankens  hat  sich  in  der  That  für  das  vollständige  Beharrungs- 
gesetz die  folgende  zergliedernde  Fassung  ergaben,  und  zwar 
auf  einem  Wege,  welchen  wir  im  folgenden  Abschnitte  betreten 
werden. 

Beharrungsgesetz. 

Definition  I.  » Inertialsystem a  heisst  ein  jedes  Coor- 
dinatensystem von  der  BeschaflTenheit,  dass  mit  Bezug  darauf 
drei  vom  selben  Raumpunkte  projicirte  und  dann  sich  selbst 
überlassene  Punkte  P,  P\  P"  —  w  ölche  aber  nicht  in  einer  ge- 
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raden  Linie  liegen  sollen  —  auf  drei  beliebigen  in  einem  Punkte 
zusammenlaufenden  Geraden  G,  G',  G"  (z.  B.  auf  den  Coor- 
dinatenaxen)  dahinschreiten^). 

T  h  e  0  r  e  m  L  Mit  Bezug  auf  ein  Inertialsystem  ist  die  Bahn 
jedes  beliebigen  vierten  sich  selbst  überlassenen  Punktes  gleich- 
falls geradlinig. 

Definition  IL  »Inertialzeitscalacc  heisst  eine  jed&  Zeit- 
scala,  in  Bezug  auf  welche  ein  sich  selbst  ttberlassener  auf  ein 
Inertialsystem  bezogener  Punkt  [etwa  f)  gleichförmig  fort- 
schreitet. 

Theorem  II.  In  Bezug  auf  eine  Inertialzeitscala  ist  jeder 
beliebige  andere  sich  selbst  überlassene  Punkt  in  seiner  In- 
ertialbahn  gleichförmig  bewegt*). 


n. 

Zunächst  handelt  es  sich  vor  allem  um  eine  exacte  Dar- 
legung, inwiefern  man  fünein,  zwei,  drei,  aber  im  allgemeinen 
nicht  mehr  für  mehr  als  drei  gegeneinander  bewegte  Punkte 
im  Stande  ist,  ein  Goordinatensystem  zu  construiren ,  in  Bezug 
auf  welches  die  Punkte  geradlinig  bewegt  sind.  Es  ist  hier 
noch  nicht  die  Rede  von  sich  selbst  ttberlassenen  materiellen, 
sondern  von  beweglichen  geometrischen  Punkten. 


1}  Die  hier  gegebene  Definition  weicht  von  meiner  frühere d  ab,  nicht 
was  den  methodologischen  Grundgedanken,  sondern  was  die  mathematische 
Verwirklichung  desselben  anlangt.  Herr  Professor  A.  Voss  hatte  die 
Freundlichkeit,  mich  auf  einen  kinematischen  Irrtbum  aufmerksam  zu 
machen  und  so  zu  diesem  zweiten  mehr  mathematischen  Versuche  an- 
zuregen. 

2]  Man  sietit,  der  räumliche  und  der  zeitliche  Theil  des  Gesetzes 
sagen  gewissermassen  dasselbe  zweimal  aus,  nur  das  eine  Mal  mit  Rück- 
sicht auf  den  dreidimensionalen  Raum,  das  andere  Mal  mit  Rücksicht  auf 
die  eindimensionale  Zeit.  Das  eigenthümliche  Eliminationsverfahren,  worin 
diese  Analogie  am  schlagendsten  zum  Ausdrucke  kommt,  habe  ich  (a.a.O.) 
mit  einem  besonderen  Namen,  als  Princlp  der  parlicularen  Determination, 
bezeichnet,  weil  sich  herausstellte,  dass  es  in  der  Mechanik  und  mathema- 
tischen Physik  überhaupt  manche  dunkle  Punkte  aufklärt.  In  der  That 
verbreitet  es  das  hellste  Licht  über  eine  Anzahl  dem  Beharrungsgesetze  in 
gewisser  Weise  coordinirter  Grundlehren :  z.  B.  über  den  Satz  von  der 
Proportionalität  der  Kraft  und  ihrer  Wirkung,  über  das  Ohm*sche  Ge- 
setz, u.  s.  w. 
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1.  Eine  beliebige  Anzahl  solcher  Punkte  P,  P\  P", .  mögen 
mit  Bezug  «luf  ein  Tor  der  Hand  ganz  beliebiges  Parallelcoordi- 
natensystem  SHZ  sowie  mit  Bezug  auf  eine  vor  der  Hand  eben- 
falls ganz  beliebige  Zeitscaia  0  .  .  f  die  als  Functionen  von  /  ge- 
gebenen Coordinaten  ^^  t],  ^;  f ,  i;',  C;  §\  rl\  ^";  . . .  besitzen. 
Gegen  SHZ  sei  femer  irgendwie  bewegt  ein  anderes  Parallei-* 
eoordinatensystem  X^X^X^;  alsdann  ergeben  sich  bekannter- 
masseh  die  Coordinaten  der  Punkte  in  Bezug  auf  das  zweite 
System  aus  Transformationen  von  der  Gestalt : 

^t  =  «,•?+  ^1»/  +  yi?  +  *.»   <=  «•S'+  ßiv-^  y.r+  Si,  . . 

(1  =  4,2,3), 

worin  a,-,  /?,.,  y,.,  <J,-  zwölf  Functionen  von  t  sind.  Unter  Voraus- 
setzung orthogonaler  Coordinaten  bestehen  dabei  zwischen  den 
a,' ,  ßi ,  /,•  die  sechs  unabhängigen  Gleichungen :- 

fa,*  +  a,»  +  a,«  =  4  ,       ß,y,  ^  ß^y^  +  ß,y,  =  0  , 

In'  +  n*  +  ^3*  =  ^     «4^1  +  «,/^,  +  «3A  =  0 . 

Wir  fragen  uns  nun :  Für  wie  viele  gegebene  Punkte  P, 
P%  .  .  .  ist  es,  ohne  besondere  Abhängigkeiten  zwischen  ihren 
variabeln  Coordinaten  ^,  i;,  ^,  .  .  .  vorauszusetzen,  möglich,  die 
a,.  ßi  y,.  ö^  als  solche  Functionen  von  t  zu  bestimmen ,  dass  die 
sämmtlichen  in  Bezug  auf  X^  X,  X^  beschriebenen  Punktbahnen 
geradlinig  sind?  Bei  einer  gewissen  Anzahl  wird  ja,  dies 
leuchtet  unmittelbar  ein,  jene  Möglichkeit  einmal  ein  Ende 
nehmen. 

Für  jeden  Punkt  fliessen  aus  der  Forderung,  er  Solle  mit 
Bezug  auf  X^  X^  X,  geradlinig  fortschreiten,  zwei  Differential- 
gleichungen, z.  B.  für  P  die  Differentialgleichungen : 

welche  nach  Transformation  auf  SHZ  und  nach  Einführung 
des  Argumentes  t  in  den  zwölf  Unbekannten  a,-  ß^  y^  d^  von  der 
zweiten  Ordnung  sind.  Ftlr  n  Punkte  macht  dies  2  n  Differen- 
tialgleichungen,  welche  von  den  OrthogonalitUtsbedingungen 
(4)  oben  zu  einem  Systeme  von  Sn  +  6  Gleichungen  ergänzt 
werden.  Solange  nun  n^3  ist,  übersteigt  die  Anzahl  der  zu 
erfüllenden  Gleichungen  diejenige  der  Unbekannten  nicht.   Für 

]Cath.-ph78.  Claase  1885.  23 
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n  >  3  aber  tritt  dieser  Fall  ein  und  es  giebt  deshalb  keine 
Lösung  des  Problems,  wofern  nicht  besondere  Abhängigkeiten 
zwischen  den  f,  17,  C;  ^',  ij',  C';  .  .  .  supponirt  werden. 

Im  Falle  von  drei  gegebenen  Punkten  ist  es  demnach  obne 
weitere  Voraussetzungen  gerade  noch  möglich,  ein  System  zu 
construiren,  in  Bezug  auf  welches  dieselben  sämmtlich  gerad- 
linig bewegt  sind.  Aber  nicht  nur  eines,  sondern  00**  Systeme, 
denn  wir  haben  es,  wie  sich  erkennen  lässt,  mit  42  willkürlichen 
Integrationsconstanten  zu  thun.  Nun  aber  ist  zufolge  bekannten 
Grundsätzen  00^*  =  (00^]^  auch  die  Mannigfaltigkeit  aller  mög- 
lichen Corabinationen  je  dreier  gerader  Linien  im  Baume.  Es 
liegt  deshalb  der  Gedanke  nahe,  dass  man  als  Wege  von  P,  P\ 
P''  durch  passende  Wahl  jener  Gonstanten  drei  beliebig  vor- 
geschriebene Geraden  erhalten  kann.  Das  hiermit  gestellte  Pro- 
blem lässt  sich,  wie  folgt,  auch  rein  algebraisch  formuliren  und 
lösen. 

2.  Die  Forderung,  P,  P',  P"  sollen  in  Bezug  auf  X^  X^  A, 
drei  vorgeschriebene  geradlinige  Bahnen  beschreiben,  führt  zu 
den  neun  algebraischen  Gleichungen  (1  =  4^  2,  3) : 

IXi  =  or,.?  +  ß,ri  -h  y,.C  +  <J,.  =  a,  +  h^ip  [i]  , 
(2)  a^/=  a,r  +  fti?'+  nr+  ii  =  «/+  ft.V W  , 

\xr^  a,r+  ßi^-^  nC^  cJ,  =  a/'+  6,V(/) , 
worin  die  Werthe  a  und  b  die  von  t  unabhängigen  Bestim- 
mungsstUcke  der  vorgeschriebenen  Bahnen  sind,  während  die 
Parameter  q)  [t)j.q)'(t)j  cp"[t]  als  unbekannte  Functionen  der  Zeit 
zu  den  schon  vorhandenen  42  Unbekannten  (x^ß^f^ö^  hinzu- 
kommen. Das  System  (2)  wird  von  dem  Systeme  (4)  der  unab- 
hängigen Orthogonalitätsbedingungen  (S.  339.)  ergänzt  zu  einem 
Systeme  von  45  Gleichungen,  welches  zur  Bestimmung  der  45 
unbekannten  Functionen  von  t  führt,  wenn  die  alten  Coordi- 
naten  ?i;C,  ^'^'T,  §"i?"r',  wie  vorausgesetzt,  als  Functionen 
von  i  gegeben  sind.  Durch  wirkliche  Auflösung  erhalten  wir 
Antwort  auf  die  Frage,  wie  das  Coordinatensystem  X^X^X^ 
relativ  zu  SHZ  zu  bewegen  ist,  wenn  mit  Bezug  auf  ersteres  die 
Bahnen  der  Punkte  P^  P^  P'  drei  vorgeschriebene  Geraden  sein 
sollen.  Diese  Antwort  kann  mitunter  unendlich  vieldeutig  sein; 
was  für  Voraussetzungen  erforderlich  sind,  damitnsie  es  nicht 
ist,  werden  wir  alsbald  sehen. 
Setzt  man : 
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r' 


r  »?'  r  I  =  ^. 
r  r »?" ! 

so  folgt  aus  dem  Systeme  (2)  v.  S. : 

a.  +  ftj  «jp  -  d,   J? 

-6,'V-d,  VT 

j.  +  bi(p  -  di  ^ 

(3       -(  ^i;f,=   r  a/+6,>'-(j<  r 
r  a/'+  6,v'-  <},■  r 

I    1?     a,.  +  6,.  f/)  -  <J. 

j;     a,.  +  bi  (p  -  J^ 
Man  kann  nun  eine  jede  der  sechs  Orthogonalitätsbedin-* 
gungen  mit  /P  muitipliciren : 

(Jy,)  [Ja,]  +  {Jy,\  (Ja,)  +  (^y,:  (^a,)  =  0, 
,  (z/a,)  (^/^/.  +  (Ja,\  [Jß,]  +  (^«,)  [Jß,]  =  0. 

Führt  man  dann  hierin  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
(3)  ein,  so  resultirt  ein  System  von  sechs  Gleichungen,  worin 
nur  noch  die  sechs  unbekannten  ö^,  d^,  d,,  q>,  (p\  (p"  vorkom- 
men. Dieses  resolvirende  System  wäre  nun  weiter  zu  unter- 
suchen, insbesondere  auf  die  Bedingungen  hin,  unter  welchen 
seine  Lösung  unendlich  vieldeutig  wird.  Für  den  Augenblick 
bleibe  diese  Frage  offen.  Jedenfalls  geht  aus  dem  vorigen  als 
erste  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  das  der  gegebenen 
Vorschrift  genügende  Coordinatensystem  A'^  Ä',  X^  kein  unbe- 
stimmtes ist,  die  Ungleichung  hervor: 

Sie  besagt  unmittelbar,  dass  P,  P\  P"  nicht  in  einer  Ebene  mit 
dem  Ursprünge  von  SH  Z  liegen  dürfen.  Weil  nun  aber  das 
zu  Grunde  gelegte  Coordinatensystem  SHZ  und  also  auch  sein 

23* 
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Ursprung  ein  ganz  beliebiger  war,  so  dürfen  wir  diese  Bedin- 
gung alle  Mal  als  erfüllt  ansehen,  wofern  P,  P',  P^'  nicht  in 
einer  Geraden  liegen.  Man  kann  also  auch  sagen:  P,  P\  P" 
dürfen  nicht  in  einer  geraden  Linie  gelegen  sein.-  Dieses  Er- 
geJ3niss  leuchtet  auch  anschaulich  ein.  Liegen  die  Punkte  in 
einer  Linie ,  so  kann  das  System  X^  X^  A',  in  beliebiger  Weise 
um  dieselbe  gedreht  werden,  es  ist  mithin  kein  bestimmtes. 
Da  sich  übrigens  ^:/  als  Function  von  t  darstellt,  so  ist  zu  unter- 
scheiden zwischen  der  Möglichkeit,  dass  momentan,  und  der 
Möglichkeit,  dass  identisch  J  =  0  ist.  Für  den  ersten  Fall  ist 
die  Unbestimmtheit  nur  eine  momentane,  die  wenig  zu  bedeu- 
ten hat ;  für  den  letzteren  Fall  aber  ist  sie  eine  andauernde. 

Betrachten  wir  nun  näher  das  aus  (4)  entsprungene  resol- 
virende  Gleichungssystem  mit  den  Unbekannten  d^,  d„  d,,  <p, 
rp,  cp".  Dasselbe  ist,  wie  sich  leicht  zeigen  Hesse,  quadratisch 
und  besitzt  demgemüss  mehrere  reelle  oder  imaginäre  Lösungen; 
den  ersteren  entsprechen  reelle  Coordinatensysteme  X^  X^  X,, 
den  letzteren  hingegen ,  wo  sie  auftreten ;  imaginäre  Systeme, 
in'Bezug  aufweiche  die  Punkte  gleichwohl  reelle,  nämlich  die 
vorgeschriebenen  Bahnen  beschreiben ;  ich  sehe  hier  natürlich 
davon  ab,  dass  man  auch  imaginäre  Bahnen  vorschreiben  könnte. 
Uebrigens  ist  im  allgemeinen  Falle  offenbar  sehr  wohl  möglich, 
dass  ein  der  gestellten  Forderung  entsprechendes  Coordinaten- 
system  zeitweilig  aus  dem  reellen  in  imaginäres  Gebiet  über- 
geht, und  umgekehrt. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  das  in  Bede  stehende  resol- 
virende  System  keine  Serie  von  Lösungen  besitzt,  wären  auf 
dem  betretenen  analytischen  Wege  nicht  ohne  Umstände  aus- 
findig zu  machen.  Wir  setzen  diese  Frage  Heber  rückwärts  ins 
anschauliche  um.  P,  P',  P"  seien  nicht  in  einer  Geraden  ge- 
legen. Was  für  Bedingungen  müssen  hinzukommen,  damit  für 
einen  festgehaltenen  Augenblick  t  keine  Serie  von  Coordinaten- 
systemen  X^X^X^  vorhanden  ist,  relativ  wozu  P,  P',  P"  auf  den 
drei  vorgeschriebenen  geradlinigen  Bahnen  liegen?  Der  Voraus- 
setzung gemäss  ist  nun  die  Lage  des  Systemes  X^  X,  X,  gegen 
S H  Z  zur  Zeit  t  eine  bestimmte,  wofern  die  Lage  der  Punkte 
P,  P',  P"  relativ  zu  X^  X^  X,  bestimmt  ist.  Diese  Punkte  aber 
haben  in  dem  festgehaltenen  Momente  bestimmte  gegebene  Ab- 
slände. Die  gesuchte  ergänzende  Bedingung  kommt  demnach 
überein  mit  der  Bedingung  dafür,  dass  drei  Punkte  P,  P',  P^ 
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von  gegebenen  Abstanden  auf  drei  vorgeschriebenen  Geraden 
G,  G'j  G"  nicht  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  ange- 
ordnet v^erden  können.  Schon  die  Anschauung  lässt  vermuthen, 
dass  diese  Bedingung  keine  andere  ist,  als :  die  vorgeschriebe^ 
nen  Geraden  dürfen  nicht  parallel  sein.  Durch  eine  Rechnung, 
welche  hier  nicht  ausgeführt  werden  soll,  wird  diese  Yermu- 
thung  bestätigt.  Damit  es  eine  Serie  von  Anordnungen  dreier 
fest  veii>undener  Punkte  auf  drei  vorgeschriebenen  Geraden 
giebt,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  diese  parallel  lie- 
gen; doch  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  man  sich  auf  die 
Yorschreibung  reeller  gerader  Linien  beschränkt*). 

Passen  wir  die  gefundenen  kinematischen  Resultate  zu- 
sammen :  Die  geradlinige  Bewegung  einer  Anzahl  beweglicher 
geometrischer  Punkte  ist  Sache  der  Convention^  so  lange  diese 
Anzahl  die  3  nicht  übersteigt.  Drei  Punkte  kann  man  auf  drei 
vorgeschriebenen  festen  Geraden  sich  bewegen  lassen,  indem 
man  das  Coordihatensystem,  worauf  diese  festen  Geraden  be- 
zogen sind,  den  Distanzveranderungen  der  Punkte  gleichsam 
anx>asst.  Solcher  angepasster  Systeme  giebt  es  im  allgemeinen 
mehrere  gegeneinander  bewegte;  jedenfalls  aber  keine  Serie, 
wofern  die  drei  Punkte  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen  und 
die  drei  vorgeschriebenen  Geraden  nicht  parallel  sind. 

3.  Von  den  vorangegangenen  rein  kinematischen  Erwägun- 
gen gelangen  wir  nun  zu  unserem  eigentlichen  Probleme,  indem 
w\v  die  dynamische  Voraussetzung  machen,  P,  P',  P"  sollen 
materiell  und  sich  selbst  überlassen  sein.  Es  erhebt  sich  von 
selbst  die  Frage:  Kann  man  vielleicht  als  »Inertialsystema  ein- 
lEach  ein  solches  Coordinatensystem  definiren,  in  Bezug  worauf 
drei  beliebige  nicht  in  einer  Geraden  liegende  sich  selbst  über- 
iassene  Punkte  auf  drei  nicht  parallelen  Geraden  fortschreiten? 

Schon  auf  Grund  einfacher  Mannigfaltigkeitsbetrachtungen 
ist  diese  Frage  zu  verneinen.  Die  Inertialsysteme  bilden,  wie 
schon  Newton  und  Euler  erkannten*],  eine  Mannigfaltigkeit 


1)  Das  gesagte  folgt  durch  Betrachtang  einer  gewissen  dreireihigen 
Ftinctionaldeterminante  auf  die  Bedingungen  hin,  unter  welchen  sie  iden- 
tisch verschwindet. 

2]  Newton,  Principia  pag.  48  (Coroll.  V).  Euler,  Mechanica, 
Tom.  I  §  5«.  69.  77.  80.  82.  (Cf.  Theoria  motus.)  Bei  beiden  Autoren  ist 
übrigens  diese  Erkenntniss  durch  die  überflüssige  metaphysische  Voraus- 
setzung eines  realen  absoluten  Raumes  getrübt. 
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von  Systemen,  weiche  gegen  eines  von  ihnen,  das  wir  wili- 
kttrlich  zu  Grunde  legen  können,  ohne  Drehung  geradlinig  und 
[nach  inertieliem  Zeitmaass)  gleichförmig  bewegt  sind.  Der 
Grad  dieser  Mannigfaltigkett  ist  unschwer  anzugeben ;  wir  wol- 
len uns  dabei  auf  orthogonale  Systeme  beschränken.  Fassen 
wir  jedesmal  alle  gegeneinander  unbewegten  Inertialsysteme, 
welche  nur  durch  Ursprung  und  Axenrichtungen  unterschieden 
sind,  in  einen  Complex  zusammen,  so  giebt  es  solcher  Com- 
plexe  oo':  denn  die  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  eines 
jeden  von  ihnen  gegen  das  zu  Grunde  gelegte  Inertialsystem 
kann  in  Anbetracht  der  zwiefach  variabeln  Richtung  und  der 
einfach  variabeln  Geschwindigkeit  verschieden  sein.  Jeder  ein- 
zelne Complex  enthält  aber  wiederum  00°  Systeme,  sodass  man 
es  im  ganzen  mit  00'  orthogonalen  Inertialsystemen  zu  thun 
hat  ^) .  Nun  ist  aber  die  Mannigfaltigkeit  derjenigen  orthogonalen 
Systeme,  worin  P,  P',  P"  irgendwie  geradlinig  fortschreiten, 
00**  (s.  0.].  Folglich  giebt  es  unter  letzteren  auch  nicht- iner- 
tielle  Systeme  und  es  handelt  sich  um  weitere  Bestimmungen, 
wodurch  die  soeben  provisorisch  aufgestellte  zu  weite  Definition 
des  Inertialsystemes  in  angemessener  Weise  beschränkt  wird. 
Im  ganz  allgemeinen  Falle,  wo  die  drei  »Fundamentalpunktea 
P,  P',  P"  von  beliebiger  Art  sind,  würde,  soviel  mir  scheint, 
dies  nicht  leicht  auszuführen  sein.  Anders  in  dem  besonderen 
Falle,  dass  wir  drei  gleichzeitig  vom  selben  Punkte  fortgeschleu-* 
derte,  gleichsam  aus  einem  Punkte  hervorgegangene  sich  selbst 
überlassene  Punkte  zu  Grunde  legen.  Alsdann  lautet  nämlich 
die  nothwendige  und  hinreichende  Beschränkung:  Die  drei 
geradlinigen  Bahnen  müssen  aber  durch  einen  Punkt  gehen. 
Um  dies  zu  zeigen,  statuire  und  beweise  ich  den  folgenden 

Lehrsatz:  Ein  System,  in  Bezug  worauf  drei  nicht  in 
einer  geraden  Linie  liegende  materielle  Punkte,  welche  gleich- 
zeitig vom  selben  Raumpunkte  fortgeschleudert  und  dann  sich 
selbst  überlassen  wurden,  drei  durch  einen  Punkt  gehende  nicht 
zusammenfaiiende  Geraden  beschreiben,  ist  ein  Inertialsystem. 


4)  Fasstman,  wie  icba.  a.  0.  getban  habe,  sämmtlicbe  gegeneinaDder 
rubende  Inerlialsysteme  als  eines  auf  (unbekümmert  um  die  kinematisch 
gleicbgiltigen  Ursprünge  und  Axenrichtungen],  so  ergiebt  sich  die  Mannig- 
faltigkeit der  dreidimensionalen  Inertialsysteme  als  CX>^  Analog  ist  die 
Mannigfaltigkeit;  der  eindimensionalen  Inertialzeilscalen ,  wenn  nfan  von 
der  Verlegbarkeit  des  Nullpunktes  absiebt,  00^ 


UeÄer  das  Bbharrungsgesetz.  345 

D.  fa.  mit  Bezug  auf  ein  solches  System  schreitet  jeder  belidHge 
vierte  sich  selbst  ttberlasseue  Punkt  ebenfalls  geradlinig  fort. 

Beweis:  Ich  darf  ausgehen  von  der  unzählige  Male  phy- 
sikalisch bestätigten  Voraussetzung,  dass  ein  Inertialsystem  und 
eine  Inertialzeitscala  kinematisch  möglich  sind ;  d.  h.  dass  mit 
Bezug  auf  ein  gewisses  noch  unbekanntes  System  SHZ  und 
mit  Bezug  auf  eine  gewisse  noch  unbekannte  Zeitscala  0  .  .  / 
die  Bewegungen  beliebig  vieler  sich  selbst  überlassener  Punkte 
geradlinig  und  gleichförmig  sind.  Auf  dieses  System  und  auf 
diese  Scala  denken  wir  nun  alle  Bewegungen  bezogen.  Dabei 
verlegen  wir  der  Einfachheit  halber  den  Ursprung  des  ersteren 
in  den  gemeinsamen  Ausgangspunkt  der  Fundamentalpunkte 
Pj  P^j  P'y  und  den  Anfangspunkt  der  Zeitscala  analog  in  den 
Augenblick,  wo  diese  Punkte  zusammenfallen.  Unter  diesen 
Voraussetzungen  lässt  sich  einfach  schreiben  : 

I  SS  X  (,         r]  ^  k  t,         C  =:  fi  t, 

g-^x'^      l^'=A'^      c^ftt, 

r'=>c"/,  1?"=:A'7,  ^'=f^"t, 

worin  die  x,  A,  fi  irgendwelche  von  t  unabhängige  Grössen  sind. 
Wie  bewegt  sich  nun  gegen  SHZ  ein  solches  Coordinaten- 
system  X^  X^  X^ ,  in  Bezug  worauf  P,  Pj  P'  längs  drei  von  einem 
Punkte  ausgehenden  vorgeschriebenen  Geraden  fortschreiten? 
Der  Schnittpunkt  der  Geraden  falle  in  den  Ursprung  von  X^X^X^y 
so  sind  die  Gleichungen  der  vorgeschriebenen  Bahnen  von  der 
Form  (i  =  1 ,  2,  3) : 

x,^b,cp[t),      x;^b{cp\t),      <=V9"W,  ' 

wo  die  Werthe  b  vorgeschriebene  Constanten  und  die  q>  [t]  un- 
bekannte Functionen  von  t  sind.   Das  System  (2)  S.  340  verein- 
facht sich  also  durch  den  Fortfall  der  Werthe  a. 
Ferner  wird  ,         . 

I  x"  r  ^i"  I 

wo  R  ein  constanter  vpraussetzungsgemäss  von  Null  verschiede* 

ner  Werth  ist.  Die  erste  Gleichung  des  Systems  (3)  S.  341  lässt 

sich  schreiben ;  ,  ,  *      , 

I  o^fp  —  ö^     X  IX 

f?fa,=  |  6/r/)'-  d^     ;/  /£' 
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oder :  /? ( a,-  =  ^,. (jp  -4-  Al^'  -h  Al'ip* -h  B. d,- , 

endlich  nach  Divison  durch  /: 

und  hier  sind  die  Werthe  A  und  B  von  t  unabhängig.  Aehnliche 
Gleichungen  folgen  für  Bß^  und  By^,  Aus  dem  Systeme  der 
Orihogonalitatsbedingungen  ergiebt  sich  dann  ein  resolvirendes 
System  von  sechs  in  den  Unbekannten  ' 

SL    SL    iL .     i.    *^»     ^ 

quadratischen  Gleichungen,  deren  Goefficienten  sammt  und  son- 
ders von  t  unabhängig  sind.  Die  Lösungen  dieses  Systems  bilden 
nach  dem  vorigen  keine  Serie.  Da  sie  aus  lauter  von  t  unab- 
hängigen Werthen  p,  p\  p",  9^,  9^,  q^,  bestehen,  so  kann  man 
schreiben : 

4p=:pty    (p'^p't,    q>'=p"t\     d^=:q^t,    d^—q^t,    d^^q^L 

Die  sämmtlichen  Richtungscosinus  nehmen  nun  zufolge  den 
fürjRaj,  Bßfj  By^  aufgestellte  Gleichungen con^tonte Werthe  an^). 

Folglich  ist  das  Coordinatensystem  X^  X^X^,  in  Bezug  wo- 
rauf P,  P',  P"  längs  den  drei  vorgeschriebenen  Geraden  fort- 
schreiten, gegen  das  unbekannte  Inertiaisystem  SHZ  ohne 
Drehung  geradlinig  und  mit  Bezug  auf  die  unbekannte  Inertial- 
zeitscala  0  .  .  ^  gleichförmig  bewegt.  Es  bedarf  darnach  keines 
analytischen  Beweises,  dass  es  ein  Inertiaisystem  ist. 

Unter  den  unzähligen  Inertialsystemen,  welche  aus  der  ge- 
gebenen Definition  entspringen  durch  Veränderung  der  vorzu- 
schreibenden Gombination  dreier  Geraden,  befinden  sich  reelle 
und  imaginäre.  Doch  giebt  es,  wie  man  sich  algebraisch  über- 
zeugt, unter  jenen  Systemen  keines ,  welches  aus  dem  reellen 
Gebiete  zeitweise  in  imaginäres  überginge  oder  umgekehrt. 

Die  ideale  Construction  eines  Inertialsystemes  wäre  etwa,  wie 
folgt,  zu  bewerkstelligen.  Drei  materielle  Punkte  werden  gleich- 
zeitig vom  gleichen  Raumpunkte  projicirt  und  dann  sich  selbst 
überlassen.   Nachdem  man  sich  überzeugt  hat,  dass  sie  nicht  in 


4)  Der  für  das  weitere  nicht  unwesentlichen  Voraossetzung ,  dass 
nicht  plötzlich  von  einer  Lösung  auf  eine  andere  davon  verschiedene  über- 
gesprungen wird,  lässt  sich  genügen  durch  die  Forderung,  dass  die  Punkte 
in  ihren  Bahnen  stetig  fortschreiten  sollen. 
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einer  Geraden  liegen,  verbindet  man  sie  geradlinig  mit  einem 
vferten  beliebig  angenommenen  Baumpunkte,  wodurch  eine 
dreiseitige  körperliche  Ecke  zu  Stande  kommt.  Lfisst  man  nun 
diese  Ecke  unveränderlich  ihre  Gestalt  bewahren  und  passt  man 
sie  den  Fundamentalpunkten  dermassen  an ,  dass  jeder  Punkt 
ununterbrochen  auf  einer  Kante  fortschreitet,  so  ist  jedes  Goor- 
dinatensystem,  worin  die  Ecke  eine  unveränderliche  Lage  hat, 
ein  Inertialsystem.  Die  Ecke  kann  auch  gleich  selbst  als  iner* 
tielles  Bezugssystem  eingeführt  werden,  nur  dürfen  dann  ihre 
Kanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Es  verdient  bemerkt  zu 
werden,  dass  diese  Gonstruction  stets  auf  reelle  Systeme  führt. 

III^ 

Ich  habe  nun  noch  auf  die  vor  mir  von  anderen  Seiten  ge-* 
machten  Versuche  zur  Neufassung  des  Beharrungsgesetzes  mit 
einigen  Worten  einzugehen. 

Garl  Neumann  sucht,  wie  bekannt,'  dem  Gesetze  einen 
verständlichen  Inhalt  zu  geben  durch  die  transcendente  oder 
(wenn  man  lieber  will)  transcendentale  Annahme,  dass  das 
Bezugssystem  für  den  räumlichen  Theil  des  Gesetzes  unbekannter 
Weise  durch  irgendwelche  Materie  des  Weltraumes  repräsentirt 
sei ;  etwa  derart,  dass  an  einer  unbekannten  Stelle  des  Univer- 
sums ein  absolut  starrer  Körper  »Alpha«  sich  befinde,  mit  Bezug 
auf  welchen  die  Bahnen  sich  selbst  überlassener  Punkte  gerad- 
linig sind*).  Die  damit  vorgeschlagene  Existenzhypothese  wäre 
auch  durchaus  am  Platze ,  wenn  sie  unumgänglich  nothwendig 
wäre :  sie  könnte  und  müsste  dann  gleich  zahlreichen  anderen 
Hypothesen  der  Naturwissenschaft  anstandslos  hingenommen 
werden.  In  dem  vorliegenden  Falle  kommen  wir  aber,  wie  be- 
wiesen sein  dürfte,  mit  einer  blossen  (zweckmässigen)  Convention 
aus,  welche  unser  Erkenntnissb'edürfniss  weit  besser  als  irgend 
eine  Hypothese^)  zu  befriedigen  vermag.  Im  übrigen  ist  ja  die 
vorgeschlagene  Definition  des  Inertialsystemes  nichts  anderes 
als  eine  Uc^ertragung  der  Neumann'schen  Zeitmessungsoon- 
vention  von  der  eindimensionalen  Zeit  auf  den  dreidimensionalen 
Baum.  Dem  transcendenten  Körper  Alpha  hätte  sich  leicht  etwa 


4)  A.a.O.  S.  15  f. 

S]  Mach,  a.  a.  0.  S.  48.   Vgl.  dazu  Streintz,  a.  a.  0.  S.  9. 
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eine  transcendente  Succession  »Beta«  parallel  setzen  lassen; 
wenn  man  die  eine  Hypothese  unterlässt,  so  scheint  es  als  euie 
blosse  Gonsequeoz,  auch  die  andere  fallen  zu  lassen. 

M  a  ch's  Versuch  zur  Neufassung  des  Trägheitsgesetzes  lauft 
darauf  hinaus,  den  sich  selbst  überlassenen  Punkt  zu  beziehen 
auf  die  gesammte  Weltmaterie  *) .  Da  dieselbe  aber  keinen  in  sich 
ruhigen  Complex  bildet;  so  kann,  wie  Mach  dies  auch  aus- 
führt, nur  von  einer  »  miltleren  «  Bewegung  des  Punktes  relativ 
zu  ihr  die  Rede  sein.  Nun  fehlt  aber  der  Nachweis ,  dass  diese 
Bewegung  geradlinig  und  gleichförmig  wäre  mit  genügender 
relativer  Genauigkeit ,  dass  man  sich  in  etwaigen  stellardyna- 
mischen Untersuchungen  darauf  beziehen  dürfte;  für  die  dyna- 
mische Betrachtung  der  Planelenbewegung  kommen  wir  andrer- 
seits mit  dem  als  unveränderlich  betrachteten  Fixstemcomplex 
aus.  Uebrigens  fehlt  wohl  einer  Bezugnahme  auf  die  zerstreute 
und  ewig  fluthende  Materie  des  Weltalls  die  wünschenswerthe 
Einfachheit  und  Einheitlichkeit. 

Streintz  definirt  als  »Fundamentalsystema  ein  Goordina- 
tensystem,  welches  mit  einem  »Fundamentalkdrper«  starr  ver- 
bunden gedacht  wird.  Seine  Definition  des  Fundamentalköqiers 
geht  aber  von  folgendem  Grundgedanken  aus.  Das  Gyroskop  und 
ähnliche  Apparate  bieten  uns  die  Mittel  zu  erkennen,  ob  ein 
Körper  »frei  von  Drehbewegung«  ist.  So  schliessen  z.  B.  die 
Drehungsaxen  zweier  beliebigen  rotirenden  Gyroskope  unver- 
änderlich einen  und  denselben  Winkel  ein;  sie  bieten  uns  zwei 
»unveränderliche«  Richtungen,  auf  welche  man  nur  Bezug  zu 
nehmen  hat,  um  zu  constatiren,  ob  ein  gegebener  Körper  dreh- 
end bewegt  ist.  Die  so  e^^kannte  Drehung  des  Körpers  soll 
nämlich  eine  absolute  sein,  deshalb,  weil  sie  von  der  Wahl 
zweier  besonderer  Gyroskope  unabhängig  ist,  d.  h.  immer  als 
dieselbe  sich  ausweist,  was  für  ein  Paar  von  Gyroskopen  man 
auch  anwenden  mag.  Einen  Körper  nun,  welcher  durch  gyro- 
skopische Beobachtung  als  nicht  rotirend  erkannt  worden  ist  und 
welcher  als  vollständig  unabhängig  von  allen  umgebenden  Kör- 
pern betrachtet  werden  kann,  nennt  Streintz  einen  Fundamen- 
talkörper; also  ein  starr  mit  ihm  verbunden  gedachtes  Goordi- 
natensystem  ein  Fundamentalsystem*). 


i)  Mach,  a.  a.  0.  und  » Mechanik n,  Leipzig  1883.  S.  247  f. 
2)  Streintz,  a.  a.  0.  S.  45—25. 
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Indem  nun  Streintz  das  Gesetas  von  der  unveränderlichen 
Bewegungsrichtung  sich  selbst  ttberiassener  Punkte  auf  ein 
Fundamentalsystem  bezieht ,  versucht  er  den  absoluten  Raum 
ttberflUssig  zu  machen.  Man  mag  zugeben,  dass  ihm  das  im 
Sinne  der  praktischen  Physik  gelungen  ist.  Aber  nicht  nur  ent- 
behren seine  Definitionen  der  wttnschenswerthen  Eleganz,  son- 
dern sie  beruhen  auch,  soweit  sie  der  theoretischen  Dynamik  zu 
Grunde  gelegt  werden  sollen,  auf  einem  methodologischen  Cirkel. 
Der  Satz  von  der  gegenseitigen  unveränderlichen  Neigung  aller 
gyroskopischen  Drehungsaxen  musste  der  Definition  des  Fuq- 
damentalsystemes,  also  auch  der  Fassung  des  Beharrungsgesetzes 
vorangeschickt  werden.  In  einem  Lehrbuche  der  theoretischen 
Physik  wttrde  man  gar  nicht  umhin  können,  jenen  Satz  (impli- 
cite)  umgekehrt  wieder  aus  dem  Beharrungsgesetze*  abzuleiten. 
Das  wäre  aber  ein  Cirkel,  völlig  vergleichbar  dem  längst  besei- 
tigten Cirkel  in  der  Geometrie,  welchen  dieZumuthung  enthält, 
die  gerade  Linie  als  kürzesten  Weg  zwischen  zwei  Punkten  zu 
definiren  und  nachher  nachzuweisen,  dass  die  Gerade  der  kUr* 
zeste  Weg  zwischen  zwei  Punkten  sein  müsse.  Ich  brauche  nicht 
nachzuweisen,  dass  die  oben  vorgeschlagene  Definition  des  Iner- 
lialsystemes  von  keinerlei  Vorwürfen  dieser  Art  getroffen  wird. 
Nun  hat  freilich  Streintz  mehrfach  versucht,  die  gegen  seinen 
Versuch  soeben  erhobenen  Einwände  von  vornherein  zurückzu- 
weisen. Allein  seine  Gründe  widerlegen  den  allerdings  nicht 
berechtigten  Vorwurf  eines  logischen ,  keineswegs  jedoch  den 
Vorwurf  eines  methodologischen  Cirkels*) .  Wenn  iph  sonach  die 
Streintz'sche  Fassung  des  Beharrungsgesetzes  für  ungeeignet 
halte ,  der  theoretischen  Dtfnamik  zur  Grundlage  zu  dienen ,  so 
liegt  mir  natürlich  fern,  ihr  eine  secundäre  Bedeutung  an  der 
Stelle  abzustreiten,  wo  es  gilt,  den  so  wichtigen  Uebergang  von 
der  Theorie  zu  Anwendung  zu  vollziehen^). 

Was  übrigens  die  Nomencia tur  » Fundamen talsystem«  an* 
langt,  so  scheint  sie  mir  nicht  glücklich  gewählt  zu  sein.  Ein 
Name  für  das  immer  vorzustellende  Bezugssystem  aller  dynami- 
schen Betrachtungen  wird  gewiss  künftighin  unentbehrlich  sein^ 

4)  streintz,  a.  a.  0.  S.  31.   Vgl.  Philos.  Studien,  Bd.  II.  S.  285. 

1)  Auf  einem  analogen  methodologischen  Cirkel  beruht,  beiläufig 
bemerkt,  auch  die  von  Streintz  [a.  a.  0.)  befürwortete  d'Alembert- 
Poisso nasche  Definition  des  dynamischen  Zeilmaasses.  Vgl.  Philos.  Stu- 
dien, Bd.  U.  S.  292  ff. 
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aber  er  wird  seinen  Zweck  um  so  besser  erfüllen,  je  bestimmter 
er  die  Ureigenschaft  jenes  Systemes,  nämlich  Bezugssystem  des 
Trägheitsgesetzes  zu  sein,  zur  Anschauung  bringt.  Von  anderen 
Vorzügen  abgesehen  dürfte  sich  das  Wort  »Inertial«  auch  sehr 
durch  seine  Fähigkeit  zur  Zusammensetzung  empfehlen.  Ich 
brauche  nur  an  die  Worte  »Inertialdrehung,  Inertialbeschleuni- 
gung«  u.  a.  zu  erinnern,  deren  Inhalt  dem  Mathematiker  sofort 
verständlich  ist. 

Auf  eine  aphoristische  Bemerkung  von  Sir  W.  Thomson 
undTait*)  gründet  Streintz  eine  zweite  Definition  des  Funda- 
mentalsystemes,  welche  hier  von  um  so  grösserem  Interesse  ist, 
als  sie  mit  der  vorgeschlagenen  Definition  des  Inert ialsystemes 
«ine  gewisse  äusserliche  Aehnlichkeit  besitzt.  Jene  Definition, 
welche  übrigens  der  zuerst  gegebenen  als  ^»minder  naturgemäss« 
hintangestellt  wird,  lautet:  »Wenn  mehrere  materielle  Punkte 
aus  der  nämlichen  Lage  A  nach  verschiedenen  Richtungen  mit 
beliebigen  Geschwindigkeiten  geschleudert  werden  und  von 
nun  an  jeder  Punkt  sich  selbst  überlassen  bleibt,  so  lehrt  die 
Erfahrung,  dass  die  Winkel,  welche  die  durch  je  zwei  der 
Punkte  bestimmten  Richtungen  miteinander  einschliessen.  .  .  ., 
von  unveränderlicher  Grösse  sind.  Ein  Coordinatensystem, 
welches  gleichfalls  gegen  diese  Richtungen  directionell  unverän- 
dert bleibt,  und  welches  seinen  Anfangspunkt  id  irgend  einem 
der  Punkte  hat,  soll  als  Fundamental  System  bezeichnet  werden.« 
ich  muss  nun  gestehen,  dass  diese  Definition  als  grundlegende 
Definition  der  Dynamik  mir  immer  noch  naturgemässer  erscheint 
denn  die  andere.  Weshalb?  Weil  sie  sich  an  das  Element  der 
dynamischen  Theorie,  an  den  sich  selbst  überlassenen  Punkt 
anlehnt,  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Geometrie,  d.  h.  die  reine 
Geometrie,  ihre  Gebilde  aus.  geometrischen  Punkten  erzeugt. 
Davon  abgesehen  wird  freilich  auch  diese  zweite  Definition  des 
Fundamentalsystemes  von  dem  Vorwurfe  eines  methodologischen 
Cirkels  nicht  gereinigt  werden  köqnen.  Denn  man  sieht,  es 
wird  darin  ebenfalls  dem  Ausspruche  des  Beharrungsgesetzes 
der  Ausspruch  einer  »Erfahrung«  vorangestellt,  welche  sich  aus 
dem  Gesetze  umgekehrt  deduciren  lässt,  ja  welche  sich  von 
selbst  als  Ausfluss  des  Gesetzes  darstellt;  nämlich  der  Erfahrung, 
dass  die  von  den  Verbindungslinien  der  Punkte  eingeschlossenen 


<)  Treatise,  Vol.  I.  P.  1.  §  249.   Streintz,  a.  a.  0.  S.  68.  Randnote. 
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Winkel  constant  sind.  Des  ferneren  ist  zu  bemerken,  dass  doch 
drei  Punkte  vollständig  ausreichen  und  dass  jeder  weitere  Punkt 
vom  Uebel  sein  würde.  Endlich  besteht  ein  gewiss  nicht  un- 
beträchtlicher Vorzug  der  oben  vorgeschlagenen  Fassung  des 
Beharrungsgesetzes  darin,  dass  sie  aufs  unmittelbarste  nicht  nur 
die  Erkennlniss  der  im  Gesetze  liegenden  theilweisen  Convention, 
sondern  auch  die  der  unendlichen  Vieldeutigkeit  des  Inertiai- 
systemes  an  die  Hand  gtebt. 

Ich  komme  zum  Schlüsse  noch  auf  einen  vierten  Versuch 
zu  sprechen,  der  ziemlich  gleichzeitig  mit  meinem  früheren  an 
die  Oeffentlichkeit  getreten  ist  und  als  dritter  oder  vierter  Ver- 
such innerhalb  eines  Jahres  zum  weiteren  Beweise  dienen  kann, 
dass  die  behandelte  Fi*age  gegenwärtig  eine  brennende  gewor- 
den ist^}.  J  am  es  Thomson  verzichtet  auf  eine  Definition  des 
Inertialsystemes  überhaupt ,  oder  richtiger,  er  hält  nicht  für 
nöthig,  dem  Gesetze  eine  Definition  des  zu  Grunde  zu  legenden 
Raumsystemes  voranzustellen.  Er  giebt  dem  Beharrungsgesetze 
nämlich  Ausdruck,  ungefähr  wie  folgt:  Für  eine  Gruppe  sich 
selbst  überlassener  materieller  Punkte  ist  kinematisch  möglich 
ein  und  nicht  nur  ein  Coordinatensystem,  sondern  unendlich 
viele  Systeme,  worin  dieselben  sämmtlich  geradlinig  fortschrei- 
ten ;  und  kinematisch  möglich  eine  Zeitscala,  mit  Bezug  worauf 
sie  in  ihren  geradlinigen  Bahnen  sämmtlich  gleichförmig  be- 
wegt sind. 

Wer  aber  nicht  weiss,  dass  es  etwas  höchst  bemerkens- 
werthes  ist,  wenn  mehr  als  drei  Punkte  gegen  eines  und  das- 
selbe Coordinatensystem  geradlinig  bewegt  sind,  der  würde  die 
zuerst  ausgesprochene  »grosse  Naturwahrheita  nicht  voll  zu 
würdigen  vermögen.  Wenn  man  also  doch  einmal  nicht  umhin 
kann,  jene.  Erkenntniss  zum  Ausdrucke  zu  bringen,  so  dürfte 
es  bei'weitem  am zweckmässigsten  sein,  sie,  wie  oben  geschehen 
ist,  gleich  kurz  in  der  Fassung  des  Gesetzes  selbst  auszudrücken. 
Uebrigens  stimmt  Thomson  mit  meinen  früherhin  geäusserten 
Ansichten  in  zahlreichen  wesentlichen  Punkten  sehr  nahe  über- 
ein, wie  ich  mit  Freude  constatiren  darf. ' 


A)  Proceedings  of  the  R.  S.  of  Edinburgh,  Vol.  XII.  No.  416,  p.  56a 
— 578.   On  the  Law  of  Inertia  ... 


SITZUNG  AM  26.  OCTOBER  1885. 

C.  Kemnann,  lieber  die  rollende  Bewegung  eines  Körpers 
auf  einer  gegebenen  Horizontal -Ebene  unter  dem  Einftuss  der 
Schwere^). 

Es  sei  gegeben  ein  starrer  Körper  von  überall  convexer 
Oberfläche,  wie  z.  B.  eine  Kugel  oder  ein  Ellipsoid.  Dieser 
Körper  mag,  unter  dem  Einfluss  der  Schwere,  in  Bewegung 
begriffen  sein  auf  einer  festen  Horizontai-Ebene,  der  Art,  dass 
er  mit  dieser  Ebene  beständig  in  Contact  bleibt.  Wahrend 
dieser  Bewegung  werden  alsdann  im  Allgemeinen  von  Augen- 
blick zu  Augenblick  andere  und  andere  Oberflijchenpunkte  des 
Körpers  mit  der  Horizontal -Ebene  in  Contact  kommen;  doch 
wird  vielleicht  auch  der  Fall  eintreten  können,  dass  ein  und 
derselbe  Oberflächenpunkt  längere  Zeit  hindurch  mit  jener 
Ebene  in  Contact  verharrt. 

Sind  t^dt,  tj  t-k-dt  drei  aufeinander  folgende  Zeitaugen- 
blicke, und  betrachtet  man  dasjenige  Oberflächen-Molekül  A^ 
welches  zur  Zeit  t  mit  der  Horizontal -Ebene  in  Contact  ist^  so 
wird  dasselbe  zur  Zeit  t  —  dt  entweder  oberhalb  oder  in  dieser 
Ebene  sich  befunden  haben,  und  zur  Zeit  t-hdt  von  Neuem 
oberhalb  oder  in  dieser  Ebene  gelegen  sein.  Die  vertical  nach 
Oben  gerichtete  Geschwindigkeits-Componeote  des  Moleküls  A 
wird  daher  kurz  t;or  dem  Augenblick  t 

negativ  oder  Null, 
und  kurz  nach  dem  Augenblick  t 

positiv  oder  Null 
«ein.    Hieraus  aber  folgt  (weil  die  Bewegung,  ihrer  Natur  nach. 


4)  Dieser  Aufsalz  wurde  der  Kgl.  Ges.  d.  WMss!  zum  Druck  über- 
leben am  26.  October  1885. 
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eine  continuirliche  sein  muss)^  dass  die  genannte  Componente 
im  Augenblick  t  noihwendig  =  0  ist. 

Das  Oberflächen-Molekül  A  kann  daher  in  dem  Augenblick 
/,  wo  es  die  Horizontal-Ebene  berührt,  nur  noch  eine  horizon- 
tale Geschwindigkeit,  also  nur  noch  eine  längs  dieser  Ebene 
hingleitende  Bewegung  besitzen.  Diese  horizontale  Geschwindig- 
keit des  Moleküls  A  wird  aber  nothwendig  =0  sein,  sobald 
man  annimmt,  dass  gleitende  Bewegungen,  in  Folge  einer  ge- 
wissen zwischen  Körper  und  Horizontair  Ebene  stattfindenden 
Adhärenz  (Beibung)  niemals  eintreten  können. 

Diese  Annahme  wollen  wir  in  der  That  machen.  Alsdann 
wird  also  das  Molekül  A  in  dem  Augenblick,  wo  es  die  Hori- 
zontal-Ebene berührt,  weder  eine  verticale,  noch  auch  eine 
horizontale  Geschwindigkeits-Componente  besitzen,  folglich  in 
Ruhe  sein.  Die  Bewegung  des  Körpers  selbst  besteht  daher  in 
diesem  Augenblick  in  «iner  Drehung  um  irgend  welche  durch 
A  gehende  Axe.  Auch  bedarf  es  kaum  noch  der  Bemerkung, 
dass  diese  instantane  Drehungs-Axe  im  Allgemeinen  schräge 
liegen  wird,  dass  sie  nur  ausnahmsweise  vertical  oder  vielleicht 
auch  horizontal  sein  kann. 

Wenn  in  der  üeberschrift  dieses  Aufsatzes  von  einer  rol- 
lenden Bewegung  des  Körpers  die  Bede  ist,  so  soll  dadurch  an- 
gedeutet sein,  dass  zwischen  dem  Körper  und  der  Horizontal- 
Ebene  eine  gewisse  Adhärenz  (Beibung)  stattfindet,  und  dass 
in  Folge  dieser  Adhärenz  das  Eintreten  irgend  welcher  gleitenden 
Bewegung  als  absolut  unmöglich  zu  denken  ist. 


§  \ .   Die  anzuwendenden  Coordinaten. 

Es  seien  1,  2,  3  die  durch  den  Schwerpunkt  a  des  Körpers 
gehenden  Hauptträgheitsaxen.  Femer  sei  A  ein  beliebiger  Punkt 
auf  der  Körper-Oberfläche,  und  a  die  in  A  auf  dieser  Oberflache 
errichtete  innere  Normale.  Ueberdies  mögen  die  Coordinaten 
von  A  und  die  Bichtungs-Cosinus  von  a  in  Bezug  auf  das  Axen- 
system  1,  2,  3  mit  A^,  i4,,  A^  und  a^,  «,,  er,  bezeichnet  sein. 

Denkt  man  sich  die  Lage  des  Punktes  A  auf  der  Körper- 
Oberfläche  durch  seine  (Gauss' sehen)  Flächencoordinaten  p,  q 
bestimmt,   so  sind  A^,  /!,,  A^  und  a^,  «,,  a,  Functionen  von 
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(1.)  .  A  =  ^»(p»9)»         «t  =  A(p»  9)? 

^3  =  ^3  (P»  9) .         ^3  =  A  (p»  9)  - 

Und  zwar  werden  diese  FonctioDen  völlig  bestimmte^  gegebene 
Fujictionen  sein.  Denn  wir  nehmen  an,  dass  der  Körper  selbsl 
in  bestimmter  Weise  gegeben  ist,  und  dass  überdies  auch  das 
System  der  Flächencoordinaten  p,  q  und  die  Richtungen  der 
Trägheitsaxen  1,  2,  3  in  bestimmte/  Weise  festgesetzt  seien. 

Ist  der  Körper  eine  homogene  Kugel,  also  sein  Schwerpankt  a 
identisch  müdem  Kugel-Centrum,  so  werden  als  Axen  4,  2,  3  irgend 
drei  aufeinander  senkrechte  Kugel-Radien  zu  wählen  sein.  In  diesem 
Fall  kann  man  zu  Flächencoordinaten  p,  q  die  gewöhnlichen  Polar- 
coordinaten  nehmen,  indem  man  etwa  unter  p  den  W^inkel  des  nach 
A  gehenden  Radius  oA  gegen  die  Axe  4 ,  femer  unter  q  den  Winkel 
der  Ebene  ^<rA  gegen  die  Ebene  1<r2  versteht.  Alsdann  erhallen 
die  Formeln  (4.)  die  Gestalt : 

Ai  =:  R  cosp,  «j  =  —  cos  p , 

A^  SS  Rsinp  cos  q,  «j  «  ~  sin  p  cos  9, 

iij  =  A  sin  p  sin  9 ,  «3  =  —  sin  p  sin  g , 

wo  H  den  Kugel- Radius  vorstellt. 

Aus  (1 .)  folgt  sofort,  dass  ~r^ »  y^  >  -j^  proportional  sind 

mit  den  Richtungs- Cosinus  einer  die  Körper -Oberfläche  im 
Punkte  A  [A^,  A^,  A^)  tangirenden  geraden  Linie.  Demgemäss 
ergiebt  sich: 

(2a.)  a,^  +  a,^  +  a,^^Q. 

Desgleichen  erhält  man : 

/CkU    \  "-^1  Öi4«  OAn        '    A 

(8b.)  a,-^  +  a,-^f  +  a,^  =  0. 

Hieraus  folgt  weiter: 

oder  einfacher  geschrieben  : 

[2d.)  a^dA^-h  a^dA^-k-  a^dA^=  0. 

Dabei  repräsentiren  dp,  dq  beliebig  zu  wählende  unendlich 
kleine  Zuwüchse. 
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Ausser  dem  mit  dem  Körper  verbundenen  und  mit  ihm 
sich  bewegenden  Axensystem  1,  2,  3  mag  noch  ein  zweites, 
und  zwar  unbewegliches  Axensystem  x,  y,  z  eingeführt  sein. 
Die  ^js- Ebene  mag  zusammenfallen  mit  der  gegebenen  Hori- 
zontal-Ebene, und  die  cc-Axe  vertical  nach  Oben  gerichtet  sein. 
Markirt  man  nun  auf  der  Körper-Oberflilche  irgend  einen  Punkt 
(/?,  q) ,  ferner  auf  der  Horizontal-Ebene  irgend  einen  Punkt  (y,  z)^ 
und  verlangt  man,  dass  diese  beiden  Punkte  mit  einander  zu- 
sammenfallen sollen,  und  dass  daselbst  zwischen  Körper-  und 
Horizontal-Ebene  Berührung  stattfinden  solle,  dass  mitbin  die 
in  (/),  q)  auf  der  Körper-Oberflache  errichtete  innere  Normale  a 
parallel  sein  solle  mit  der  x-Axe,  —  so  wird  hierdurch  die 
Position  des  Körpers  bestimmt  sein,  bis  auf  eine  noch  mögliche 
Rotation  um  die  Normale  a.  Zur  vollständigen  Positionsbestim- 
mung wird  daher,  ausser  der  Angabe  von  p,  q,  y,  z,  noch  die 
Angabe  irgend  eines  fünften  Argumentes  erforderlich  sein. 

Ein  solches  fünftes  Argument  bietet  sich  nicht  gut  dar. 
Gewissermassen  als  Surrogat  für  dasselbe  werden  wir  im  Fol- 
genden ein*  (noch  näher  anzugebendes)  unvollständiges  Differen- 
tial dO  oder  vielmehr  den  zugehörigen  unvollständigen  Di/feren- 

tial- Quotienten  —  einführen,  und  zwar  der  Art,  dass  dieses 

—  nichts  Anderes  ist  als  die  augenblickliche  Winkelgeschwindig- 
keit des  Körpers  um  die  Normale  er.  Demgemäss  wird  z.  B. 
die  lebendige  Kraft  T  des  Körpers  nur  abhängen  von  P>  ?j  37> 

(3.)  '■='-(f.«.f.    J.y): 

wie  solches  im  dritten  Paragraphen  näher  dargelegt  werden  soll. 
Was  femer  die  von  der  Schwere  herrührende  Kräftefunc-- 
Hon  U  betriff,  so  ist  offenbar : 

(4.)  U^  -Mgx^, 

wo  g  die  Intensität  der  Schwere ,  M  die  Masse  des  Körpers, 
und  Xfj  die  x-Coordinate  des  Körper- Schwerpunktes  a  vor- 
stellen. Man  übersieht  sofort,  dass  x^y  durch  Angabe  desjenigen 
Oberflächenpunktes  (p,  9),  der  augenblicklich  mit  der  Hori- 
zontalebene  in  Berührung  sein  soll,  vollständig  bestimmt  ist. 

Hatb.-phys.  Classe  1S86.  24 
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Demgemäss  kann  also  x^^,  mithin  auch  U,  nur  von  p,  q  ab- 
hängen : 

(5.)  u^U{p,q). 

Uebrigens  ist  diese  Function  U(pj  q]  sofort  angebbar.   Man 
erhält  nämlich  o;^  =  —  [A^a^  -h  A^a^  +  A^^^)^  also  auch  (4.) : 

<5a.)  U  ^  Mg  [A^a^  +  A^a^  -♦-  A^a^) , 

wo  ^4^,  .4^,  A^  und  a^,  a^,  «j  die  in  (1.)  genannten  gegebenen 
Functionen  von  p,  g  vorstellen. 

§  2.   Allgemeine  Formeln  för  die  Bewegung  des  Körpers. 

Betrachtet  man  irgend  ein  Molekül  m  des  in  Bewegung- 
begriffenen  Körpers,  und  bezeichnet  man  seine  Goordinaten 
nach  den  Axen  1,  2,  3  und  o?,  y,  z  mit  /^,  /,,  /,  und  Xj  y,  z, 
so  finden  die  Relationen  statt : 


(6.) 


wo  Xfj,  Pfj^  Zfy  die  Goordinaten  des  Schwerpunkts  a  bezeichnen, 
während  die  a,  ß,  y  die  Richtungs-Gosinus  der  Trägheits-Axen 
4 ,  2,  3  gegen  die  festen  Axen  a?,  y,  %  vorstellen.  Dabei  haben 
alsdann  a^,  a,,  a,  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  in  (1..). 
Denn  die  Richtung  der  a7-Axe  und  die  Richtung  der  im  augen- 
blicklichen Gontactpunkt  A  errichteten  inneren  Obet^flächen- 
Normale  a  sind  unter  einander  identisch.  —  Aus  (6.)  ergeben 
sich  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  die  Formeln : 

y=    etc., 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Formeln : 

^  =  %  +  /^/^+/^;^i-»-ft'^,, 

wo  M,  V,  w  und  %,  Vg.,  w^y  die  Geschwindigkeiten  von  m  und  a 
vorstellen,  während  die  Accente  Differentialionen  nach  der  Zeit 
andeuten. 
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Bringt  man  die  Formeln  (6.j,  (7.)  nicht  auf  ein  beliebiges 
Körper -Molekül  m(/^,  /,,  /,),  sondern  speciell  auf  dasjenige 
Molekül  A  [A^\  ^4,,  ^4,)  in  Anwendung,  welches  augenblicklich 
die  Contactslelle  repräsentirt,  so  ergeben  sich  für  die  Coor- 
dinaten  Xaj  yAj  ^a  und  Geschwindigkeits-Componenten  Ua,  Vaj 
wa  dieses  Moleküls  folgende  Ausdrücke: 

(SO  {  t/,  =  ya  +  ß,A,  . 

l  Ä^  =  %  +  y»  ^4  - 

I«^X   =    %   +    0|'^4  • 
Va^  v^-k-  ß,'A,- 

Diese  Formeln  mögen  sich  auf  den  Augenblick  i  beziehen. 
Im  nächstfolgenden  Augenblick  ^  +  d^  hat  der  Körper  bereits 
eine  etwas  andere  Lage.  Statt  des  Oberflächen-Moleküls  [A^y 
A\i  -^s)  ^■i'd  alsdann  bereits  ein  benachbartes  Oberflächen- 
Molekül  [A^-^-dA^y  i4,-+-di4,,  A^-^  dA^  mit  der  Horizontal- 
Ebene  in  Contact  getreten  sein.  Auch  werden  alsdann  die  x^^ 
Vai  %  ^^^  ^»  ßi  y  bereits  etwas  andere  Werthe:  a;^-h  dXfj, 
y„  -h  dy^,  Zfg  -f-  dzfj  und  a  -h  da,  ß  -i-  dß,  y  4-  dy  angenommen 
haben.  Bezeichnet  man  also  die  Coordinaten  der  Contactslelle 
in  diesem  zweiten  Augenblick  t-i-  dt  mit  o?^  -h  dxji,  y^  +  dy^, 
Za  +  dzji ,  so  ergiebt  sich  aus  (8.) : 

dxji  =  [dXfj  -h  -^jdaj   -+-  A^da^  •+-  iljdor,) 

-h  (a^dA^  -¥-  a^dA^  -h  a3d.43)  , 

SyA  =  (rfyrr  -»■  ^i^/^i  -*-  ^iC«^»  +  ^3^/^3) 
+  (/?id>l,  +  /^.d^-h/Jgd^), 

^2j  =  (rf^ff  +  ><4^yi  +  ^«^y«  -*-  ^3^/3' 

-h  (y.dil,  +y,dyl,  +  y,dA,], 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
(40  a.)  (Ja?^  =  0 

sein  musSj  weil  die  Gontactstelle  stets  auf  der  yj^-Ebene  liegt. 
Beachtet  man  nun  aber,  dass  niclit  nur  (Ja?^  =  0,  sondern  [zu- 
folge (2d.)]  auch  a^dA^  -H  a,di4,  -h  a^dA^  =  0  ist,  so  reducirt 
sich  die  erste  der  Formeln  (40.)  auf: 

dXff  -h  i4^da^  -h  A^da^  -h  A^da^  =  0 . 

24» 


(40.) 


358  C.  Nbumann, 

Hieraus  folgt^  falls  man  durch  dt  dividirt : 

Ufj  +  /liOr/+  ^1,«,'-+-  ^303'=  0, 
also  nach  (9.) : 

Diese  Gleichung  ("14.)  sagt  aus,  dass  die  Geschwindigkeit  {U^, 
^Äi  ^a)  des  an  der  Gontactstelle  befindlichen  Moleküls  horizontal 
ist.  Eine  horizontale  Geschwindigkeit  kann  aber  dieses  Molekül, 
weil  gleitende  Bewegungen  (nach  unserer  Voraussetzung)  unmög- 
lich sind,  niemals  besitzen.  Folglich  wird  dieses  Molekül  augen- 
blicklich in  Ruhe  sein,  mithin  den  Formeln  entsprechen : 

(42)  w^  =  0,         t;^  =  0,         w;^  =  0; 

wie  solches  bereits  früher  (S.  353)  auf  etwas  einfachere  Weise 
constatirt  wurde. 

Die  Gleichungen  (42.)  erhalten,  falls  man  für  m^,  Vj,  m:^ 
ihre  Werthe  (9.)  substituirt,  folgende  Gestalt: 

(43.)  t;^+/?/^,  +/^/^,  +/?3'^3  =  0, 

Hierdurch  reduciren  sich  die  Formeln  (40.),  (40a.)  auf: 

0  =5  dx^  =  a^dA^  +  a^dA^  -h  cc^dA^, 
(4  4.)  dy^  =  ff.rfyl,  -h  //,d.l,  -h  ß^dA^ , 

und  hieraus  folgt  z.  B. : 

(Ua.)    y[6y,)^  +  [äz,]^  =  V(rfy4J*  +  [dA^]"-  +  (rf^J*, 

eine  Formel,  die  a  priori  zu  erwarten  stand.  Denn  beide  Seiten 
der  Formel  repräsentiren  die  Yerrückung  der  Gontactstelle  wäh- 
rend der  Zeit  dt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  diese  Yer- 
rückung das  eine  Mal  auf  der  Horizontal-Ebene,  das  andere  Mal 
auf  der  Körper-Oberfläche  gemessen  ist. 

Es  erscheint  angemessen,  hier  noch  einige  Bemerkungen  zu- 
zufügen hinsichtlich  der  Richtungs-Cosinus  a,  ß,.  y.  —  Wir  setzen 
voraus,  dass  die  Axensysteme  x,  y,  z  und  4,2,  3  beide  positiv 
sind.   Alsdann  ist  bekanntlich: 


,45.) 


04 

«t   «» 

/^. 

/*,  ß,   = 

Vi 

'A     /'s 
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und  folglich : 

K=/*iyj-fty».  K=/*syi-/^4)',,  |«3=/*iy*-^»y». 

Wir  wollen  ferner  unter  dQ„  dQ,,  dQ,  und  Q,',  Q,',  Q,'  folgende 
unvollständige  Differentiale  und  unvollständige  Differential-Quo- 
tienten verstehen : 

(<7.)  jdQ,=a,dcf,+^,d/9,+y,dy„   |Q,'=  «,<+/?. /^/+ y.y,', 
ldQ,=a,rfo,  +ß^dß,+y^dY„    Iq,'=  a,a/+  /*,/»,'+  y, y,'. 
Alsdann  ist  z.  B. : 

«»"4'+  /*,/*,'+  y,y,'=  Q,', 
«j«i'+  /*3/*i'+  ^3^*'=  -  Qi'- 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  mit  a^,  a„  a,  oder  mit 

ßn  ßt'  ßt  ®^^''  ™'''  T'i'  T'o  T'i'  ^^'^  addirt  jedesmal,  so  erhalt 
man  die  erste  Colonne  des  folgenden  Formelsystems  : 


Ia,'=a,Q,'-a,Q,', 


ra,Q/- 


■«1Q3'. 


ly3'=y4Ö«'-yÄ'. 


/?,'=/*3Q.'-i«'.Ö3'. 
yt'=yjQ/-y«Q3'. 

dessen  zweite  und  dritte  Colonne  sich  in  analoger  Weise  ergeben. 
Aus  diesen  Formeln  (18)  folgt  durch  Quadraterhebung  resp. 
durch  Hultiplication  sofort : 

i^  +  zJ/^  +  y/'«  V  +  Q,'*, 

;*  +  •/?,'* +  y,'*=Q.'*  +  ö.'*. 
,'«,'+  /¥,'/?,'+  y»>,'=  -  Q,'ö/, 

3'«,'+/»,'/*4'+y3>/=-Q3'ö;. 
l ««'<+ /?i'^,'+  y/y,'«  -  Q/Q,'- 

Multiplicirt  man  femer  die  erste  Horizontale  des  Formelsystems 
(16.)  mit  Q^',  Q/,  Q,'  und  addirt,  so  erhält  man: 

«,Q,'+  aA'+  a,Q,'=  /«,  (y,Q,'-  y,Ö,')  +  /».(ya«*'-  y.«,') 

+  /!^3(y«Q,'-y,Q,'). 

also  mit  Rücksicht  auf  die  letzte  Horizontale  des  Systems  ("18.) 


(19.) 
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In  dieser  und  ähnlicher  Weise  erhält  man  im  Gänzen  folgende 
drei  Formeln: 

(20.)   I  ß,  Q,'+  /?,Q/  +  ß,^^^  /,«/-+.  y,a,'  +  y^a^, 
ly,Q/+  y,Q/+  y,Q3'=  «4/^1  +  «i/^/-*-  «A- 

§.  3.   Berechnung  der  lebendigen  Kraft. 

Hält  man  fest  an  den  im  vorhergehenden  Paragraph  einge- 
führten Bezeichnungen,  so  ergiebt  sich  für  die  lebendige  Kraft  T 
des  Körpers  die  Formel : 

2  r  =  Im  (w*  +  v*  -h  w'^) . 

Diese  Formel  kann,  falls  man  für  m,  t?,  w  die  Werthe  (7.)  sub- 
stituirt,  und  dabei  die  bekannten  Relationen 

Zm  =  3f ,    ZwiZ,  =  Zm/^  =  Zm/j  =  0, 
Zm/,  /,  =  Zm/3 1^  =  Zm/4  Z,  =  0 

beachtet,  auch  so  geschrieben  werden : 

also  mit  Rücksicht  auf  ("19.)  auch  so : 

oder,  was  dasselbe  ist,  auch  so : 

(21.)  2r=3f(V-*-V+ V)  +  M,Q/M  M,Q«'*  +  M3Q,'*, 

w^o  die  Grössen 

(22.)  M,=Zm(/,*-h/3«),  M,=Zw(/3*  +  /,»),  M,  =  Zm(/,«  +  /,«) 

die  den  Axen  1;  2,  3  entsprechenden  Hauptträgheitsmomente  des 
Körpers  bezeichnen,. während  if  seine  ifa^^e  vorstellt. 
Nun  ist  nach  (43.): 

—  %  =  /^l'^4  +  ß%K  +  /^s'^lj » 
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also  lAit  Rücksicht  auf  (19) : 

V+V+V=(ö.'*+ö,'*)^.'+(Q3'*+ß,'*)-4.*+(Q.'*+Q.'*)^.' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

Dies  in  (84.)  substituirt,  ergiebt  sich: 

.23.)   2r=if{^.*  + V  + V)  (Q/*  +  Q,'*  ■»■  Ö3'*) 

-  If  (^,Q;-h^,Q,'+  ^^303')«+  M,  Q*'*-H  M,Q/«+M3Q,'^ 

£*  handelt  sich  dat-um ,  diwen  i4tt*drMcA-  rfer  lebendigen  Kraft  auf 
die  in  (3.)  genannte  Form  zu  bringen.  Und  hiezu  wird,  weil  ^4^, 
-^87  ^3  [^8*-  (^Ol  gegebene  Functionen  von  p,  g  sind,  nur  noch 
erforderlich  sein,  zu  zeigen,  dass  Q/, Q^', Q,'  ausdrttckbar  sind 

durch  p,  9>  -^j-^j-^f  >  wobei  allerdings  das  — seine  Definition 

noch  erst  erwartet.  Um  nun  den  Ausdruck  (23.)  in  jene  in  (3.) 
genannte  Form  zu  versetzen,  beginnen  wir  mit  folgenden  ein- 
fachen Betrachtungen. 

Für  jedwedes  Zeitelement  dt  sind  dQ^,  dQ,,  dQ,  definirt 
durch  die  Formeln  (17.).  Wir  wollen  nun  irgendwo  im  Räume 
ein  Linienelement  dQ  uns  vorstellen,  welches  seiner  Richtung  und 
Länge  nach  den  Formeln  entspricht : 

(dQ,=:  dQcosidQ,  4), 
c/Q,  =  c/Qcos(rfQ,2), 
(^0,=  rfQcos  (dQ,3). 

Dabei  sollen  1 ,  2,  3  die  Richtungen  der  Hauptträgheitsaxen  zur 
Zeit  t,  d.  i.  zu  Anfang  des  Zeitelementes  dt  vorstellen.  Dem- 
gemäss  werden  alsdann  dQ^,  dQ,,  äQ,  die  Componenten  des 
Linienelementes  dQ  nach  jenen  Richtungen  1,  2,  3,  zu  nennen 
sein. 

Ueberdies  wollen  wir,  ausser  den  Axensystemen  4,  2,  3 
und  Xj  y,  js,  noch  ein  drittes  po^th've^  rechtwinkliges  Axensystem 
./*,  9,  h  von  vorläufig  beliebiger  Lage  einführen.   Dabei  mögen, 
der  Bequemlichkeit  halber,  alle  in  Betracht  kommenden  Rich- 
tungen: dQ,  1,  2.  3,  x,  y,  jz^  /*,  g,  h  von  ein  und  demselben 
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Raumpunkt  ausgehend  gedacht  werden.  Um  diesen  Punkt,  als 
Centrum,  sei  eine  Kugelfläche  vom  Radius  Eins  beschrieben; 
sodass  also  die  genannten  zehn  Richtungen  durch  ebenso  viele 
Punkte  auf  dieser  Kugelfläche  angedeutet  werden  können. 

Bezeichnet  man  die  Componenten  des  Linienelementes  dQ 
nach  den  Axen  f,  g,  h  mit  dQ^,  dQg,  dQf^,  so  ist  offenbar: 

dQ,  =  r.dQf-hg.dQg  +  h,dQ^, 

(25.)  dQ,  =  f^dQf  +  g.dQg  +  h.dQf,, 

dQ,=^f,dQf-hg,dQg-^h,dQf,, 

wo  f,j  /*,,  /*3  die  Richtungs-Cosinus  der  Axe  f  in  Bezug  auf  < ,  2,  3 
verstellen,  und  gi,  g^,  g^  und  h,,h,,  h^  die  analogen  Bedeutungen 
haben  für  die  Axen  g  und  h.  Disponirt  man  jetzt  über  die  Lage 
des  neuen  Systems  f,  g,  h  in  solcher  Weise,  dass  die  /'-Axe  mit 
der  a;-Axe  zusammenfatlt,  und  dass  femer  das  Linienelement 
dQ  in  die  xg-Ebene  fällt,  so  gewinnt  unsere  auf  der  Kugelfläche 
gedachte  Figur  folgendes  Aussehen : 


(26.) 


Hier  ist  z.  B.  unter  dQ  derjenige  Punkt  der  Kugelfläche  zu  ver- 
stehen, durch  welchen  die  Richtung  des  Linienelements  dQ  dar- 
gestellt wird. 

Bezeichnet  man  also  die  Componenten  des  Linienelementes 
dQ  nach  den  gegenwärtigen,  in  (26.)  angegebenen  Axen  x,  g,  h 
mit  dO,  d0,  dH,  so  wird  dH  =  0  sein,  weil  die  A-Axe  senk- 
recht gegen  dieo^^-Ebene,  mithin  auch  senkrecht  gegen  dQ  isU 
Demgemäss  nehmen  die  Formeln  (25.).  gegenwärtig  die  Ge- 
stalt an: 
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wo  Cj,  a,,  «3  (ebenso  wie*  früher)  die  Ricbtungs-Cosinus  der 
x-Axe  in  ßezug  auf  1,  S,  3  vorstellen.   Aus  (27.)  folgt  sofort: 

a^dQ^  -H  a^dQ^  +  a^dQ^  =  dO, 
(28.)  I  g,dQ,  +  (/,dQ,  -h  9,dQ,  =  rf0, 

Ä^dQ,  -H  A,dQ,  +  ÄjdQ,  =  0; 

und  die  erste  dieser  Formeln  (28.)  gewinnt  mit  Rtlcksicht  auf 
(20.)  die  Gestalt: 

(29)  d<i>:=ß,dy,-i-ß,dy,-^ß,dy,. 

Dies  ist  die  Definition  des  einzuführenden  Differentials  d  O ,  von 
welchem  bereits  in  (3.)  die  Rede  war. 

Die  Ä-Axe  steht  senkrecht  gegen  x  und  dQ  [vgL(26)].   So- ' 
mit  ergiebt  sich : 

h^a^  +  A,a,  +  A^of,  =  0, 

A,c/Q,  -h  A,dö,  -^  AjdQg  =  0, 
folglich : 

A,:A,:  A,=  (of.dQ,-  a,  dß,) :  (a,  dÖ,  ^  a^dÖ,):  (a,dQ,-  a,dQj, 

also  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Horizontale  des  Systems  (18.): 

A,  :  A,  :  A,  =  a/  :  a^' ;  a,', 
folglich: 

(30.)  Ä,  -  ^,  A.  =  ^,  A,  =  5^,  wo  A«  =  «/*  +  «.'*  +  «,'*. 

Da  nun  femer  das  Axensystem  ac,  (/,  A  positiv  und  rechtwinklig 
sein  soll,  so  ist  (vgl.  die  analogen  Formeln  (15.),  (16.)] : 


^4 

A. 


"3    ! 

A, 


=  1. 


und: 

Hieraus  folgt,  falls  man  für  A^,  A„  A,  die  Werthe  (30.)  einsetzt: 

(.il.J    g-,  — ,    g^  = 


Hieraus  folgt  weiter: 
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a,'  (elc.)]» 


ffiQ*'  +  9t^t  -»-  ^/sQ/  =  ^  [«i'(«iQV  "  «sQi')  '^  <  (e^c.) 


also  mit  Rücksicht  auf  (48.): 

=  ;^  [««' ««'  +  Ol'  «1'  +  05'  «s']  ^ 
also  mit  Rücksicht  auf  die  in  (30.)  angegebene  Bedeutung  von  A : 

(7,Q/H-y,Q,'+ff3Q;=  A, 
also  mit  Hinblick  auf  die  zweite  der  Formein  (28.]: 
(32.)  ^  =  A,  d.  i.  9'  =  A. 

Substituirt  man  jetzt  diesen  Werth  von  A  in  den  Formeln 

(30.),  (34),  so  erhalt  man: 

[^^'}  '^i  --  do'  '^^  ■"  dG'  '^» ""  de ' 

('**•)  9i d0 »  ffi de '  ^«  "" 5e 

Hierdurch  aber  gewinnen  die  Formeln  (27.)  die  Gestalt : 

dQ^  =  a^d<\>  4-  a^dcfj  —  ajda^, 
dQj  =  cfjdO  H-  a^da^  —  a^da^; 

woraus  z.  B.  folgt: 

(36.)     (dQJ«  +  (rfQi)«  -I-  (dQ,)«  =  (d0)*  +  (daj*  +  (da,)«  +  (daj«. 

Durch  (35.),  (36.)  erhält  schliesslich  der  in  (23.)  für  die 
lebendige  Kraft  J  aufgestellte  Ausdruck  folgende  Gestalt: 

(37.)  «r=^(V^^.«--V)[(^)V(-^)V(^)V(^n 

wobei  unter  d0  das  in  (29.)  angegebene  unvollständige  Dif- 
ferential zu  verstehen  ist : 

(37a.)  d0  =  ß.dy,  +  (i.dy,  +  ftdy,. 

Nun  sind  ^4^,  .1,,  A^,  a^y  a,,  a,  [vgl.  (1.)]  gegebene  Functionen 
von  p,  q'.  Demgemäss  hat  der  Ausdruck  (37.)  in  der  7Aa^  die  m 
(3.)  angegebene  Beschaffenheit. 
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§  4.   Die  dynamischen  DiflEerentialgleichangen. 
Nach  Constatirung  der  Formeln  (3.),  (5.): 

U=ü{p,q), 

handelt  es  sich  nun  darum,  die  dynamischen  Differentialgleichun- 
gen zu  bilden,  auf  Grund  des  Hamilton-Jacob  loschen  Princips: 

(39.)     d/{T  -^  U)dt  =  0   d.  i.  /[d{T  ■+.  l/)]  d^  =  0  . 

Schwieriglieiten  sind  dabei  nur  insofern  zu  überwinden,  als 
d0  ein  unvollständiges  Differential  ist,  mithin  dd^  wesentlich 
verschieden  ist  von  dd<t>.  Um  die  gegenseitige  Beziehung 
zwischen  dd<P  und  d30  zu  ermitteln,  werden  wir,  ausser  d0 
selber,  gleichzeitig  noch  andere,  ebenfalls  unvollständige  Diffe- 
rentiale in  Betracht  zu  ziehen  haben,  nämlich  dB,  dQ^,  c2Q,,  dQ^. 
Zwischen  diesen  und  d0  finden  nach  (27)  die  Relationen  statt  : 

IdQ^=a^d0-hg^de,  i^Q^z=a^^(t>-hg^^^, 

dÖ,=a,d<t>-f-^,de,  mithin  ist  auch  |dQ,=  a,<J0-i-j,d6, 
dÖ3=cr,d(t>+j3de,  UQ,=  of,<J0+53(je. 

unterwirft  man  nun  das  dQ^,    Welches  [nach  seiner  ur- 
sprünglichen Definition  (47.)]  die  Bedeutung  hat: 

(a.)  dQ,  =  a3da,  -h  (i^dß^  +  y^dy^ , 

der  Operation  d,  so  ergiebt  sich  : 
(ß.)  ddQ,  =  [a.dda^  -h  ßjdß^  +  y,(JdyJ 

-h  {da^da^  +  Sß^dß^  -h  dy^^dy^). 

Nach  den  beiden  letzten  Colonnen  des  Systems  [48.]  ist  aber 
(falls  man  in  der  einen  d  mit  d  vertauscht) : 

(der,  =  a^dQ^  —  a^dQ^,  '  (da^  =  a^dQ^  —  a^^Q^, 

dß^  =  ß,dQ,  -  ß,dQ,,  und  J(J/?3  =  ß,dQ^  -  ß^dQ, , 

woraus  durch  Multiplication  folgt : 

da,<Ja,  +  d/?,(J/?3  -h  dy.dy,  =  -  dQjtJQ,; 
so  dass  also  die  Formel  (/?.)  die  einfachere  Gestalt  erhält : 
(y.)     (JdQ^  =  (ffs^rfa»  +  ßjdß^  -h  /jödy)  —  dQjcJQ^. 
Subtrahirt  man  von  dieser  Formel  diejenige,  welche  aus  ihr 
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durch  VertauschuDg  der  Operationen  d  und  d  entsteht,  so  erhält 
man  sofort : 

{d,.)  ddQ^  -  dSQ^  =  dQ^ <5Q,  -  dQ, 5Q, . 

Ebenso  ergiebt  sich : 

(5,.)  5dQ,  -  ddQ,  =  dQJQ,  -  dQ^cJQ,, 

{^3.)  5dQ,  -  ddQ,  =  dQ,  5Q,  -  dQ,dQ, . 

Substituirt  man  jetzt  in  {d^.)  für  dQ,,  dÖ„  dQj  und  iQ^,  ^Q,, 
ÖQ^  die  Werthe  (40.),  so  ergiebt  sich : 

^[a^d<P-hg^d6)'^-d{a,6<i>  +^4^6)  =  [a^d<t> -^  g^de)(aj,d<t> -h  g^dO) 

-  (a3d0  +  (/,de)(of,(Jct)  ^s^cJe), 
oder,  was  dasselbe  ist : 

{€,.)  «4  ((Jd<t)  -  dd<t>)  +  ff^  ((Jde  ~  dje)  + 

+  (da^  d<t>  —  dofj  d<t))  +  (^g^  dB  —  dj,  dG)  = 
=  {«iff3  -cr3(/,)(d0(je-d0cJct>). 
Ebenso  wie  diese  Formel  [€^.)  aus  (d^.)  entstanden  ist,  ebenso 
entstehen  analoge  Formeln  (e,.)  und  (c,.)  aus  (d,.)  und  (d,.). 
Auch  übersieht  man  sofort,  dass  die  Formeln  {e^.),  (€,.)»  (^sO  ^° 
einfacher  Beziehung  jzu  einander  stehen,  nämlich  in  einander 
übergehen  durch  cyklische  Progression  der  Indices  4,  2,  3. 
Multiplicirt  man  daher  die  Formeln  (e^.),  (e,.),  «3.)  respective 
mit  a^,  a,,  a^^  und  addirt,  so  erhält  man: 

-  («4  dj,  -h  a,  d(7,  -h  «3  dj3)  50  =  0. 

Nach  (26.)  ist  a^g^  -»-04^,  +  «affs  =  0,  mithin: 

•    a^dg^  +  a^dg^  -h  ajdj,  =  —  (g^da^  H-  j,da,  -i-  ^3da,) . 

Das  hier  auf  der  rechten  Seite  stehende  Trinom  ist  aber  =  0. 
weil  da^,  da^,  da^  [vgl.  (33.)]  mit  Ä^,  Ä„  Ä,  proportional  sind, 
und  die  beiden  Axen  g  und  A  zu  einander  senkrecht  stehen. 
Demgemäss  wird  also :  .  • 

wodurch  die  Formel  (t.)  die  einfachere  Gestalt  erhält: 
(rj.)     5d0  —  dd<t)  H-  (ofjdj^  H-  a^^,  -H  d^ög^)  dS  =  0. 
Hieraus  aber  folgt  sofort: 

(^.)        <5d0  -  dd<t>  =  {g,  da,  -h  (^,  da,  +  (^3  <Jof,)  dG, 
oder,  mit  Rücksicht  auf  (34.): 
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(e.)  dd<t>  —  dd0  =  («jrfa,  —  a, da^) ^a^  +  ((x^da^  —  a^da^)3a^ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Determinante^ 
und  kann  (falls  man  jede  Determinante  durch  Niederschrift  ihrer 
ersten  Horizontal -Reihe  andeutet)  folgendermassen  dargestellt 
werden : 

I  (Ja, ,    da, ,    a,  I , 

oder,  weil  a,,  a„  a,  [vgl.  (1.]]  gegebene  Functionen  von  p,  q 
sind,  auch  so : 


IT' 


dcf, 


<^?'    x„-  «'P  ■*-  xr  <^9. 


dp 


Ö«j 


"^' 


oder,  was  dasselbe  ist,  auch  so: 

'S''     W'     <'i\-  i^P^9  -  ^9dp)  ' 
Die  Formel  [c.)  gewinnt  daher  folgende  Gestalt :, 
(41.)  <Jd0  =  d(J0  +  S  (dpdq  —  dp  dg) , 

wo  der  Factor  S  die  Bedeutung  hat: 

*  bp  bq 
d«2          öcfa 

*  dp  1^9 
^          ^        ^«3 

'         dp  dg 

und  wo  also  S  [ebenso  wie  a,,  a^,  ag,  vgl.  (1.)]  eine  gegebene 
Function  von  p,  q  vorstellt. 

Nachdem  in  dieser  Weise  die  gegenseitige  Beziehung  zwi- 
schen <Jd0  und  dd<t>  zu  Tage  gefördert  ist,  kehren  wir  zurück 
zu  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  genannten  Formeln  (38.), 
(39.).    Aus  (38.)  folgt  sofort: 

(42.) 


(41a.) 


S  = 


jtrr         TT\    •      b{T-^  U)    j.  b{T-h  U)    . 


bT  9  ,       bT  j^  f  ,     bT    *^, 

wo  die  Accente  Diiferentialquotienten  nach  der  Zeit  andeuten. 
Nun  ist  ohne  Weiteres: 

iß-) 


dt 


dt 


,^.^,j.^^^ 
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hingegen  nach  (44.): 


(y-) 


d0'=(j^  = 


<1((M>) 


substituirt,  erhSilt  man : 


dt  dt 

Diese  Werthe  (a.),  {ß^h  (/•)  >"  (^2. 

1.3.)  .(r+t^l^l^  -H  ,';,  s,-)  *  -.  (^  -  ^,sp.)  ö, 

bT    diSp)        bT   dfJg)         bT     (l(cW>) 


dt 


bq'      dt 


bT 
00' 


dt 


I.ässt  man  aber  diesen  Werth  von(J(r-i- f7)  eintreten  in  die 
Formel  (39.)  des  Hamilton- Jacobf sehen  Princips,  so  gelangt  man 
in  bekannter  Weise  zu  folgenden  Gleichungen  : 


(44.) 


dp       "*■  d0'  *9  -  dT 

dr 

1              «-1 

dr 
"5«'  ■ 

Formel  folgt  sofort  ' 

ei-  =  Consl.  =  C. 

Und  hierdurch  gewinnen  die  Gleichungen  (44.)  folgendes  Aus- 
sehen : 


(45.) 


d 
dl 

bT 
bp'  - 

b{T  + 

£i 

d 
dl 

bT 
bg'- 

d(r  + 
da" 

£I 

=  -h  CSq\ 
=  -  CSp'. 


Z)ieÄ  dürfte  die  einfachste  Gestalt  der  hier  aufzustellefiden 
dynamischeti  Differentialgleichungen  sein.  Dabei  ist  zu  beachten, 
dass  C  eine  durch  den  Anfangszustand  zu  bestimmende  Con- 
stante^  S  hingegen  eine  gegebene  Function  von  p,  q  vorstellt 

[vgl.  (41a.)]. 


§  5.   Das  Princip  der  lebendigen  Kraft. 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  (44.)  respective  mit 
p\  9',  <t>',  und  addirt,  so  erhält  man: 
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— 5^ — P"^ — 5^ — 9  = 

^     f  ^    ^T  ,J_    bT        ^,'j_    bT 

^  P    dt    ^  ■*■  '   df    1^  "**        df    W 

'  oder,  was  dasselbe  ist : 

bjT^U)  ^,  ,     b{T^  U)  ^,  ,     ^T    „        ^T    „        ör^„ 

bp     P^      &g      "I-^WP^W'^^W^  = 

d   ibT     ,        bT    ,         bT  ^A 

Die  linke  Seite  dieser  Formel  ist  offenbar  nichts  Anderes,  als  der 
vollständige  Dififerentialquotient  von  [T  -h  -ü)  nach  der  Zeit. 
Andererseits  ist  das  auf  der  rechten  Seite  in  Parenthese  ge- 
stellte Trinom  identisch  mit  %T,  wie  sich  sofort  ergiebt,  falls 
man  nur  beachtet,  dass  T  eine  ]iomogene  Function  zweiten 
Grades  von  p\  q^  <t>'  ist.  Demgemäss  geht  also  die  Formel 
über  in: 

d{T  +  U]  _  d{i  T]  . 
dt  dt       ' 

woraus  durch  Integration  sich  ergiebt : 

(46.)  T-^  U^  Const.  = /f ; 

dies  aber  ist  das  Prtncip  der  lebendigen  Kraft. 

Bemerkung.  —Ton  ähnlicher  Einfachheit  wie  die  For- 
mel (46.)  ist  offenbar  die  erste  der  Formeln  (45.) : 

(47.)  .        j^  -  Const.  =  C. 

Wir  werden  weiterhin  zeigen,  dass  diese  letztere  Formel  einen 
Pldchensatz  repräsentirt,  oder  wenigstens  einen  Satz  repräsen- 
tirt,  der  dem  Flächensatz  nahe  verwandt  ist.  Einstweilen  sei 
nur  bemerkt,  dass  die  doppelte  lebendige  Kraft  [nach  (23.)  und 
(27.)]  folgendermassen  darstellbar  ist: 

(48.)  2  r=r  M(A,*  +  A^^  +  A,^l  (*'«  +  0'*) 

- M[{A,a, H-  A^a^  +  A,a,)<t>'^  (A, g, -hA^g^-h  A,g,) 0']« 
-h M,  (a.cD'H-  j,0r+  M, (a,*'^ gß^-h  M,  (a,0'+  y,0')S 
dass  mithin  die  linke  Seite  der  Formel  (47.)  den  Werth  besitzt 

-M[{A^a^-^^A^a^+A,a,)'<t>-t■{A^g^  +  ■■]&]{A^a^  +  '■) 
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Der  Uebergang  von  (48.)  zu  (49.)  d.  i.  die  Differentiation  von  T 
nach  4>'  ist  völlig  co]:rect.  [Man  erkennt  solches  am  Einfachsten, 
wenn  man  statt  der  soeben  benutzten  Formeln  (27.}  die  etwas 
umständlicheren  Formeln  (35.)  anwendet,  und  dabei  beachtet, 
dass  «4,  of,,  «3,  ^4,  -4,,  A^  gegebene  Functionen  von  p,  q  vor- 
stellen.] 

§  6.    Die  instantane  Drehuzigs-Aze. 

Substituirt  man  in  den  Formeln  (7.)  für  m^,  v^,  Wq  die  aus 
(13.)  sich  ergebenden  Werthe,  so  erhält  man  sofort: 

u  =  a/  (/,  -  A,)  +  «.'  (/.  -  A^)  +  c,'  (l,  -  A,] , 
(50.)  V  =  /J/  (/,  -  A^)  +  /?;  (/.  -  ^.1  +  /*,'  (/,  -  A,) , 

^  =  y/  (h  -  A)  +  y..'  iU  -  ^.)  +  y,'('3  -  ^,)  • 

Hier  bezeichnen  u,  v,  w  die  Geschwindigkeits-Componenten 
eines  ganz  beliebigen  Körperm olekUls  m  {l^J  l^y,  /,).  Und  gleich- 
zeitig sind  A^,  i4,,  ^4,  die  (den  Axen  4,  2,  3  entsprechenden) 
Coordinaten  des  augenblicklichen  Contactpunct^s.* 

Denkt  man  sich  die  Geschwindigkeit  (u,  t;,  w)  des  Moleküls 
m  (/^j  l^j  l^]  in  drei  Componenten  zerlegt  nach  den  Axen  <,  2,  3, 
und  diese  Componenten  mit  t)^,  t),,  t),  bezeichnet,  so  ist  offenbar 
z.  B. : 

also  nach  (50.): 

also  mit  Rücksicht  auf  (17.) : 

|t)|  =  Q,'  (/,  —  A^)  —  Q,'  (i,  —  A^) .    Ebenso  ergiebt  sich: 
ü3  =  ö;(/,-^)-q.'(/,-.4j.    . 

Diese  Formeln  (5i.)  zeigen  von  Neuem,  dass  dasjenige 
Molekül  m,  welches  an  der  Berührungsstelle  sich  befinde^ 
dessen  Coordinaten  l^y  /,,  /^  also  gleich  A^^  A^^  A^  sind,  augen- 
blicklich in  Ruhe  ist.  Sie  zeigen  ferner  aber  auch,  dass  Gleiches 
von  air  denjenigen  Molekülen  m  gilt,  deren  Coordinaten  l^^  l^y  l^ 
der  Formel  entsprechen : 

(52.)         l,-A,:l,-^A^:l,^  A,  =  Q/ :  Q,' :  Q,'. 

Diese  augenblicklich  ruhenden  Moleküle  bilden  daher  zu- 
sammengenommen eine  gerade  Linie,  —die  instantane Drehungs- 
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axe.  Diese  Axe  geht,  wie  aus  (5S.)  ersichtlich,  durch  den 
Contactpunkt  (A^,  A^^  i4,),  und  ist  gegen  die  Trägheits-Axen 
4,2,3  unter  Winkeln  geneigt,  deren  Cosinus  proportional  sind 
mit  Q/,  Q,',  Q3',  d.  i.  mit  dQ^,  dö„  dQj.  Das  früher  von  uns 
construirte  Linienelement  dö  [vergl.  (24.)]  repräsentirt  daher  die 
Richtung  der  instantanen  Axe. 


§  7.  Daa  horizontale  Azimuth  der  instantanen  Axe. 

Die  im  Contactpunkt  errichtete  (der  ac-Axe  parallele)  JVo?'- 
male  und  die  durch  den  Contactpunkt  gehende  instantane  Axe 
bilden  zusammengenommen  eine  Verticalebene,  die  im  All- 
gemeinen in  Drehung  begriffen  sein  wird.  Es  soll  das  Azimuth 
dieser  Verticalebene  gegen  die  feste  Verticalebene  xy  mit  l  be- 
zeichnet, und  naher  untersucht  werden.  In  der  schon  früher 
(26.)  entworfenen  Figur 


(53.) 


ist  offenbar  l  derjenige  Winkel,  unter  welchem  die  beiden 
Axen  y  und  g  gegen  einander  geneigt  sind. 
Aus  dieser  Figur  ergiebt  sich  sofort : 

\9i  =  ßi  c^sX  -»-  y,  sin  A,  jÄ,  ^  —  ß^  sin  A  -h  y^  cos  A, 

(•^4)  <ff,=  i5?,cosA-l-y,sinA,   (54a.)  |a,=  — /J^sinA  +  y^cosil, 

Ws=  /^jCOsA-i-yjSinA,  .-  (^3=  — /l^jSinX  +  yjCosil, 

und  hieraus  durch  Umkehrung  : 

ß^  =  g^cosk  -^  h^  sin  A,  h^  =  g^  sin  k -h  h^  cos  A, 


(55.) 


/^i  =  fft  cos  A  —  Ä,  sin  kj    (55 a.)  -Jy,  =  g^  sin  X  -h  Ä, cos  >l, 
/?,=  ff,  cos  A  —  Äg sin  kj  jy,  =  j^  sin  ^  +  Ä,  cos  il. 
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Durch  Differentialion  der  Formeln  (&5a.)   folgt  mit  ROcksichl 

auf  (55.): 

|dy^  —  ß^dX  ^  sin  k  .  dg^  -^  cos  l  .  dh^^ 
dy^  —  ß^dl  ^  sin  l  .  äg^  -¥-  cos  k  .  dh^, 
dy^  —  /5?3  öf>l  =  sin  l  .  dg^  ^  cos  A  .  dh^ . 

Nunmehr  folgt  aus  den  Formeln  (55.)  und  (56.)  durch  Multipli- 
cation : 

{ß^dy^  H-  ß^dy^  +  ß:,dy,)  -  dl  =  {g^dh,  +  g^dh^  -*-  ^a^/^J  cos*/. 

-  (^4^»!  -fr-  ^i^'Sr«  +  /?3  %3)  sin*  Ä , 
also  mit  Rücksicht  auf  (37a.) : 
(57.)  d(t>  -  dX  ==  g^dh^  +  (/^r/Ä,  -h  g^dh^, 

oder,  falls  man  für  j^,  9%}  y^^  ^i?  A«,  ä,  die  Werthe  (30.),  (34.) 
substituirt,  nach  leichter  Reduction : 

(^^•)       dT  -  "dT  =  «/^  +  «,'^  +  «3'«      "^«    ''»    ""^      ' 

«3    «3'   «3" 
wo  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  vorstellen.   Diese 
Formel  zeigt,  dass  dk  und  d<t)  keineswegs  unter  einander  iden- 
tisch sind. 

Der  innere  Grund  dieser  Nichtübereinstimmung  ist  leicht 
angebbar.  Es  repräsentirt  nämlich  d<t>,  wie  aus  (25.),  (26.), 
(27.)  folgt,  den  Winkel,  um  welchen  sich  der  starre  Körper 
während  der  Zeit  dt  um  die  cc-Axe  dreht.  Hingegen  repräsen- 
tirt dl  den  der  Zeit  dt  entsprechenden  Drehungswinkel  der 
Ebene  xg  um  jene  Axe.  Diese  beiden  Dinge,  der  starre  Körper 
und  die  Ebene  xg,  sind  aber  keineswegs  starr  miteinander  ver- 
bunden, und  werden  also  im  Allgemeinen  mit  verschiedenen 
Geschwindigkeiten  um  die  a?-Axe  sich  drehen. ' 

Beiläufige  Formeln.  —  Aus  (31.)  folgt  durch  Multipli- 
cation  mit  da^,  da^^  da^  und  Addition: 

(«.)  9i  da,  -h  g^da^  -h  g^da^  ^  0  . 

In  gleichei'  Weise  folgt  ans  (30.) : 

(ß.)   h, da,  +  Ä,da,  +  h,da,  ==  <l±^^£±^dt  =  Arf;  =  dO: 

denn  nach  (32.)  ist  Adt=:dQ.  Fügt  man  nun  zu  diesen  beiden 
Formeln  (er.),  (ß.)  noch  die  Gleichung  (57.)  hinzu,  so  erhält  man 
folgendes  Formelsystem: 
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h^da^  H-  h^da^  -h  h^da^  =  t/9, 
«4  rfffi  +  «»%,  -H  a^dg^  =  0  . 
Andererseits  folgt  aus  (55. j,  (55a.)  durch  Multiplicalion 
mit  da^y  da,,  c/a,,  und  mit  Rücksichtnahme  auf  (59.): 

ß^da^  H-  ß^^da^  +  /^.i^ffs  =  —  sin  A  .  dö , 
y^  da^  -h  y^  da^  -h  y,  da,  =  -h  cos  A  .  d0 . 

Fügt  man  hierzu  noch  die  Gleichung  (37a.)  hinzu,  so  erhält 
man  folgendes  Formelsystem : 

Iß.dy,  +  ß^dy^  +  ß,dy,  s=  d<D  «=  dA, 

(60.)        ^  y^  rftti  4-  y^da,  4-  yjda,  s=  cos  A  .  c/6  ns  rfB, 

l  «4 d/?4  H-  a^dß^  -h  or,d/i^3  =  sin  A  .  d0  =  df, 

wo  die  rechts  beigefügten  dA,  dB,  df  als  blosse  Abbreviaturen 
dienen  sollen  für  spätere  Zwecke. 

§  8.   lieber  ein  dem  FläehenMita  verwandtes  Theorem. 

Das  hier  darzulegende  Theorem  ist  mit  dem  Flächensatz 
keineswegs  identisch,  besitzt  aber  mit  demselben  gewisse  Aehn- 
lichkeit.    Das  Theorem  lautet : 

Rollt  dei^  gegebene  Körper  unter  dem  Einfluss  der  Schwere 
auf  einer  festen  Horizontalehene^  und  bezeichnet  man  die  augen- 
blicklichen Coordinaten  und  Geschwindigkeits-Componenten  der  ein- 
zelnen Körpermoleküle  m  mit  x,  y,  z  und  u,  v,  «o,  femer  die 
augenblicklichen  Cordinaten  des  Contactpunktes  mit  Xj^  y^,  Za,  so 
wird  die  Über  alle  Körpermoleküle  ausgedehnte  Summe 

(6< .)  Im  [{y  —  y^)  w  —  [z  —  z^)  v] 

constant  sein,   d.h.  ein  und  denselben  Werth  haben  für 
alle  Augenblicke  der  betrachteten  Bewegung. 

Dabei  ist  da^  zu  Grunde  gelegte  feste  Axensystem  x^  y,  z 
der  Art  zu  denken ,  dass  seine  yz-Ebene  identisch  ist  mit  der  ge- 
gebenen Horizontalebene.    (Mithin  ist  z.  B.  x^  stets  =  0.) 

Beweis.  —  Nach  (6.)  und  (7.)  ist: 

a;r=a:^H-  aj^  -h  a,i,  -h  «3/3,   w  =  u^-ha^'l^  +  a,7^  +  a,'/, , 

femer  nach  (8.)  und  (<3.): 

o^A  =  ^(7  H-  «4^1  +  M«  +  Ma^    Q-u^-h  a^A^  +  aj'/1,+  a/zl, . 

25» 
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Hieraus  folgt  durch  Subtraction : 

falls  man  namlicb  f,  rj,  ^  und  A^,  A,,  A,  als  augenblickliche  Ab- 
kürzungen benutzt  für  folgende  Differenzen  : 

(/^•)      S^^  —  ^A,    v  —  y-VA,    ?  =  «  — 5^, 
(/•)      ^4  =  ^1  —  ^4  >   ^«  =  ^1  —  ^i>   ^»  ='»  —  ^  • 

Die  Formeln  (a.)  reprasentiren  offenbar  folgende  Formelsysteme: 

j  g  =  cf,  A,  -h  of,  A,  H-  «3  ij ,  r  1/  =  ö/Ä^  +  cf^'A,  -h  a,'/,, 

((J.)    »?  =  /^,  i.  +  ifi?,  A,  +  /^3  ^3 .    (^0 1  ^'  =  ß^K  +  Ä'^i  +  ß^K^ 

U  ==  y*  ^4  +  /t ^«  +  ^3  ^3 »       l  *^'  =  yi'^4  -»-  y*'^«  -»-  /s'^- 

Subslituirt  man  die  aus  (J.)  für  A^ ,  A, ,  A,  entspringenden 
Werlhe  : 

^3=«s?  + A^  +  ^3^ 
in  die  Formeln  (f.),  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (60.): 

1  «  =  B'r-rr;, 

[.  w—  A'rj  —  B'§. 

Hieraus  folgt  sofort : 

fjw—  ^v  =  A(i,*  +  C*)  -  B'?,;  -  r^C, 

oder,  falls  man  für  A',  B',  P  ihre  eigentlichen  Bedeutungen  aus 
(60.)  substituirt : 

rjw  -  ^r  =  <D'  (ij*  +  C*)  -  6'  cos  A  .  ^i?  -  G'  sin  k  .  ^C- 

Multiplicirt  man  diese  Formel  mit  der  Masse  m  desjenigen  Mo- 
leküls, auf  welches  u,  v,  w  und  cc,  y,  js,  mithin  [nach  [ß,]]  auch 
^,  j;,  ^  sich  beziehen,  und  summirt  sodann  über  edle  Moleküle 
des  ganzen  Körpers,  so  ergiebt  sich  : 

(rj.)  Tm(riw  -  ^i;)  =  <t>Tm (»/•  +  £*)  - G'cos Alm^ij  -  &s\nklmS^. 

Die  Summen  rechter  Hand  sind  leicht  berechenbar  auf  Grund 
der  Formeln  (d.),  wobei  für  X^,  k^,  l^  die  Werthe  (y.)  zu  sub- 
stituiren  sind.   Man  findet: 
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Im|iy  =  Jtf(^,c.  +  • .)  (A,ß,  +  ...)-  (M,a^ß,  +  ...), 

Im|e  =  Jf(yl,a,  +  ..)  (A,y^  +  •  •  )  -  (M,a,y,  +  •  •), 

wo  M  die  Masse  des  Körpers  and  M,,  M,,  M,  seine  Hauptträg- 
heilsmomente  vorstellen.     Multiplicirt  man  die  beiden  letzten 
Formeln  mit  cos  k  und  sin  l,  und  addirt,  so  folgt  mit  Rücksicht 
auf  (54.): 
(t.)    coskTm^rj  +,  sinAIm|C  =  il(A^a^  +  •  •)  [A^g^  +  •  •  •) 

-^^A^a,g^+  ...). 

Durch  Substitution  der  Werthe  {&.),  (t.)  gewinnt  jetzt  die 
Formel  (ij.)  folgendes  Aussehen: 

(x.)  lm{tjW-tv]  =  [M{A^*-^^■^)-Ia{A^tt^+^  .)«+(M,c,»+  ..)]<!>' 

-[jtf(V,+-)(A</«+-)-(M,«.</.+  --)]0'. 

Zufolge  (49.)  ist  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nichts 

dT 

Anderes,  als  der  Werth  von  -r^,.    Somit  erhält  man: 

also  zufolge  des  Satzes  (47.) : 

(^.)  I.m(rjw  —  Cv)  =  Const. 

Dies  aber  ist,  falls  man  für  i},  ^  ihre  Werthe  (ß,)  einsetzt,  das 
zu  beweisende  Theorem. 

§  9.  üeber  die  Bestimmang  sämmtlicher  Variablen 
als  Funetionen  der  Zeit. 

Durch  die  drei  Differentialgleichungen  (45.)  bestimmen  sich 
zuvörderst 

(«.)  P,  9,  *' 

als  Functionen  der  Zeit.  Solches  aber  ausgeführt  gedacht,  werden 

[zufolge  (1.)] 

(SB.)  A^,  A^,  A^,  a,,  a^,  a,, 

und  [zufolge  (30.),  (3<.)] 
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ebenfalls  bekannte  Functionen  der  Zeit  sein.  Dabei  bleibt  das 
Vorzeichen  von  A  willkürlich,  was  darin  seinen  Grund  bat, 
dass  die  auxiiiaren  Axen  g^  h  durch  unsere  Determinationen 
noch  nicht  völlig  bestimmt  sind.  In  der  That  kann  man  diesen 
Axen  gy  h,  statt  der  ihnen  in  der  Figur  (26.)  zuertheilten  Rich- 
tungen ;  ebensogut  auch  die  entgegengesetzten  Richtungen  ver- 
leihen. 

Sind  nun  die  Grössen  (90»  (S.)?  i^-)  bekannte  Functionen 
der  Zeit,  so  gilt  [nach  (58.)]  Gleiches  auch  von 

also  [nach  (55.)]  Gleiches  auch  von 

also  [nach  (43.)]  Gleiches  auch  von 

Endlich  ergeben  sich  alsdann  auch  die  Coordinaten  y,  z  der 
Contactstelle  als  Functionen  der  Zeit.  Und  zwar  erhült  man  in 
dieser  Beziehung  [durch  Integration  der  Gleichungen  (10.)]  fol- 
gende Formeln: 

t  =  t 

y-yo^lifa-^  A,ßi  +  ^Ä  +  Aj;^ 
(®.)  •   \i). 

i  =  tp 

WO  t/Q  j  iSQ  die  Coordinaten  der  Contactstelle  zur  Zeit  t  ss  t^  vor- 
stellen sollen. 

§  10.   Beiläufige  Bemerkung. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Ermittelung  der  gegen- 
seitigen Beziehung  zwischen  dd  und  dd  meistentheils  eine  etwas 
mühsame  Aufgabe  ist  [vgl.  Seite  365  —  367],  mag  hier  eine 
diesem  Zweck  entsprechende  und  verhältnissmässig  einfache 
Methode  angedeutet  werden. 

Dreht  sich  ein  starrer  Körper  um  einen  festen  Punkt  0,  und 
lasst  man  von  0  zwei  Axensysteme  1,2,3  und  x,  y,  z  ausgehen, 
das  erstere  starr  mit  dem  Körper  verbunden,  das  letztere  unbe- 
weglich im  Räume,  so  gelten  für  die  Coordinaten  Z^ ,  /,,  /,  und 
X,  y,  z,  welche  irgend  ein  KörpermolekUl  m  in  diesen  beiden 
Systemen  besitzt,  die  Formeln : 
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Ia;  «  ö,/,  -h  a,/,  -♦■  «3/3, 

wo  die  a,  /if,  y  die  Richtungs-Gosinus  des  einen  Axensystems  in 
Bezug  auf  das  andere  vorstellen.  Aus  (A)  folgt  durch  DifTeren- 
tiation : 

ilx  =  l^da^  H-  /,c/a,  -1-  /jc/ffg, 

oder,  falls  man  für  /, ,  /,  ,  Z,  die  aus  (A,)  sieb  ergebenden  Werthc 
substituirt : 

dx  ^tj[ß^da^  +  /5f,fia,  +  ß^da^]  +  sfy^c/a^-h  y,c/a,  -h  yj^/aa'. 

Diese  Formel  aber  gewinnt,  falls  man  die  Abkürzungen  ein- 
führt: 

(Ä.)  l   y,  da^  -h  y,da,  +  y,  da,  =  r.  B , 

folgende  Gestalt : 

Idx  ^  zdB  ^  yc/r.   Und  ebenso  erhält  man: 
dy  ^xdr  ^  zd^. 
dz  =  ydA  —  jrrfB. 

Hieraus  folgt  durch  Ausführung  der  Operation  d: 

ddx  =  z6dB  —  yddV  +  dz  dB  —  öydV, 

oder,  falls  man  in  den  beiden  letzten  Gliedern  für  8y  und  8z  die 
aus  (C.)  ersichtlichen  Werthe : 

8y  =  ojiär  —  jsM, 

<Jj5  =s=.y(JA  —  ajiJB 
substituirt: 

d(ir  ==  J3drfB  -  yödV  -  x  [dB8B  +  c/rdf)  +  y^/BdA  +  JstifdA. 

Nun  ist  offenbar,  was  die  linke  Seite  dieser  Formel  betrifft, 
'  ddx  =  ddx,  Demgemäss  muss  also  die  rechte  Seite  ebenfalls 
bei  einer  Vertauschung  von  d  und  8  sich  gleich  bleiben.  Die  so 
entstehende  Gleichung  zerfällt  aber,  weil  x,  y,  z  willkürlich 
sind,  in  drei  Gleichungen.  Von  diesen  drei  Gleichungen  ist  eine 
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(nämlich  die  durch  Yergleichung  der  Goefficienten  von  x  ent- 
stehende] identisch^  während  die  beiden  andern  (d.  i.  die  durch 
Yergleichung  der  Goefficienten  von  y  respective  %  entstehenden} 
dargestellt  sind  durch  die  beiden  letzten  Formeln  des  folgenden 
Systems: 

r  ddk  -  ddk  =r  dVöB  -  dVdB , 

(Z>.)  I   SdB  -  d(JB  =  dA<Jr  -  dMV , 

I  ddV  -  ddV  =  dBdA-  dBdA, 

Dass  sich  die  erste  Formel  dieses  Systems  in  analoger  Weise 
herleiten  iässt ,  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Leipzig,  Juni  4885. 


InhaltsILbersicht. 


Seite 

§    1.     Die  anzuwendenden  Coordioaten t53 

§    2.  Allgemeine  Formeln  für  die  Bewegung  des  Körpers   ....  856 

§    3.    Berechnung  der  lebendigen  Kraft S60 

§    4.  Die  dynamischen  Differentialgleichungen  ....  865 

§    5.    Das  Princip  der  lebendigen  Kraft 368 

§    6.     Die  instante  Drehungsaxe 370 

§    7.    Das  horizontale  Azimuth  derselben 374 

§    8.  Ueber  ein  dem  Flächensatz  verwandtes  Theorem  873 

§    9.  Ueber  die  Bestimmung  sämmtlicher  Variabein  als  Functionen 

der  Zeit 375 

§  4  0.    Beiläufige  Bemerkung 876 


SITZUNG  AM  21.  NOVEMBER  1885. 

Axel  Harnack,  Beiträge  zur  Theorie  des  Cauchtf  sehen 
Integrales. 

§  1 .  DeflnitLon  des  Integrales. 

Besitzt  die  Function  u  +  tt;  einer  complexen  Variabelen  z 
am  Rande  eines  einfach  oder  mehrfach  zusammenhängenden, 
ebenen  Gebietes,  in  dessen  Innern  die  Function  regulär  ist,  die 
Werthe  t/-i-  iT,  so  stellt  das  Integral 

erstreckt  in  positivem  Umlauf  (d.  h.  die  eingeschlossene  Fläche 
bleibt  zur  Linken]  über  alle  Randpunkte  j5,  den  Werth  der 
Function  u  +  iv  für  alle  inneren  Punkte  dar.  Dieselbe  muss 
dabei  »im  allgemeinen  gleichmässig  stetig«  in  die  Randwerthe 
übergehen.  Das  ebene  Gebiet  nehmen  wir  als  ein  einblättriges  an. 
Durch  Zerlegen  des  Integrales  in  seinen  reellen  und  imagi- 
nären Bestandtheil  erhält  man  die  Gleichungen : 

^     r  TT  dl,      4     P^r  cose  j 

Hier  bedeutet  da  das  Bogenelement  der  Randcurve,  /  die  positiv 
genommene  Entfernung  des  Elementes  da  von  dem  betrachteten 
Punkte  0?  -I-  ly  =  q€^^,  für  welchen  die  Werthe  u  und  v  ermittelt 
werden  sollen,  und  e  den  Winkel,  welchen  die  nach  innen  ge- 
richtete Normale  des  Elementes  da  mit  der  Geraden  /  (in  der 

Richtung  von  da  nach  dem  Punkt  [x,  y)  bildet.  Die  Grösse  ^y-^  da 
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ist  die  scheinbare  Grösse  des  Elementes  da  vom  Punkte  [x,  y] 
aus,  und  wird  von  Herrn  G.  Neu  mann  mit  {do)^  bezeichnet. 
Dieser  Werth  ist  überall  positiv,  wenn  die  Fläche  nur  von  ein&r 
Randcurve  begrenzt  ist,  die  überdies  stets  ihre  convexe  Seite 
nach  aussen  richtet,  und  weder  nach  innen  gerichtete  Spitzen 
noch  Ecken  besitzt,  oder  allgemeiner,  wenn  keine  Tangente  der 
Randcurve  in  das  Innere  der  Fläche  eintritt.  In  allen  anderen 
Fällen  wird  [da]^  wenigstens  für  gewisse  Gebiete  von  x  auch 
negativ.  Es  tritt  dies  ein,  sobald  die  Fläche  des  vom  Punkte  ac 
und  dem  Bogenelemente  da  gebildeten  Dreiecks  beim  Durchlaufen 
des  Elementes  da  zur  Rechten  bleibt ;  [da)j,  soll  daher  der  alge- 
braische scheinbare  Winkel  heissen. 

Auch  das  Differential  y-  kann  durch  da  ausgedrückt  werden. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  b'  den  Winkel  zwischen  der  posi- 
tiven Richtung  des  Bogenelementes  und  der  Richtung  /,  so  ist 
in  allen-  Fällen,  auch  dem  Zeichen  nach :  dZ  =  —  cos  eda. 

Der  Kürze  wegen  werde  ich  indessen  im  Folgenden  stets 
die  Form  benutzen : 

§  2.   Die  Eelationen  zwischen  den  Fanctionen  U  und  V. 

Die  Functionen  u  und  v  sind  nicht  unabhängig  von  ein- 
ander, denn  sie  genügen  für  jeden  Punkt  (x,  y)  im  Innern 
des  Gebietes  den  partiellen  Differentialgleichungen 

öm  hv        du  dt' 

Functionen,  welche  in  dieser  Beziehung  zu  einander  stehen, 
werde  ich  zwei  conjugirte  Functionen  nennen ;  man  hat  dabei 
noch  zu  unterscheiden,  welche  Function  den  reellen,  und  welche 
den  imaginären  Bestandtheil  der  complexen  Function  bildet. 

Auch  die  Functionen  U  und  V  können  daher  an  den  Rand- 
curven  eines  Gebietes  nicht  willkürlich  gewählt  werden;  viel- 
mehr müssen  zwischen  den  Randwerthen  U  und  denen  der 
conjugirten  Function  F,   und  folglich  auch  zwischen  den  vier 


(2) 
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Integralen  der  Gleichungen  {%)  Relationen  bestehen.  Dieselben 
sollen  zuerst  ermittelt  werden.    Setzt  man 

so  ist 

Demnach  sind  M|  +  iv^  und  u,  +  iv^  Functionen  einer  com- 
plexen  Variabelen,  und  daraus  folgt,  dass  sich  diese  Functionen 
aus  ihren  Randwerthen  ebenso  darstellen  lassen  müssen,  wie  u 
und  V,  Bezeichnet  man  also  mit  U^,  V^,  U^,  V^  die  Werthe, 
welche  u^,  v^,  ti,,  v^  am  Rande  annehmen,  so  ist 

und  es  bestehen  die  Gleichungen : 

Hieraus  folgt,  indem  man  für  ^und  Fdie  obigen  Werthe  ein- 
führt, 

Die  beiden  Gleichungen  lassen  sich  in  den  einen  Ausdruck  ver- 
einigen : 

Derselbe  lehrt,  dass  ein  complexes  Integral  dieser  Art  im 
Inneren  eines  beliebigen  Gebietes  allenthalben  Null  sein  kann, 
ohne  dass  die  im  Zähler  stehende  Function  verschwindet.   DiesQ 
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Function  ist  aber  nicht  als  Randwerth  einer  »Function  einer 
complexen  Variabelen «  zu  betrachten,  und  deshalb  ist  das  In- 
tegral nicht  als  ein  »Integral  von  Caucht«  zu  bezeichnen. 

Bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (4)  ist  vorausgesetzt, 
dass  die  Functionen  u^,  u,,  ...  im  allgemeinen  gleichmässig 
stetig  in  bestimmte  Randwerthe  übergehen,  was  noch  zu  be- 
weisen ist.   Zu  dem  Zwecke  muss  die  Function 

nebst  der  conjugirten 

näher  untersucht  werden.  Ich  beschranke  mich  dabei  auC  den 
Fall,  dass  U  längs  des  Randes  eine  eindeutige  und  stetige  Func- 
tion ist.  Auch  soll  der  Rand  von  Curven  gebildet  sein,  die  bis 
auf  einzelne  Eckpunkte  überall  eine  bestimmte,  sich  stetig 
ändernde  Tangente  besitzen,  und  die  weder  unendlich  viele 
Wendungen  machen,  noch  sich  selbst  oder  unter  einander 
durchschneiden.  Alsdann  sind  die  Functionen  u^  und '  v^  im 
Inneren  des  Gebietes  allenthalben  stetig,  und  dasselbe  gilt  für 
die  ersten  partiellen  Ableitungen,  zwischen  denen  die  bekann- 
ten Relationen  bestehen,  wie  direct  aus  den  Gleichungen: 

^    rf.    ^^  ö    ldl\  ö    r    ,    A    1  ö    ldl\ 

hervorgeht.  Es  werde  nun  am  Rande  ein  bestimmter  Punkt  s 
betrachtet.  Um  diesen  Punct  5  als  Mittelpunkt  beschreibe  liian 
einen  Kreis  mit  beliebig  kleinem  Radius,  der  durch  seine 
äussersten  Schnittpunkte  auf  dem  Rande  den  Bogen  a'  be- 
stimmt. Ein  Element  dieses  Rogens  werde  mit  da'  bezeichnet, 
während  alle  übrigen  Randelemente  d(f'  heissen  mögen.  Dann 
ist 

Der  Werth  der  Function  U  im  Punkte  s  heisse  ü,.  Im  ersten 
Integral  der  rechten  Seite  unterscheiden  sich  sämmtliche  Werthe 
von  U  von  dem  Werthe  ü,  um  eine  Grösse,  deren  Betrag  durch 
Verkleinerung  von  &  kleiner  gemacht  werden  kann ,  als  eine 
beliebig  gewählte  Grösse  d.    Zufolge  der  Stetigkeit  von  U  kann 
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diese  obere  Grenze  d  gleichzeitig  für  alle  Punkte  s  fixirt  wer- 
den.   Also  ist 

Das  Integral  /  (tZ (7' j^  giebt,  mit  Unterscheidung  positiver  und 

negativer  Elemente,  den  Winkel  an,  unter  welchem  der  Bogen 
a'  von  dem  inneren  Punkte  x  aus  gesehen  wird.  Rückt  der 
Punkt  X  in  den  Randpunkt  s ,  so  geht  dieser  Winkel  in  den- 
jenigen über,  unter  welchem  der  Bogen  o'  vom  Punkte  s  aus 
gesehen  wird.  Drehrichtung  und  Grösse  dieses  Winkels,  der 
durch  CO  bezeichnet  werden  soll,  ergiebt  sich  unzweideutig  aus 
dem  Grenzprocess.  Kehrt  die  Randcurve  an  der  Stelle  s  ihre 
concave  Seite  nach  innen,  so  ist  er  ein  überstumpfer  Winkel, 
an  einer  convexen  Stelle  dagegen  ein  stumpfer  oder  spitzer. 

Der  Uebergang  in  den  Werth  w  ist  für  alle  Randpunkte  s 
ein  gleichmassig  stetiger,  d.  h.  man  kann  nicht  nur  um  jeden 
Punkt  s  einen  Kreis  angeben^  so  dass  der  scheinbare  Winkel 
des  Bogens  &  für  alle  Punkte  x  im  Inneren  dieses  Kreises  von 
dem  Werthe  (o  beliebig  wenig  abweicht,  sondern  es  lässt  sich 
auch  für  den  Radius  dieses  Kreises  die  nümliche  obere  Grenze 
bei  allen  Werthen  s  bestimmen. 

Der  Nachweis  dieser  Behauptung  folgt  aus  elementaren  Be- 
trachtungen, wenn  man  beachtet,  dass  die  vom  Punkte  s  aus- 
gehenden Schenkel  des  Winkels  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
mit  der  Sehne  des  Bogens  &  bestimmen. 

Das  Integral 

ändert  sich  stetig,  und  zwar  gleichmässig.  Denn  es  erstreckt 
sich  nur  über  solche  Bogenelemente,  für  welche  l  niemals  Null 
wird,  auch  wenn  der  Punkt  x  in  den  Punkt  s  hineinrückt. 
Demnach  wird  der  Werth  dieses  Integrales  schliesslich  gleich 


ii;/^('^'^')^ 


und  so  erhält  man  vorläufig  das  Resultat:   Rückt  der  innere 
Punkt  X  in  den  Randpunkt  ^,  so  wird 
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\\m^fu{daU  = 
=  T-n-^s-^^J'u{d<^')s'±(<  d±fshs(da')Jj  . 

In  dieser  Formel  ist  1  ahs (da  )^  jedenfalls  eine  endliche  Grösse; 

denn  entweder  ist  der  Grenzwerlh  dieses  Integrales  gleich  w, 
falls  der  Bogen  a'  seine  concave  Seite  nach  innen  kehrt,  oder 
er  ist  grösser  als  lo,  aber  endlich,  weil  der  Bogen  nicht  unend- 
lich viele  Wendungen  macht.    Es  ist  femer 

fu{da'\=fu{da],  -fu(da'], 

und  das  zweite  Integral  der  rechten  Seite  wird  gleich  Vgl  [da]^ 
bis  auf  eine  Grösse,  die  wiederum  kleiner  ist  als 

dfi\hs{da%  . 

Da  nun  die  Grösse  d  durch  Verkleinerung  von  &  beliebig  klein 
gemacht  werden  kann,  so  folgt,  dass 

^'^^^fu{da]^  = 

ist.  In  einem  gewöhnlichen  Curvenpunkte,  in  welchem  die  Tan- 
genten, vor-  und  rückwärts  genommen,  den  Winkel  7t  bilden, 
ist 

lim  w  =  yr  ,     lim  /  (rfa'),  =  0  , 

also 

l\m±fu{dal,  =  -i  U,  +  ±fu{da),  . 

In  einem  Eckpunkte  der  Curve,  in  welchem  die  Tangenten  den 
Winkel  a  bilden,  ist 

lim  £0  =  ÄTT  —  a  ,     lim  /  (da'),  =»  0  , 

also 

Auch  diese  Grenzübergänge  erfolgen  nach  Ausschluss  der  Eck- 
punkte durch  beliebig  kleine  Umgebungen  mit  gleichmässiger 
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Stetigkeit,  wie  aus  dem  Mittelwertbsatz  der  Differentialrech- 
nung hervorgeht.  Damit  ist  die  ursprüngliche  Behauptung  voll- 
standig  bewiesen. 

Zu  einer  Randfunction  U  gehört  also  eine  bestimmte  Func- 
tion der  Randpunkle,  nämlich  —  /[/((/ a)^.     Ich  werde  diese 

Function  mit  \Pg  oder  auch  kürzer  mit  \P  bezeichnen,  und  P 
die  zugeordnete  Function  von  U  xaennGn*]. 
Es  ist  für  einen  regulären  Randpunkt 

(5)         lim  ±  fu(da)^  =  lim  n,  =  U,  ==  L  U,  +  |  />,  . 

Dagegen  für  Eckpuncte  mit  der  Winkelöffnung  a,  die  aber  im 
Folgenden  nicht  weiter  berücksichtigt  werden  sollen: 

(5  a)  \\m^fu(dal,^ 

=  iim«,  =  ^,  «i(«--^)^,  +  -;  P,. 

Die  zugeordnete  Function  ist  eine  stetige  Function  von  s,  so- 
lange keine  Eckpunkte  auf  dem  Rande  vorhanden  sind  (Neu- 
MANN,  a.  a.  0.,  p.  439  und  150). 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  auch  für  die  Function 

wobei  wiederum  V  als  eine  stetige  Function  vorausgesetzt 
wird.    Es  ist  für  einen  regulären  Randpunkt  s 

l^)  "«"  I^  fv{<i<^lr  =  Hm  r,  =  K.  =  I  r,  +  I  C>,  . 

x  =  s 

Q  bedeutet  die  der  Function  V  zugeordnete  Function,  d.  h. 
es  ist 


Qs^'lff'ido), 


*)  Von  dieser  zugeordneten  Function  bandelt  Herr  C.  Neumann  bei  der 
Theorie  der  Doppelbelegungen  im  4.  Capitel  seines  Buches:  »Untersuchungen 
über  das  Logarithroische  und  NEWTOw'sche  Potential«  (Leipzig,  1877).  Der 
Beweis  des  Satzes  von  der  gleichmtf ssigen  Convergenz  ist  jedoch  daselbst 
nicht  milgetheilt  (vergl.  die  Bemerk,  pag.  452  daselbst). 
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Für  die  zu  u^  und  v^  conjugirten  Functionen 

lässt  sich  der  Nachweis,  dass  sie  stetig  nach  bestimmten  Rand- 
werthen  V^  und  U^  convergiren,  nicht  in  derselben  direcien 
Weise  führen.   Da  aber 

u  =s  u^  H-  u^  ,     t;  =  v^  -4-  v, 

ist,  so  folgt,  weil  u  und  v  der  Voraussetzung  nach  in  die  be-. 
stimmten  Werthe  Ug  und  F,  übergehen,  während  x  nach  $  con- 
vergirt: 

(7)  lim  u,  =  f/,  =  ^  -  (7,  =  i  t^,  -  i  P,  , 

X  =  s 

(8)  lim  v,  =  V,  =  V-  K.  =  ir,  -  iC>,  . 

X  sss  S 

Trägt  man  diese  Werthe  von  ü,  und  V^  in  die  Gleichungen  (4) 
ein,  so  erhält  man  den  folgenden  Satz: 

Besitzt  die  Function  u  -i-  iv  einer  complexen  Variabelen  z 
an  dem  Rande  eines  einfach  oder  mehrfach  zusammenhangenden 
Gebietes  die  stetig  sich  ändernden  Werthe  U ^  iV,  so  bestehen 
zwischen  den  Functionen  U und  V  die  Relationen: 

%nj        l    ^  %nj        l 

Dabei  bedeuten  P  und  Q  die  den  Functionen  U  und  V  zugeordneten 
Functionen ,  und  sämmtliche  Integrale  sind  auf  den  Randcurven 
zu  bilden f  während  der  Punkt  x,  y  im  Inneren  des  Gebietes  be- 
liebig gewählt  wird. 

Man  kann  die  Voraussetzungen ,  unter  denen  dieses  Resul- 
tat bewiesen  wurde,  noch  erweitem.  Ist  z.  R.  nur  U  im 
CAUCHv'schen  Integrale  eine  stetige  oder  eine  überall  endliche, 
in legrirbare  Function,  so  dass  die  Function  m  im  allgemeinen 
gleichmässig  stetig  in  die  Randwerthe  U  übergeht,  so  gilt  das 
CAüCHv'sche  Integral  für  diesen  Rand,  sobald  man  unter  den 


(9) 
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übrigen  Integralen  der  Gleichung  (S)  die  Grenzwerthe  versteht, 
welche  dieselben  annehmen,  wenn  man  von  einer  innerhalb  der 
Fläche  gelegenen  Integrationscnrve  zum  Rande  selbst  übergeht. 
In  diesem  Sinne  gellen  dann  auch  die  vorstehenden  Gleichungen, 
ohne  dass  V  eine  stetige  Function  zu  sein  braucht. 

Der  vorstehende^  ganz  allgemeine  Satz  erhält  eine  sehr  ein- 
fache und  bekannte  Form,  sobald  der  Rand  nur  aus  einem  ein- 
zigen £reise  besteht.  Denn  für  einen  Kreis  werden  die  zuge- 
ordneten Functionen  P  und  Q  constant.  Es  ist,  wenn  R  den 
Radius  des  Kreises  angiebt,  und  c^a  =  ^d(f  gesetzt  wird: 

P,  =  ^imow-'  ^fu  ^da  =  ^Juda  -  ±fud^, 
0,  =  Lfviäa),  =  ^fv'^\^do  =  ^^Jvda  =  ±  fvd^, 

SO  dass  hier  der  Satz  lautet : 

Besitzt  die  im  Inneren  des  Kreises  R  reguläre  Function 
u  -I-  iv  am  Rande  der  Kreisperipherie  die  Werthe  ü^  +  iT,  so 
bestehen  zwischen  den  Functionen  U  und  V  die  Relationen : 

Auf  Grund  dieser  Gleichungen  ist  die  Randwerthaufgabe,  d.  h. 
die  Bestimmung  der  complexen  Function  aus  dem  reellen  Rand- 
werthe  Ufür  den  Kreis  ohne  Weiteres  lösbar;  denn  es  bekommen 
die  Gleichungen  (2)  hierbei  die  Form 

«=      ^fu[doU-±fudg>, 

wodurch  u  vollständig,  und  v  bis  auf  eine  additive  Gonstante 
bestimmt  ist. 

Die  speoiellen  Gleichungen  (40)  liefern  für  den  Kreis  die 
bekannten  Relationen 

I  U cos  kq>dfp  =       /  Fsin  k(pd(p^ 

1 1/ sin  kqidcp  =  —  /  V cos  kcpdq>y 

(A-  =  4,2,  3,  ....oo), 

Math.-phys.  Hasse  1SS5.  26 
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welche  hier  die  Anwendbarkeit  der  FouBiEE^schen  Reihe  für  die 
Darstellung  der  Functionen  u  und  v  begründen.  Analoge  Rela- 
tionen gelten  für  einen  beliebig  zusammengesetzten  Rand. 

Wird  nämlich  die  Randcurve  auf  ein  PolareoordiDaten- 
System  mit  beliebigem  Anfangspunkt  bezogen,  so  dass  r  sc  f(^) 
die  Gleichung  der  Randcurve  wird,  so  bestehen,  die  Glei- 
chungen : 

f{U^P]d(p=f{V^Q]dlogr, 

§.  3,  Die  Eindeutigkeit  der  Darstellung  eixLer  eomplexen 
Function  mittelst  des  Cauehy*schen  Integrales. 

Der  oben  gefundene  allgemeine  Satz  gestattet  folgende  Um.- 
kehrung : 

7^^  für  den  Rand  eines  ebenen  Gebietes  eine  stetige  Function 
U  gegeben,  und  kann  man  eine  Function  V  vermitteln ,  für  tcelche 
die  Gleichungen  (4)  oder  (9)  erfüllt  sind,  so  stellt  die  Gleichung 

eine  Function  dar,  welche  im  Inneren  des  Gebietes  die  Bedingung 
^-  -I-  _!i-  =  0  erfüllt  und  an  dem  Rande  den  Werth  U  besitzt. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  durch  eine  Umkehrung  der  vorigen 
Betrachtung.  Indem  man  nämlich  die  Functionen  ti^,  ti,,  t\,  t\ 
einführt  (Gleichungen  3),  und  die  Function  U*  durch  die  Glei- 
chung definirt: 

erhalt  man  aus  den  Gleichungen  (2)  zusammen  mit  den  Glei- 
chungen (4)  die  Relationen : 
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".  =  ii/"!"")-  -  i-n  h  ("«1.  +  ik  A  f 

Hierausfolgt: 

fu{da]^=fu'{da)^,  fu^^fu'^ 

und  aus  diesen  Gleichungen  ist  zu  schliessen,  dass  die  stetigen 
Functionen  U  und  U'  identisch  sind. 

Dazu  bedarf  man  des  folgenden  Satzes : 

Wenn  eine  stetige,  nur  für  de^i  Rand  eines  Gebietes  definirte 
Function  W  die  Eigenschaft  hat,  dass  für  jeden  Punkt  im  Inneren 
des  einfach  oder  mehrfach  zusammenhängenden  Gebietes 

i-Jw[da],     und    ^fw^ 

constant  gleich  Null  sind,  so  ist  W  für  alle  Puncte  des  Randes 
ebenfalls  gleich  Null, 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  ist  meines  Wissens  noch  nicht 
ausgeführt  worden,  und  in  der  That  nicht  ganz  einfach,  wenn 
man  in  Bezug  auf  die  Function  TT  keine  weiteren,  beschränken- 
den Voraussetzungen  einführen  will.  Aber  der  Inhalt  des  Satzes 
ist  von  Bedeutung ,  weil  aus  ihm  unmittelbar  hervorgeht ,  dass 
die  Integra] relationen  (4)  oder  (9)  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  für  den  Zusammenhang  der  Functionen 
U  und  V  bilden,  und  dass  eine  complexe  Function  nur  auf  eine 
einzige  Weise  in  der  Form  des  CAUceY'schen  Integrales  und  der 
in  demselben  enthaltenen  Reihenentwickelung  darstellbar  ist. 
Ich  halte  es  daher  für  gerechtfertigt,  auf  den  Beweis  ausführlich 
einzugehen. 

Lässt  man  den  inneren  Punct  x  an  einen  Randpunkt  s  her- 
anrücketi,  so  wird 

(42)      Km±fw{da)^^-^W,  +  ±fw{da],  =  0, 

86» 
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daher 

Hat  tnan  es  mit  einem  ebeD«n  Gebiete  zu  thun,  das  nur  von 
einer  einzigen  Randcurve  begrenzt  ist,  di«  ohne  nach  innen  ge- 
richtete Spitzen  oder  Ecken  nach  aussen  überall  convex  ist, 
oder  allgemeiner  ausgedrückt,  deren  Tangenten  nicht  in  das 
Innere  der  Fläche  eintreten,  so  kann  man  schon  aus  dieser  letz- 
ten Gleichung  unmittelbar  schliessen,  dass  W!=:0  ist.  Denn 
in  diesem  Falle  ist  [da)g  eine  durchweg  positive  Grosse  und 


i/t'^")* 


im  allgemeinen  (d.  h.  abgesehen  von  etwaigen  Eckpunkten) 
gleich  Eins.  Bezeichnet  nun  J!f  denjenigen  Werth  von  W,  des- 
sen Betrag  am  grössten  ist,  so  ist  auch 


i-/(lf+Tr,(da),-0. 


Da  in  diesem  Integral  alle  Elemente  von  gleichem  Zeichen  sind, 
so  muss  im  allgemeinefi 

gleich  sein;  und  da  W  stetig  sein  sollte,  so  ist  überall  Wcon- 
stant  gleich  —  M.  Diese  Constante  kann  aber  nur  Null  sein, 
zufolge  der  Gleichung 

Im  allgemeinen  Falle  aber  sind  zunächst  die  Functionen 

^fwida)^      ur^     ±fw'i 

gebildet  für  einen  ausserhalb  der  Fläche  gelegenen  Punct  [x\  y] 
zu  untersuchen.  Die  Richtung  der  Normale  ist  bei  diesen  Inle- 
gralen  dieselbe  wie  früher. 

Lüsst  man  nun  den  äusseren  Punkt  an  den  Randpunkt  s  her^ 
anrücken,  so  gelten  immer,  d,  Ä.  hei  jeder  stetigen  Function  W  die 
Gleichungen: 

(13)         lim  ^fw{dx]^.  =  -  T  W;  •^-hf^^'^''^» 
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Die  erste  Gleichung  ergiebt  sich  ebenso  ^ie  im  vorigen  Para* 
grsiph  die  Gleichung  (5),  wenn  man  nur  beachtet,  dass  beim 
Heranrücken  eines  äusseren  Punktes  an  das  Element  da  der 
Winkel  [do)j^  negativ  wird  und  den  Grenzwerth  —  tt  erhält*). 
Aus  den  Gleichungen  (4S)  und  (13)  folgt  dann 

(15)    .  --nm^/TK(da)^=  W,  . 

Es  muss  also  Wg  constant  sein,  wenn  der  Nachweis  geführt 
werden  kann,  dass  auch  für  alle  äusseren  Punkte  das  Integral 

^  Jw{dx)^  ^  cousi. 

ist.  Diese  Constante  kann  dann  nur  Null  sein,  weil  das  Integral 
für  den  unendlich  fernen  Punkt  diesen  Werth  hat. 

Die  Eigenschaft  der  Constanz  folgt  aber  unmittelbar  aus  der 
noch  zu  beweisenden  Gleichung  (44).    Denn  da  in  dieser  Glei-" 
chung  unserer  Voraussetzung  zu  Folge  die  rechte  Seite  constant 
gleich  Null  ist,  so  ist  auch  die  linke  Seite  constant  gleich  Null, 
und  die  Function 


27f  J  ^^   V 


ist  dann  Überhaupt  gleich  Null,  weil  sie  auch  im  Unendlichen 
diesen  Werth  hat.  Folglich  muss  auch  die  conjugirte  Function 


h,  M^^^y 


Null  sein. 

Der  Beweis  für  die  Gleichung  (14)  lässt  sich  folgender- 
massen  führen : 

Auf  der  Normale  im  Randpunkte  s  seien  zu  verschiedenen 
Seiten  von  s  die  Punkte  x  und  x'  in  der  beliebig  kleinen  Ent- 
fernung a  von  5  gewählt.  Indem  wir  annehmen,  dass  die  Eand- 
curve  an  keiner  Stelle  unendlich  viele  Wendungen  besitzt,  und 
nun  den  Punkt  5  nicht  etwa  in  einen  Wendepunkt  verlegen, 
lässt  sich  eine  convexe  und  eine  concave  Seite  in  der  Umgebung 
von  s  unterscheiden.  Mit  x  möge  der  Punkt  bezeichnet  sein, 
welcher  auf  der  concaven  Seite  von  s  liegt,  mit  x'  der  andere. 


*)  Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  die  Existenz  einer  LOsung  der 
Randwerthaufgabe  gezeigt  ist,  sobald  die  Möglichkeit  nachgewiesen  ist,  das 
innere  Gebiet  einer  Flache  derart  eindeutig'auf  das  äussere  conform  abzu- 
bilden, dass  die  Punkte  der  Randcurve  sich  selbst  entsprechen. 
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Es  kann  jetzt  also  o?  auch  den  äusseren  Punkt  bezeichnen,  wenn 
die  Gurve  bei  s  ihre  concave  Seite  nach  aussen  kehrt,  x'  ist 
dann  ein  innerer  Punkt.  Der  Punkt  $  sei  zum  Anfangspunkte 
eines  PolarcoordinaCensystemes  gewählt,  die  Tangente  in  s  sei 
die  Coordinatenaxe;  r  3=  f[(p)  die  Gleichung  der  Curve.  In- 
dem man  zu  beiden  Seiten  von  $  einen  beliebig  kleinen  Bogen 
von  der  Gesammtlänge  a'  abschneidet,  von  q>  =  0  bis  zu 
(p  OS  (p'  auf  der  einen  Seite  der  Normalen,  und  von  ^  =  0  bis 
zu  qp  =  q>"  auf  der  anderen  Seite,  sind  nur  die  Integrale  zu 
betrachten,  welche  sich  auf  diesen  Bogen  a'  beziehen.  Denn  für 
den  übrigen  Theil  des  Randes,  a",  ist  die  Gleichung: 

Vimfw^  =  Wmfwf 

^  für  X  =  x'  =  5  selbstverständlich. 

Der  Winkel  von  0  bis  (p*  (und  ebenso  von  0  bis  9")  sei  so 
klein  gewählt,  dass  zu  jedem  Werthe  von  qp  zwischen  0  und  (p' 
nur  ein  Werth  von  r  gehört;  ferner  sei  nicht  nur  r  für  dieses 
Bogenstück  eine  durchaus  wachsende  Function,  sondern  es  sei 
auch  a  so  klein  gewählt,  dass  für  diesen  Werth  von  a,  sowie 
für  alle  kleineren  die  Grösse  /  immer  grösser  als  a  ist.    Da 

/*  Ä  r*  -I-  a*  —  2  ar  cos  Iy  —  qpl  »  r*  -1-  a*  —  2or  sin  95  , 

so  verlangt  diese  Bedingung,  dass  r*  —  äorsiny  >0  ,  d.  b. 

a  <  r— : —  ist.  Diese  Forderung  ist  immer  erfüllbar,  wenn  sieh 
a  sinop  *^ 

die  Ranocurve  in  der  Umgebung  des  Punktes  s  verhält,  wie 
eine  analytische  Curve  in  einem  regulären  Punkte,  wenn  also 
daselbst  z.  B.  r  durch  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  <p  fort- 
schreitende Reihe  darstellbar  ist,  die  mit  der  ersten  Potenz  von 
(p  beginnt.    Es  ist  nun 

/«  =  r*  +  a*  —  2  av  cos  (^  —  «>)  =  r*  +  a*  —  2  ar  sin  €p 

r*  =a  r'  +  a*— 2ar  cos  ly-i-  (p\  =  r*  +  a*+  2orsiny 
ferner 


Theorie  des  Caught'sghen  Integrales.  393 

i*  _  r^-i-  a^~»  aar  sin  y 
r*        1^+ 0*+ 2ar slnqp    ' 
^  ri/''\         4rdrorsin<3p  —  2(r^+ o*)a(iVsin<;p) 

T^  \r«)  == P5 

(r'—  o*)  2o[sin ydr  —  rcosy  dy]  —  4ro^cosy  dy 

Das  Differential  sin <p  dr  —  r  cos cpdq)  wird,  wenn  man  es  wie 
oben  mit  einem  regulären  Punkte  zu  thun  hat,  nicht  unendlich 
oft  sein  Vorzeichen  wechseln,  sondern  während  y  das  Intervall 
von  0  bis  q>'  durchläuft,  stets  positiv  oder  negativ,  oder  auch 
gleich  Null  bleiben.    Ist  längs  eines  ganzen  Bogenstückes 

sin  y  dr  —  r  cos  (jp  d  y  =  0  , 

so  ist  dieser  Bogen  ein  Kreisbogen  oder  eine  Gerade.  Unsere 
Voraussetzung  lässt  sich  geometrisch  durch  die  etwas  engere 
ersetzen,  dass  ein  Kreis,  welcher  die  Gurve  im  Punkte  s  tangirt, 
nicht  in  beliebiger  Nähe  des  Punktest,  und  also  auch  nicht 
auf  dem  beliebig  kleinen  zu  (p'  gehörigen  Bogen  einen  weiteren 
Berflhrungspunkt  mit  der  Gurve  besitzt. 

Die  Grösse  (r*  —  o*)  wechselt  ihr  Zeichen,  indem  r  durch 
den  Werth  a  hindurchgeht.  Setzt  man  zur  Abkürzung  das  obige 
Differential 

(r*  —  a*)  8 a dM  —  4 a^r  dv 


T'-IA)- 


so  behält  jedes  der  Differentiale  du  und  dvj  während  q)  von  0 
bis  q>'  variirt,  ein  unverändertes  Zeichen,  und  es  ist 


Wd^i(^:j 


rasO  .         rs:ia  y=sO 

In  Bezug  auf  das  Differential  du  ist  also  eine  Theilung  des  In- 
tegrationsintervalles  vollzogen  worden,  weil  r*  —  o*  sein  Vor- 
zeichen wechselt.  Auf  jedes  der  Integrale  rechts  lässt  sich  nun 
der  erste  Mittelwerthsatz  anwenden.  Man  bezeichne  drei  mitt- 
lere Werthe  von  W  im  Intervall  von  ep  =  0  bis  gp  =  ejp'  mit 
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so  ist  die  rechte  Seite  gleich : 

p?5 +  T  ^^o'ff'J jir. 

r«  0  rssa 

4o3r  . 
^  =0 

Die  Grösse  q>'  kann  von  vornherein  so  gewählt  werden,  dass  die 
Werthe  der  stetigen  Function  W  in  diesem  Intervall  um  weniger 
als  eine  Grösse  8  sich  unterscheiden.    Also  ist,  w^enn  man 

setzt,  die  obige  Summe  gleich 

bis  auf  eine  Grösse,  deren  Betrag  kleiner  ist  als 


(^9)     4 


absj  ^''^'^fä  *'' du  +  abs  I  ^dt;      . 

r=0  ^äO  J 


In  dem  Ausdruck  (18)  verschwindet  Ig-p  fttr  9)  a  0  und  stellt 
für  q)  SS  q)'  eine  endliche  Grösse  dar,  die  mit  a  nach  Null  con- 
vergirt.  Es  ist  also  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  beiden  in  (49) 
enthaltenen  Integrale  jedenfalls  endlich  bleiben,  wenn  a  nach 
Null  convergirt.    Das  erste  dieser  Integrale  ist  gleich 


|2a{r*- 


^^TjTr^  (sih9)dr  —  r  cos^pdy  .) 


Da  nun  /*  und  /'*  gleich  oder  grösser  sind  wie  a*,  und  da  der 
Betrag  von  r*  —  a*  gleich  oder  kleiner  ist  wie  a*,  so  ist  der 
Betrag  dieses  Integrales  kleiner  wie 

■j  l  dr  -h  9,  lcosq>  dq>  =  2+  «[siny]***^  , 


f'- 
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also  jedenfalls  endliche  Desgleichen  ist  in  dem  anderen  Integrale 

kc^r  cos  OD   . 

/*  >  o*,  r*  >  ar ,  also  wird  der  Beirag  des  Integrales  kleiner  als 

cos q)dq>  =  4  sinqp' 
9p  =  0 
Damit  ist  bewiesen,  dass 


ftp: 


'    lim 

qpsaO 

beliebig  klein  wird  für  a  =  0 .  Dasselbe  gilt  auch  für  den 
anderen  Theil  des  Bogens  a^  Sonach  ist  der  Satz  vollständig 
bewiesen,  und  zwar  für  jede  Randcurve,  die  im  allgemeinen, 
d.  h.  bis  auf  einzelne  singulare  Punkte,  in  Bezug  auf  ihre  Tan- 
gente und  deren  Aenderung  dieselben  Eigenschaften  besitzt, 
wie  eine  analytische  Curve  in  einem  regulären  Punkt. 

Man  kann  den  obigen  Satz  auch  noch  in  foljgender  Weise 
erweitem: 

Wenn  eine  integrirbare,  tiberall  endliche  Randfunction  W 
die  Eigenschaft  hat,  dass  ftir  jeden  Punkt  [x^  y)  im  Innern  eines 
einfach  oder  mehrfach  zusammenhängenden  Gebietes 

constant  gleich  Null  sind,  so  ist  W  ftir  die  Punkte  des  Randes 
im  allgemeinen  gleich  Null,  d.  h.  die  Stellen,  an  denen  W  um 
mehr  als  irgend  eine  bestimmte  Grösse  von  Null  verschieden  ist, 
bilden  eine  »discrete  Menge«. 

Der  Beweis  ergiebt  sich,  indem  man  an  Stelle  der  Function 
W  aus  der  Gleichung  (12)  die  ihr  »im  allgemeinen«  gleiche 

Function J^{do)^    einftihrt;    denn   diese  Function   ist 

ausser  in  etwaigen  Eckpunkten  der  Randcurv«  stetig. 
Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  Satz 

%n  J         l  %n  J         V 
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aussagt :  Bezeichnen  W^  und  W^  die  inneren  und  äusseren  loga- 
rithmischen  Potentiale  einer  Deppelbelegung,  so  besteht  zwi- 
schen den  Differentialquotienten  nach  der  inneren  und  äusseren 
Normale  des  Randes  in  jedem  Randpunkte  die  Gleichung 

vorausgesetzt,  dass  diese  Ableitungen  überhaupt  bestimmte 
stetige  Werthe  haben. 


§.  4.  Sie  Nenmann'scho  Lötnng  der  BAndworthan^abe  für  eine 
Fläche  ohne  eiiitpringondo  Bandtangonton. 

Die  weitere  Anwendung  der  Gleichung  (9)  liefert  unter  ge- 
wissen Bedingungen  eine  Lösung  der  Aufgabe,  die  Functioa  u 
(und  v)  zu  bestimmen,  wenn  die  Werthe  der  Function  U  längs 
des  Randes  gegeben  sind.  Es  ist  das  die  Lösung,  welche  Herr 
Neumann  in  seiner  oben  genannten  Schrift  gegeben  hat.  Sie 
führt  auf  dem  directesten  Wege  zum  Ziele,  daher  ich  sie  im 
Zusammenhange  mit  meinen  Untersuchungen  noch  kurz  an- 
geben möchte. 

Es  ist 

Ist  also  U  gegeben,  so  ist  nur  das  zweite  Integral  noch  unbe- 
kannt. Für  dieses  ergiebt  die  erste  der  Gleichungen  (9) : 

Hier  ist  die  Function  Q  a  —  jv{da)g  unbekannt.  Be- 
achtet man  nun,  dass  —  Q  die  conjugirte  Function  zu  P  ist,  so 
kann  man  dieselbe  Relation  zwischen  P  und  —  Q  entwickeln, 
wie  zwischen  U  und  V.  Sind  also  P^  und  Q^  die  zugeordneten 
Functionen  zu  P  und  —  Q ,  so  wird 

Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  indem  man  zu  Pj ,  —  Q^ 
die  zugeordneten  Functionen  P,,  Q^  bestimmt,  so  erhält  man 
schliesslich  die  Gleichung: 
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;20)  +{-ir--lffPn-i{da)^+{-i)''-'-fafPn{do)a> 

Diese  Gleichung  bestimmt  das  gesuchte  Integral,  und  zwar  in 
Form  einer  unendlichen  Reihe,  wenn  die  Function  P^i ,  und  also 
auch  0^,  mit  wachsenden  Werthen  von  n  immer  mehr  einer 
Constante  sich  nähert.    Es  wird  dann 

lim  Jq^  ^.  =  0  ,         Hm  1^  /P«  (da)a=  "  C 

und  man  erhält  die  Function  in  der  Form : 

»'^C  +  ^ßu-Pj  {da}^  +  i-  f[P,  -  P.){da)^  +  .... 

■*•  ¥  y  (''««-«  -  ■P»«)  («''')«  -^  •••• 
oder  auch 

(22)  -^/(P,-P,)(da)^-.... 

Für  eine  Fläche,  deren  Randcurve  so  gestaltet  ist,  dass  die 
Tangenten  derselben  nicht  in  das  Innere  eintreten,  bei  welcher 
also  {da)^  und  {da)g  stets  positiv  ist,  lässt  sich  die  Convergenz 
dieser  Reihe  nachweisen ;  und  zwar  ergiebt  sich  dieselbe  aus 
dem  Satze,  dass  bei  diesen  Flächen  die  Schwankungen  der 
Functionen  17,  P,  P^,  P, ,  ....  stärker  wie  eine  geometrische  Pro- 
gression abnehmen.  Der  Fall  der  Dreiecks-  und  Yierecksfläche 
ist  dabei  noch  besonders  zu  berücksichtigen. 

Die  vorstehende  Entwickelung  bleibt  auch  dann  noch  gü- 
tig, wenn  für  U  bloss  die  Voraussetzung  der  Endlichkeit  und 
Integrirbarkeit  gemacht  wird.  Auch  ist  die  ganze  Betrachtung 
(wie  überhaupt  ohne  jede  Einschränkung  die  Sätze  in  §.  i  und 
§.  3)  auf  die  von  der  Curve  begrenzte  äussere  Fläche  mit  ge- 
ringer Modification  übertragbar.    Für  eine  beliebig  gestaltete 
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Bandcurve  aber  lässt  sich  ^ie  Convergeoz  dieser  Reihen,  die 
man  mit  Einführung  eines  festen  Punktes  a,  b  in  der  Form 

v{x,y).—  u{a,b)  = 

=  i-  [fu{da)^  -fu{(jla)^]  -  ^  [fP{da)^  -fP[do)a]  +  -.• 

+  (- 1)-' i  [/P«(d«T);, -/P«{c/a;.a]  .... 

zusammenfassen  kann,  allgemein  noch  nicht  nachweisen.  Auch 
ist  es  bisher  nicht  gelungen,  vei-wandte  Reihen  dieser  Art  für 
den  allgemeinen  Fall  zu  bilden.  Derselbe  erfordert,  zumal  bei 
den  räumlichen  Problemen  in  der  Potentialtheorie,  eine  andere 
Methode  des  Beweises. 


J.  Thomae,  lieber  eine  einfache  Aufgabe  aus  der  Theorie 
der  Elasticim.  - 

.Wird  ein  Stück  eines  elastischen  homogenen  Kreiscylinders^ 
welcher  durch  zwei  auf  die  Cylinderax.e  senkrechte  Ebenen 
begrenzt  ist,  auf  eine  horizontale  feste  ebene  Unterlage  gestellt^ 
so  muss  er  vermöge  seiner  eigenen  Schwere  deformirt  werden. 
Welches  ist  unter  diesen  Umständen  sein  Zustand?  Diese  So 
einfache  Aufgabe  ist,  wie  ich  glaube^  noch  nirgend  gelöst.  Man 
hat  sich  auf  unendlich  dünne  Gylinder  beschränkt.  Auch  hier 
soll  «diese  Aufgabe  nur  mit  einer  gewissen  Einschränkung  gelöst 
werden,  nämlich  mit  der^  dass  auf  der  oberen  Endfläche  des 
Cylinders  ein  zweites  von  einer  festen  Ebene  begrenztes  Gewicht 
laste,  welches  gross  genug  ist,  den  Endflächen  des  Cylinders 
auch  nach  der  Deformation  die  ebene  Gestalt  zu  erbalten.  Ich 
habe  einfge  Hoffnung,  die  Aufgabe  auch  ohne  diese  Einschrän- 
kung mit  den  hier  anzuwendenden  Mitteln  lösen  zu  können,  und 
werde,  falls  dies  gelingt,  der  Rönigl.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften seiner  Zeit  davon  Mittheilung  machen.  Sollte  das  Pro- 
blem an  sich  als  geringfügig  erscheinen,  so  glaube  ich  doch, 
däss  die  zu  seiner  Bewältigung  angewandten  Methoden  einiges 
Interesse  beanspruchen  können^  ein  Resultat,  mit  dem  man  in 
der  mathematischen  Physik  sich  ja  so  oft  begnügen  muss. 

Ich  werde  nun,  um  die  analytischen  Hülfsmittel  bei  der 
Hand  zu  haben,  sogleich  im  Artikel  I.  einige  Eigenschaften 
BeßseCschev  Functionen  herleiten.  Wenu  ich  dabei  von  der 
Ublichexx  Bezeichnung3weise  etwas  abweiche,  so  geschieht  es 
deshalb,  weil  die  Variable  in  einer  andern  als  der  gewöhnlichen 
Fofm  auftritt.  Im.  Art.  II.  stelle  ich  sodann  die  elastischen 
Differentialgleichungen  und  Oberflächeubedingungeq  in  geeig-- 
ueten  Coordinaten  auf.  Im  Art.  III.  suche  ich  particuläre  Lösuur* 
gen  der  sich  ergebenden  Differentialgleichungen,  und  g^be  \tn 
Art,  IV.  die  eigentliche  Lösung  der  Aufgabe». 
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Art.  I.   Bessersche  Functionen. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

r*  \dlgr*  dlgrj  ' 

SO  ist  es  die  folgende  Differentialgleichung,  auf  welche  unsere 
Aufgabe  führen  wird : 

oder  mit  Entfernung  der  Abkürzung  V: 

Dieselbe  muss  integrirt  werden.  Dabei  wird  dm  Besten  der 
Fall  €  SS  0  für  sich  genommen.  Es  mag  dann  t  durch  /^  ersetzt 
werden,  so  dass  (1*)  die  Form  gewinnt 


dlgr*  4lgr« 

welche  Gleichung  durch  den  Ausdruck 

^0  =  Co  -f-  C^r'^  +  CJg  r  -h  C.r-'' 
vollständig  integrirt  wird.  —  Im  allgemeinen  Falle  bedenken 
wir,  dass  die  Coefficienten  der  DifTerentialgleichung  ganz  und 
rational  bleiben,  wenn  wir  r*  oder  [er]^  statt  r  als  unabhängige 
Veränderliche  einführen,  und  versuchen  deshalb  die  DiflFerential- 
gleichung  durch  Reihen  zu  integriren,  welche  nach  Potenzen 
von  (fir)*  fortschreiten.  Zur  Bestimmung  des  Anfangsexponenten 
m^  einer  solchen  Reihe  erhalten  w*ir  nach  bekannten  Regeln  die 
Gleichung 

7w/  —  m^\=  0 , 

woraus  sich  für  m^  die  Werthe 

-i,  0,  0,  < 

ergeben,  und  woraus  sogleich  folgt,  dass  das  eine  particuläre 
Integral  ein  r"*  proportionales  Glied,  das  andere  ein  logarith- 
misches Glied  enthält.  Von  der  Untersuchung  dieser  beiden 
particulären  im  Punkte  Null  singulären  Integrale  können  wir 
hier  aus  Gründen,  die  sich  später  ergeben  werden,  absehen : 
es  fragt  sich  aber,  w^as  für  uns  wichtig  ist,  ob  überhaupt  zwei 
im  Punkte  Null  reguläre,  ich  meine  nach  ganzen  Potenzen  von 
r  fortschreitende,  Reihen  als  Integrale  von  (<)  vorfianden  sind, 
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was  nicht  unmittelbar  einleuchtet,  weil  die  Exponenten  dieses 
Integrals  sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Diese  Frage  zu 
beantworten,  setzen  wir  die  Reibe: 

in  die  Differentialgleichung  (1^)  ein,  und  erhalten  dadurch  die 
Gleichung : 

^a^e^'^r*^  (2*  (m*  —  m«)  -  €*r«2»  (m«  H-  m)  -4-  €*r*j  =  0 , 

mss  6 
in  welchem  Ausdrucke,  mit  («r)®,  (er)*,  (er)*,  . ,  (er)**"  . .  bez. 
die  Grössen  roultiplicirt  sind:  . 

. .,  aTO2*(OT*  —  m«)  +.  o^^4  2*m(m  +  4)  +  a^^,,  . . 

Diese  sind  gleich  Null  zu  setzen  und  liefern  eine  Recursions^ 
forme!  für  a^.  Da  aber  die  beiden  ersten  Gleichungen  von 
selbst  erfüllt  sind,  so  enthalt  die  Reihe  zw^  willkürliche  Con- 
stanten Gq  und  a^,  und  es  ^iebt  also  in  der  That  zwei  im  Punkte 
Null  reguläre  Integrale  der  Differentialgleichung  [4 ) .  Um  die 
Integration  wirklich  auszuführen,  bemerken  wir,  dass  die  Glei- 
chung erfüllt  ist,  wenn 

d  Ig  r*  d  lg  r 

ist.    Bezeichnen  wir  die  im  Punkte  Null  nicht  singulare  U^sung 
dieser  Differentialgleichung  mit  f^  (er),  so  haben  wir 
m  SB  OD  .      « 


r.  H  =  2  ¥ 


fdcm  fac  I»  -h  1 
m=e  0 

als  das  eine  particuläre  Integral  von  (4).    Diese  Gleichung  wird 
aber  auch  befriedigt,  wenn 

tÄ  -»-  «TT «*^*^  =  «'^Vi  M 

d  Ig  r*  d  lg  r  '  i  v     / 

gesetzt  wird.    Integrirt  man  diese  Differentialgleichung  durch 
eine  Reihe  von  der  Form 

«0  -•■  o^e*r*  -H  a^e*r^  -I-  •  •  -f-  a,„€*"*r'"»  +•  •  •  , 
50  ergiebt  sich 

t»  V  /  m  - 1         j«*»  facm  —  i  fuc  m  ' 
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welche  Reoursionsformel  durch  den  Ausdruck 
i 

«m  —  aa«/iiem  facm 

befriedigt  wird,  so  dass  wir  als  rweites  Integral  der  Gleichung 

(4)  die  Function  erhalten: 

m  ^  CO 

UV^n         ^    1*'»' fac  m  fac  m  ^ 

Wl  =s  0 

und  es  sind  die  im  Punkte  Null  regulären  Integrale  in  der  Form 

enthalten 

•        ■•  ^/;  (er)  +  B/;  (er) . 

Es  wird  also  unsere  Differentialgleichung  viertel^  Ordnung 
durch  Functionen  integrirt,  welche  für  sich  je  einer  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  Genüge  leisten,  durch  BessePso^he 
Functionen«  Wir  entwickeln  einige  Eigenschaften  dieser  Funo« 
tionen. 

Die  Reihen  f^  (er) ,  f^  («r)  oder  allgemeiner  die  Reihen 

fd  {^)  ^  2^    ^^'^  facm  facm -^d  ' 
m«  0 

worin  ä  nur  keine  ganze  negative  Zahl  sein  daK,  hier  aber  nur 
als  eine  ganze  positive  Zahl  auftritt,  sind  überall  convergent, 
die  durch  sie  dargestellten  Functionen  sind  also  ganze  trans- 
cendente.  Ihre  sämmtlichen  Terme  sind  positiv,  wenn  r  bez.  er 
reell  ist,  diese  Functionen  wachsen  daher,  wenn  r  von  0  bis 
oo  zu-,  oder  von  0  bis  »oo  abnimmt^  fortwährend  von  i  bisoo 
und  nehmen  den  Werth  0  nicht  an.  Der  Quotient  f^  (r)  :  f^  [r) 
wächst  ebenfalls  fortwährend,  weil,  vom  dritten  ab,  jeder  ein- 
zelne Term  des  Zählers  schneller  zunimmt  als  der  entsprechende 
des  Nenners,  mithin  wächst  auch  der  Ausdruck  /*a(r)Af^— /'^[rjif^j 
wenn  M^,  Jf^  positive  Constanten  sind,  mit  wachsendem  r  fort- 
während, hat  seinen  kleinsten  Werth  für  r^O,  und  kann  sein 
Zeichen,  wenn  überhaupt,  nur  einmal  wechseln.  Speciell  der 
Ausdruck 

K{r)=rA'')fi{k)  -/;(r) /•,(*), 

für  welchen- Wir  das  Zeichen  K{r)  auch  ferner  gebrauchen  wollen, 
ist  für  r=  0  negativ,  gleich  —{k*f^{k)  und  bleibt  fortwäh^ 
rend  wachsend  negativ,  bis  er  für  r^k  Null  wird.  Ebenso  ist 
der  Ausdruck 
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eine  mit  zunehmendem  er  fortwährend  wachsende  und  daher 
ihr  Zeichen  nur  einmal  wechselnde  Function,  weil  offenbar  von 
den  Reihen 


facm- 


^  ^i^('H^i)  facm  facm  -¥  i  ^  ^^  «*("•  +  ») /ac  m  +  4 

die  erste  rascher  wächst  als  die  zweite. 

Aus  dem  blossen  Anblick  der  f^^  f^  definirenden  Reihen 
erschliesst  man  die  Formeln : 


(3) 


digr  2    iw-it        dig^i 


dlgr 


4^7^'  =  «VY.  [er)  +  4  7.  .>r)  -  f,{,r,] 


Setzt  man 
so  folgt : 

(3») 


t  =  Ar,{er)  +  Bf,{er), 


dt 


-^  +  it^  iA[\e*r*rAer)  +  f,{er)]  +  2Ä/;(er), 


r'r 


dT 


2i-=i2eM/;(er) 


Ulgr 
Differenzirt  man 

Pier)  =  /;»(«r)  -  {e*r*r^*  (er)  =  (/;  +  ^cr/-,)  {f,  -  ^erf^) 
nach  lg  r,  so  erhält  man 

und  mithin  ist  r 

(4)      P[Br)  =  /;*  -  l€»rY,*  =  1  -f-  ife'r*f,'[er)d\g  r 

0 

eine  Grösse,  welche  für  reelle  r  stets  positiv  ist.  Da  dieser  Aus- 
druck öfter  vorkommen  wird,  so  wird  P[er)  als  abkürzende 
Rezeichnung  auch  fernerhin  eingeführt. 

Durch  Ausführung  der  Differentiation  erhält  man  ferner 

(i[jtVV,«(cr)  -  r^VBr)  -t-  U[tr)r,[Br)]  _   .  d/ö(er) 

dIgr  ~  '*^^'^    dIgr    ' 

und  mithin  ist 
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r 

0 

für  reelle  er  positiv. 

Es  ist  für  die  folgenden  Untersuchungen  sehr  wichtig  zu 
wissen,  wie  sich  /),(r),  f^  (r)  ftlr  sehr  grosse  r  verhallen.  Hierzu 
dient  die  Darstellung  dieser  Functionen  durch  bestimmte  In- 
tegrale, man  gelangt  zu  derselben  mittels  der  Gleichung 

^  ,  fac  frt  +  <f 

aus  welcher  folgt : 


4*  "'  /(IC  m  /oc  cf  +  m  /ac  2  m  fac  6  •¥  m 

CT 
/■flC  i  Ml 


ynfactf^iJ  facti 

0 


Vnfacd-iJ  factm  ' 

0 

und  also : 

f  n  s:  00       

(5)         f,  [r)  .  }/7c  fac  (.J  -  i  -  2'l^^A^ 

m  =  0 

0  '  0 

Hierfür  schreiben  wir: 

^^  '"^  =  Vnfac^-J'i'''^  (<  -  ^')*"*  da  +  Rg. 
0 

bemerkend,  dass  i?^  für  ein  wachsendes  r  verschwindet.  So- 
dann wenden  wir  auf  das  stehengebliebene  Integral  die  Sub- 
stitution an  ra  :=  r  -^  a'  und  erhallen  so  (mit  Unterdrückung 
des  Striches  an  a)  : 


Ueber  eine  einfache  Aufgabe  aus  der  Theorie  d.  Elasticität.  405 

Aus  dieser  Darstellung  schliesst  man  auf  die  Gleichung: 

(6)  lim  /  -^-^e-''  f,)  [r    =  2^  :  Y^Tc  . 
r  SS  x> 

Setzen  wir: 

(<-f/"'-,-7('-.^r''-('-^r"'. 

so  eriialten  wir  etwas  genauer: 

worin  R^  und  Ä'^  mit  wachsendem  r  verschwinden.  Gehen  wir 
mit  diesen  Werlhen  in  den  Ausdruck  P(0=/i*(0  —  l^Yi^M 
ein,  so  finden  wir,  dass 

(7)  P{r)  -  1  +  -l/r»  A«  (r)  c/  lg  r  =  '"['J;^'- 

'o 
ist,  worin  R"  mit  wachsendem  R  gegen  Null  convergirt.  P(?') 
wächst  daher  wie  fQf^,  jedoch  rascher  als  f^  f^  gegen  unendlich. 
Dies  etwa  sind  die  Eigenschaften  Besserschev  Functionen, 
deren  wir  nachher  bedtlrfen.  Wir  wollen  jedoch  nebenbei  noch 
bemerken,  dass  das  Quadrat  zweier  Besserschen  Functionen 
eine  hypergeometrische  Reihe  dritter  Ordnung  ist,  und  also 
einer  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  Genüge  leistet.  Man 
hat  nämlich: 

/*>*  (^V^)  =  "V  l"»  "V ^' 

Jö    \    V  ^J.      ^  t    ^   fac  m'  fac  m'  +  d'  fac  m  -  m'  fac  m  -  w'  +  rf 

^_L-  VT        r 

fac  d  ^/  fac  m  facm  •¥  cf 

im) 

^^  —  m'     —  m'  +  1  —  m'  +  w?  —  1      —  m'  —  tl  —  m'  —  J^  +  m  —  I 

.  ^  ___  .         ^         .  .  .  _  .  _____  .  .  .  J^i^' 

im') 


facd'^ 


C'"F'^fn\  -  m'-  cf,  (Th-  t,  4 


/iic  c>'  ^^  /*ac"  m  /ac  w»  ■♦-  d" 

(m) 

und  also  (Gawss'  Werke  Bd.  111.  pag.  U7^ ; 
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[m] 


-^7. 


4«*  ^«'  .  ^  .  I 


fac  m  facm  -^  d  fac  m  h-  2  tf 

(m) 

Zuletzt  mögen  noch  zwei  trigonometrische  Reihen  hier  Platz 
finden,  von  denen  wir  im  Laufe  unserer  Untersuchungen  Ge- 
brauch machen  werden  und  weiche  den  neben  ihnen  stehenden 
Functionen  so  lange  gleich  sind,  als  z  zwischen  0  und  /  liegt. 
Es  sind  die  Reihen 

m=  oo 


-  i/  =-  -  -ä-  ^  ..^.  .   .^  cos 
m  s  0 


71-    -Ä^    (2w  +  1;«^^^  / 


—    ^    sm  -  ^ 


s«-2/-  -ii-    V— -i— 
5         2^-  n^   ^    (2m +  4)» 


m  =  0 


Art.  IL   Sie  Differentialgleichungen  der  Elasticitat 
und  die  Grenzbedingangen. 

Das  Problem,  um  welches  es  sich  handelt,  ist  in  der  Ein- 
leitung aufgestellt,  wir  müssen  uns  noch  ttber  die  Rezeichnung 
einigen.  Die  Achse  des  homogenen  elastischen  Gylinders  sei  die 
J5-Achse  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  und  die  xy- 
Ebene  sei  die  untere  horizontale  Grundfläche  desselben,  wäh- 
rend die  obere  Grenzebene  durch  die  Gleichung  z  =  l  bestimmt 
ist,  so  dass  l  die  Länge  des  Gylinders  bedeutet.  Die  Verschie- 
bungen seien  in  üblicher  Rezeichnung  u,  v,  w,  und  es  werde 


M  =  a;5 ,     V  =  ys,     r  =  yxx  •+-  yy 

gesetzt,  sodass  rs  die  Verschiebung  in  der  Richtung  des  Fahr- 
strahls r  ist,  welcher  den  verschobenen  Punkt  mit  der  J8-Achse 
verbindet,  und  daher  die  radiale  Verschiebung  genannt  w^erden 
kann,  während  s  das  radiale  Verschiebungsmass  heissen  mag. 
Es  sind  dann  bei  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  s  und  w 
Functionen  von  r  und  z.  Der  Winkel  *,  den  r  mit  x  einscbliesst, 
wird  beinahe  gar  nicht  vorkommen.  Der  Radius  des  Gylinders 
sei  k. 
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Wir  transformiren  die  bekannten  Gleichungen  für  das 
Gleichgewicht  elastischer  homogener  Körper,  auf  deren  Inneres 
nur  die  Schwere  wirkt,  wahrend  q  die  Dichte  bedeutet,  —  die 
DilTerentialgleichungen 

vJti  +  (A  -I-  1')  j^  =  0  ,     vJi'  H-  {^.  +  »';  5—  ~  0  , 

.  M  \  ^^  r\  hu         äv         bw 

vJxc^  (i  +  ^)  ^-  =  W.     ®  =  5?  •*-  5^  •*-  57» 

dadurch,  dass  wir  9*,  &^  z  als  unabhängige  Coordinaten  ein- 
fuhren.   So  ist 

dtt x^  hs         ör  xy    bs  bw  x   bw 

5ic                  Tdr'      5x  r    ^  *  5j""r57' 

du  xy   bs         bv  V^    bs  bw y   bw 

5y          r^^'      5^""  r^'  by          r    57  ' 

^         rk               bs         bw  r^      ,  bs           bw 

0  =  2  «  +  »• -5;  +  57  =  2  *  +  JT^  +  57 ' 


Ju 

: 

/8     bs 

)  bs        ir' 

■  S7  ■*•  75 

a»5 

b^s\ 
bz^l  ' 

d»u 

7J 

57 

+ 

0*5 

5i^  ' 

he 

= 

X  (s  -h  ü 

=  !/(« 

+  «•;, 

w 

= 

i       b^w, 
r*  dl  d Ig  r 

,    s  = 

3  d$ 

■  075  = 

4 

7^ 

('■ 

Ö5 

r-^ 

b^s 

d(9 

S7 

= 

«s*- 

d»*              bhv 
btbWr   •    da* 

Mit  Anwendung  der  eben  eingeführten  Abkürzungen  liefern  die 
beiden  ersten  Elasticitätsgleichungen  die  eine  neue: 

(9)  (iHr  2y)?+r^  +  (l  +  r)?r  =  0, 

wogegen  die  dritte  zu  der  Gleichung  führt: 

l'O'  7^dli;3+(A  +  2''lö?--»-(^  +  ''M*dT  +  5^Tli7)  =  W- 
Differenziren  wir  (10)  nach  z  und  lg?',  so  folgt  noch: 

(^^^  "51^»  +  2vj-^  +  {).  +  iv)  r'jß+ß  +  v]rn  =  0. 

Eliminirt  man  w;  zwischen  (9)  und  (10*),  so  erhält  man  für  5 
eine  Differentialgleichung,  welche  die  bemerkenswerthe  Eigen- 
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Schaft  hat,  von  den  Elasticitätscoefficienten  Ä  und  v  frei  zu  sein, 
nämlich  die  Gleichung : 

Um  die  Bedingungen  für  die  Oberfläche  zu  erhallen,  wollen 
wir  für  den  Augenblick  mit  a,  /?,  y  die  Cosinus  der  Winkel 
bezeichnen,  welche  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  bez.  mit 
der  oc,  y,  5-Achse  bildet.  Dann  sind  die  Bedingungen  im  All- 
gemeinen 

Hier  sind  S  und  H  überall  gleich  Null,  für  die  Mantelfläche  ist 
Z  ebenfalls  gleich  Null.    Für  3  =  0,  z  =  /  ist  bez. 

Do  =  -  Z,      Di=  --  Z 

der  noch  unbekannte  Druck,  welchen  die  Unterlage  bez.  die 
aufgelegte  Ebene  auszuhallen  haben,  und  diese  Druckkräfte 
sind  Functionen  von  r.  —  Für  die  Mantelfläche  ist 

a=-a;:r,     /^  =  —  y  :  r,     y  =  0,     r  =,k, 

und  wir  erhalten  für  dieselbe  aus  den  allgemeinen  Bedingungen 
die  beiden  Gleichungen : 

(^ä")  It*  51^  +  55  =  «- 

Für  5  =  0,  wo  «  =  0,  /?  =  0,  y  =  4  ist,  erhalten  wir: 

(13)  10  =  0,       J-i  =  0, 

Während  der  Druck  auf  die  Unterlage 

(13^)    Z).  =  A0  +  2.^  =  a(2,  +  j|^)-h(A  +  2.)^' 

ist.    Für  j3  =  /,  wo  a  =  0,  /^  =  0,  y  =  —  4  ist,  folgt : 
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und  der  Druck  auf  diese  Ebene  ist 

Art.  III.   Aufsuchung  particalärer  Integrale. 
Wir  wollen,  unser  Problem  in  zwei  zerlegend^ 

S  =  Sq  -i-  s'j        W  SS  Wq  -h  tv' 

setzen,  und  annehmen,  dass  s^,  w^  die  Gleichungen  (9)  und 
(10)  befriedigen,  während  s\  w'  dieselben  Gleichungen  befrie- 
digen, wenn  in  (10)  Null  an  Slelle  von  gg  gesetzt  wird.  Es 
genügen  dann  s,  w  offenbar  ebenfalls  den  Gleichungen  (9)  und 
(10),  während  s^,  w^  sowohl  als  auch  s',  w'  den  Gleichungen 
.9)  und  (10*)  Genüge  leisten. 

Für  ^0,  Wq  können  wir  die  Functionen  wählen : 

Führen  wir  diese  Werthe  in  (9)  ein,  so  folgt: 

und  (10)  liefert: 

-  ^pzC,  +  2(A  +  2i/)C"=  Qg. 

Soll  diese  Gleichung  für  jedes  z  zwischen  0  und  l  erfüllt 
sein,  so  muss  C,,,  also  auch  C^'  verschwinden,  und  wir  erhalten 
daher,  wenn  wir  noch  C  durch  C-  l  ersetzen,  was  für  später 
bequem  ist,  für  s^,  w^  die  Functionen: 

Was  die  Oberflächenbedingungen  anbetrifft,  so  werden  die 
für  j3  =  0  und  js  =  /,  also  (13)  und  (14),  durch  s^,  w^  von  selbst 
erfüllt,  ebenso  wird  die  zweite  Mantelflächenbedingung  (12^) 
von  selbst  befriedigt.  Die  erste  aber  kann  nicht  für  jedes  z 
befriedigt  werden,  wenn  man  auch  über  C  und  C  verfügen 
wollte.  Bezeichnen  wir  die  Zugkraft,  welche  an  der  Mantel- 
fläche normal  zu  ihr  angebracht  werden  müsste,  damit  das 
Gleichgewicht  hergestellt  würde,  mit  (ä  —  ^  /)  11^  4-  /!',  so  er- 
halten wir  die  Beziehung 

(16)  2 aß  +  21^) A  +  "^lll^'^  ^cx  =  (z^ ^i]  n,  -f- n\ 
^o=r^»   n'=2C';AH-2^)A-cA. 
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Der  Druck,  den  unter  Annahme  der  Verschiebungen  s^j  w^ 
die  Unterlage  bez.  die  aufgelegte  Ebene  auszuhallen  hat,  ist 

und  es  ist  dieser  Druck  in  allen  Punkten  einer  Endflücbe  der 
nämliche,  so  dass  man  den  Gesammtdruck  auf  eine  derselben 
erhält,  wenn  man  den  in  jedem  Element  auf  die  Einheit  der 
Fläche  bezogenen  eben  gefundenen  Druck  mit  7tk*  multiplicirt. 
Um  aber  Ausdrüche  für  s',  w'  zu  erhalten ,  suchen  wir 
particuläre  Integrale  von  (9)  und (10),  wenn  dort  qq  durch  Null 
ersetzt  wird,  und  zwar  suchen  wir  solche  Ausdrücke  in  der 
Form 

.     Sn  =  ^nC0Sf„z  ,  t^sinenS  , 

worin  €„  eine  Constante  ist,  und  t^  und  //  nur  von  r  abhängen 
sollen.  Wir  beschränken  uns  jedoch  auf  die  erste  Form,  weil 
sie  für  unsere  Zwecke  genügt.  Führen  wir  s^  =  /„cos£„s  in 
(11)  ein,  von  der  im  Art.  1  eingeführten  Abkürisung 

^«  "^  7^  (dJgT^  "*"  *  dlf?)  ■"  *«*  ''*' 
Gebrauch  machend,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichungen 

welche  mit  (1)  und  (1*)  übereinstimmen.  Ist  diese  Gleichung  in- 
tegrirt,  so  ergiebt  sich  die  particuläre  Lösung 

Die  Grösse  tn ,  aus  vier  particulären  Integralen  zusammen- 
gesetzt, enthält  im  Grunde  vier  willkürliche  Constanten,  die 
man  auch  alle  brauchen  würde,  wenn  man  einen  Hohlcylinder 
untersuchen  wollte.  Wenn  wir  uns  aber  auf  einen  vollen  Cy- 
linder  beschränken,  so  ergiebt  sich  daraus,  dass  rs  und  w  für 
r  =  0  bez.  verschwinden  und  endlich  bleiben  müssen,  dass 
die  im  Punkte  Null  singulären  Lösungen  der  Differentialglei- 
chung (1)  oder  (18)  fortfallen  müssen,  und  es  ist  daher 

(20)  t.n  =  AJ,{e^r)-^BJ,{e^r] 


'U 
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zu  setzen,  worin  i4„,  B^^  Constanten  sind.  —  Aus  dem  Aus- 
drucke für  Wn  kann  man  noch  mittelst  [18]  das  Integralzeichen 
entfernen.    Es  folgt  daraus 

was  für  ii\  die  neue  Form  ergiebt 

Hierin  muss  eigentlich  in  der  Klammer  noch  eine  Integrations- 
constante  etwa  C„'  hinzugefügt  werden,  die  aber  weggelassen 
ist,  weil  sie,  wie  sogleich  nachgewiesen  wird,  verschwindet. 
Es  müssen  nämlich  s^,  w^  die  Gleichungen  (9j  und  (10)  be- 
friedigen, wenn  darin  qq  durch  Null  ersetzt  wird,  während  bei 
der  Herleitung  (9)  und  (10*)  benutzt  wurden.  Wir  bilden  zu- 
nächst denfAusdruck 

~73  *  dlgr»  ^ 

oder,  wenn  man  mittels  (18)  den  dritten  Differenlialquotienten 
fortschafft, 

r*    digr»  c«      L  »    \dlg>-       ^W         A  +  r  Ulgr^*^«/J    ' 

und  setzen  dies  in  (10)  ein  (Null  für  qq  darin  gesetzt),  wodurch 
wir  zu  der  Gleichung  gelangen 

j    _    dt„         iX-^y)C„'   ^    di„    ^         {X  4-  y)  C,/ 
*»         dlgr        j/iA  +  ii'j         dlgr  »'(X-i-i*'; 

Es  muss  also  C„'  =  0  sein,  w.  z.  b.  w. 

Die  Grössen  s„,  m'„  genügen  den  Grenzbedingungen  (13) 
und  (14),  wenn  e^  =  nn :  l  gesetzt  wird,  denn  dann  sind  für 
Ä  =5  0   und   J5  =  /  die  Grössen  w'„  und  b5„ :  hz  gleich  Null. 
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Die  Gleichung  (12^)  aber  liefert  für  die  in  t^  enthaltenen  Con- 
stanten An,  B^  die  Gleichung 

(21)  (A4-2i/)r^+2(A  +  r)e„*/„  =  0  , 

oder 

(21 »)      A„  [{l  +  ip)  /•.  iej)  +  i{l  +  v)f,  (€„  k)] 

+  5„2;A  +  ,')/',(e„Ä)  =  0  , 

welche  Gleichung  wir  dadurch  erfüllen,  dass  wir 

A,  =  C„2(A +  ,.)/•.  M)  , 
^'^-^      5„  -  -  C„ :  (i  +  2v',  /•,  (f„ /.)  +  2  (A  +  v)  /;  (e„  k)] 

setzen.  Die  Bedingung  (12*)  wird  durch  die  Grössen  5„,  tc„ 
?n'cAt  befriedigt,  sondern  man  muss,  um  das  Gleichgewicht  her- 
zustellen, an  dem  Mantel  eine  normale  Zugkraft  anbringen,  die 
wir  mit  JT„cos€^5  bezeichnen  wollen.  Alsdann  bestimmt  sich 
/T„  aus  der  Bedingung 

(23)       ir  (^.  ^  k)  -  J^  (i^,  +  2-„)  =  n,  ■ 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  linke  Seite  durch  Difle- 
rentiation  nach  lg;-  und  Division  mit  vr^  in  die  linke  Seile 
von  (21)  übergeht,  wenn  man  nach  jenen  Operationen  noch  fr 
für  r  setzt.  Stellen  wir  noch  /^  und  t^  durch  BesseCsche  Functio- 
nen dar,  so  erhalten  wir  in  der  im  Art.  I  eingeführten  Bezeich- 
nungsweise 

(23^)     n^  =  ivA^  (i  £,V;V;(e/)  +  i^/;(^H A))  +  ^vBMe„k) 

-  81/  [k  +  r)  C„  [ienU'Y,*  [ej^,  -  A  (en^')] 
=  -Sp[l^v]C„P[enk)   , 
woraus  folgt 

|C.-  -n,:frli.-t-p)P{t„k)  , 

Das  Verschiebungsmass 

hat  für  z  =  z   und  ?-  s=  0  bez.  r  =  ä  die  beiden  Werlhe 


(25) 
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/7„ COS -p(A+ 2,^)^2 >„Ä) 

Diese  beiden  Grössen  haben  das  Zeichen  von  IT^  cos  (n/rjs' :  /) 
und  mithin  findet  die  Verschiebung  rs^  in  der  Ebene  z  =  z' 
überall  in  derselben  Richtung  statt. 

Der  Druck,  welcher  bei  den  Verschiebungen  5„,  w^  auf 
die  Endflächen  ausgeübt  wird,  />o,nj  ^/»n>  'St 

Für  r  =  0  und  r  =  /i  giebt  dies 

i>.,„('-  =  0)  =  8^(A  +  ^)  :/-,(£„A)  -/;(e„A-)  CJ 

/)„,„(,-  =  Ä)  =  ipC„  [i  {l  +  r]f, .  (|€„UV,  +1^/-.)  - 

-/•„  ((A  +  a,-)/-.  +  2  (A +  ,/)/•.)] 

=  8,.(A+v)c,.(/;/;-p) 

=  -  JI«  [/;(£«/•) A  (««*-)  -  P(e„Ä)]  :  P{e^k). 

Der  Druck  ist  für  r  =  0  positiv,  wenn  1T„  positiv  ist,  und 
nimmt  ab,  wenn  r  zunimmt,  für  r  =  A*  ist  er  (vergl.  4»)  nega- 
tiv, derselbe  wechselt  daher  und  zwar  fortwährend  abnehmend 
sein  Zeichen. 

Der  Gesammtdruck  auf  die  Unterlage  ist  bei  Annahme  der 
Verschiebungen  ^„,  w^  Null,  es  ist  nämlich 
in    k  k 

f  fD,,nrdrd^^^TvJ>D,,^d\gr 

0      0  0 

k  k 
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/»»^'^ 
Die  Gleichung  r<^\  ^;^/'^"*"^)  ^n  für  r  =  t  ist. 

stttnten  A^  ^  ,^  ^/.^/^o»  ^o  führen,  wenn  darin 

^.v  ///    ^//j^,;^/^"]^ brächte  keinen  Nutzen,  wollte 

^  ^^.;/*';,^';;^///'''^'^^^  von  denen  der 

^  ^7/^\^lJ/^^^^^  **  =  ^  entstünde,  der 

(21*)  »^;^;^>*>^*|y/''^'/,e/riedigle.    Es  wird  deshalb  im  Fol- 

p'^lr/^   iirit^^^  gefundene  Werlhsystem  bedeuten, 

V  ^'"^'^\'  ^^''  f^hlosse  Specialisirung  aus  ä„.  ir,>  gefunden 

/''"'/üf/^^'^^^Wen  deshalb  für  n  künftig  nur  die  ganzen 

.  /  ^^  *     «  .'•  ZU  setzen  sein. 

/.^/^^ 

Art.  IV.  Lösung  des  Problems. 

^,iten  wir 

„^  werde  unter  :S  F{n)  die  Summe  F(1)  +  F(2)  4-  F(3) . . .  ver- 
tnden)  und  werden  für  s^^  w^;  s„,  m?„  die  im  vorigen  Ar- 
ite/  gefundenen  Ausdrücke   genommen,    so  befriedigen   wir 
(furch  die  Grössen  s,  w  die  Differentialgleichungen  (9)  und  (10) 
und  die  Oberflijichenbedingungen  (12^),   (13)  und  (U).    Damit 
Gleichgewicht  bestehe,  muss  noch  am  Mantel  eine  normale  Zug- 
kraft U  angebracht  werden,  welche  den  Werth  hat 

/I  =  IT'  4-  (3  -  i/)7I,  -h  ^  JI^cos^ 

=  2C';.(A  +  2^)  -  CA  +  ^^^^4.  :jit„cos^  . 

Soll  das  Gleichgewicht  für  JI »  0  bestehen,  wie  unser  Problem 
fordert,  so  muss  der  für  IT  gefundene  Ausdruck  für  alle  z  zwi- 
schen 0  und  /  verschwinden.  Um  aus  diesem  Umstände  Glei- 
chungen für  die  iT„  zu  erhalten,  ersetzen  wir  nach  Fourier 
Ä— ^/  durch  die  am  Ende  des  Art.  I  schon  aufgestellte  Co- 
siuusreihe,  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung . 

0  =  2C'A(;w4-2^)  -  a    • 

+  2n,„cos-j-  +  2 (J7,„^. -  „,^;^^,,f,„^^..)  cos j , 

so  dass  also 

(  iC'il  +  iv)-  C-^0  , 


'«w 


'iw-n  ;i«(«n  +  4;*;A  +  2r; 


Wn 
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seiD  muss.    Hiernach  ergiebt  sich  a]s  vollstündige  Lösung  des 
Problems 

'M  i  /'     'M  '  /  "*"2{A  +  »'/*\  i  / 

Aus  den  unter  (6)  und  (7)  Art.  1  gefundenen  Verhältnissen 
des  Anwachsens  der  Functionen  f^^  /\,  P  für  ein  wachsendes 
Argument y  also  auch  für  den  Fall,  dass  in  (2n  +  i]7rr :  /  die 
Zahl  n  grösser  und  grösser  wird,  folgt,  so  lange  r  </:  ist^  also 
für  das  ganze  Innere  des  untersuchten  Körpers,  dass  die  Reihen 
5  und  w  sammt  ihren  sämmtlichen  Diffentialquotienten  nach  z 
und  r  unbedingt  convergent  sind.  An  der  Oberfläche  sind 
aber  wenigstens  diejenigen  Difierentialquotienten  convergente 
Reihen,  welche  in  den  Oberflächenbedingungen  vorkommen,  so 
dass  wir  überall  nur  erlaubte  Operationen  vorgenommen  haben. 

Der  Druck,  den  die  untere  Grenzfläche  auszuhalten  hat,  ist 


_  (an-M;«7i^  f. 4^  /(2n-M)7rr\  -  (2n+_l)^\ 

4?         Y^  / 0  \         i         )  /  *  i         ]  - 

,  ^  /'in  +  i;  7ir\  ^  ftn  +  T  7r*\  j 


(2n-H;';i»r^^  /(in-f- 4)yrr\  ^  p»4-4)ffM  _^  /(2n+JJ7rr\  -  / (2n+ 1  )_7rÄc\ 
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Der  Druck,  den  die  oben  aufgelegte  Ebene  auszuhallen  hat,  ist 

(28«)     D,  =  /),,„  +  :?/),,  ,uii  ='»<,.+  ^D, ,  ,„^,  = 

^2n+4;'Pl j 1 

Der  Gesammtdruck  auf  die  Unterlage  bez.  aufgelegte  Ebene  ist 

.  (29)  -  8^  {l  +  ^)  Ä*  TT C  - 1  Qglk^  jt  ; 

Ist  der  Gesammtdruck  auf  die  obere  Ebene  Null,  so  ist  der  auf 
die  Unterlage  dem  Gewichte  des  Cylinders  gleich.  Der  Druck 
auf  die  Unterlage  ist  nach  (28)  in  jedem  Punkte  ein  völlig  be- 
stimmter. Wäre  der  Körper  nicht  elastisch,  sondern  starr,  so 
würde  die  analytische  Mechanik  über  diesen  Punkt  keinen  Auf- 
schluss  geben,  er  würde  unbestimmt  sein.  Für  r  =  0  und 
r  =  k  hat  der  Druck  die  Werthe 


\  l         /  ^'  l  ^'  \         l         / 


J^ogf^ 


Je 


P 

Die  letzte  Summe  hat  einen  negativen  Werth(vergl.  (25)  Art.  111). 
Damit  aber  der  Druck  überall  einen  negativen  Werlh  habe,  wie 
es  für  die  experimentelle  Behandlung  des  Problems  nöthig  ist, 
muss 

sein,  was  immer  möglich  ist,  weil  man  den  Gesammtdruck  be- 
liebig gross  machen  kann.  Soll  aber  zugleich  auch  der  Druck 
auf  die  obenauf  gelegte  Ebene  ebenfalls  des  Experimentes  we- 
gen überall  positiv  sein,  so  muss 
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, /;än  +  1)7rÄ\         [[in  +  1)^-\     [{in  •¥  4 ) nk\ 
(A  +  Si/ji-Ä'  /;2H-H);rfcv 

sein,  was  ebenfalls  möglicli  ist.  —  In  der  Grenzfläche  z  =  0 
hat  das  radicale  Verschiebungsmass  den^Weiih 

und  ist  poiitiv,  wenn  C  positiv  ist,  für  ä  =  /  aber  hat  es  den 
Werth 

Diese  Verschiebung  kann,  wenn  C  nicht  zu  gross  ist,  negativ 
«ein,  und  kann  an  einer  bestimmten  Stelle  ihr  Zeichen  wech- 
seln. Die  Summe  dieser  Grössen  in  entsprechenden  Punkten 
der  oberen  und  unteren  Grenzfläche  ist  constant.  In  der  Ebene 
js  =  ^/  ist  s  =  C,  es  ist  also  dort  das  Verschiebungsmass  un- 
abhängig von  der  Entfernung  von  der  Achse.    In  ihr  ist  auch 

-T—  von  runabhängig  und  also  auch  ö  die  Dilatation.  Eine  Faser, 

welche  die  Entfernung  r'  von  der  Achse  hat,  und  ihr  parallel 
ist,  hat  nach  der  Deformation  die  Gleichung 

f  =  r's  =  r'C'A  +  -_^_s„cos^?^^±il^  , 

wenn  ^  die  Abscisse  und  z  die  Ordinate  ist.  An  der  Stelle 
z  =  ^l  hat  diese  Curve  einen  Wendepunkt,  weil  ö*^ :  Ö3*  dort 
verschwindet.  Setzt  man,  um  von  der  äusseren  Gestalt  eine 
Vorstellung  zu  erhalten ,  k  ftlr  r',  so  folgt  als  Gleichung  der 
Oberflächenmeridiancurve 

(30)      s  -  UC  +2  mTR.-^-       (,„^,.pp»-K^)^^| 

Wäre  A  8  0,  wäre  also  mit  dem  Zusammendrücken  keine 
seilliche  Ausdehnung  verbunden,  und  belrachten  wir  der  Ein- 
fachheit halber  nur  den  Fall,  in  welchem  der  Gesammldruck 
auf  die  obere  Fläche  Null  ist,  in  welchem  also  SvvC  =  ^qqI 
ist,  so  würde  sich  ergeben 
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Wenn  wir  aber  A  nicht  Null  setzen,  r  und  fc  aber  so  klein  anneh- 
men, dass  wir  die  zweiten  Potenzen  vernacblüssigen  dürfen,  so 
erhalten  wir  unter  derselben  Voraussetzung  über  den  Gesammt- 
druck  durch  Summation  der  trigonometrischen  Reihen 

o  —  IC  ,       ^99        <  -  ^^  _  ^99  '>'  -  g) 

•    ^"'*'^  ''^ 

-   8,,(X  +  rj  (^         ^^^^   ' 

wir  erhalten  also  das  vorige  Resultat  für  w  wieder,  nur  mit 
einem  anderen  Factor  versehen. 

Damit  haben  wir  das  gestellte  Problem  gelöst.  Auf  die 
Untersuchung  des  Elasticitätsellipsoids  einzugehen  unterlasse 
ich  wiegen  der  zu  umfangreichen  Formeln. 


SITZUNG  AM  7.  DECEMBER  1885. 

Wilibald  Seichardt,  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Gleichun- 
gen sechsten  Grades.    (Vorgelegt  von  F.  Klein.) 

Für  die  Anwendbarkeit  der  von  Herrn  Prof.  Klein  im 
15.  Bande  der  Math.  Annalen  mitgetheilten  Methode  zur  Lösung 
einer  allgemeinen  Gleichung  n^°  Grades 

Ä«  4-  a^A«-*  4-  •••  4-  a^-iÄ  4-  o^  =  0 
ist  ein  erstes  Erfordemiss  die  Kenntniss  von  Grössen  ^i, 
y%y  --"iH(A  (wobei  ^  möglichst  kiiein  ist],  die  sich  bei  allen 
Yertauschungen  oder  (falls  man  die  Quadratwurzel  aus  der 
Discriminante  adjungirt)  wenigstens  bei  den  geraden  Yer- 
tauschungen der  n  Wurzeln  k^^  k^,  ...  k^^  linear  mit  bekannten 
Coefficienten  substituiren. 

Im  Falle  n  »  5  z.  B.  ist  durch  die  Existenz  zweier  Grössen 
l/if  y%y  zu  denen  eine  Gruppe  linearer  Substitutionen  (die 
Gruppe  der  ISO  Ikosa<5dersubstitutionen)  gehört,  die  mit  den 
60  geraden  Yertauschungen  der  Wurzeln  A^,  A*,,  . . .  A^  isomorph 
ist,  ein  Weg  zur  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  5^*^  Grades 
indicirt. 

In  seinen  Seminarvortragen  im  Sommersemester  1 885  und 
auch  bei  anderer  Gelegenheit*)  hat  nun  Herr  Prof.  Klein  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  im  Falle  n  =»  6  die  homogenen  Goor- 
dinaten  w  :  x  :  y  :  z  eines  Knotens  der  zu  der  Gomplexschaar 

als  Singularitätenfläche  gehörigen  Kummer 'sehen  Fläche, 
vvenn  man  als  Goordinatentetraöder  eines  der  15  Fundamental- 
tetraSder  zu  Grunde  legt,  Grössen  ^4 :  y,  :  y, :  y^  der  gewollten 

^)  Vergl.  die  Fussnote  pag.  426  in  F.  Klein:   Vorlesungen  über  das 
Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  5^°  Grade. 
Xatb.-phya.  Classe  1885.  28 
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Art  sind^),  und  zwar  solche,  zu  denen  eine  Gruppe  gehört,  die 
mit  allen  720  Vertauschungen  der  k^  isomorph  ist.  Als  gleich- 
berechtigt mit  den  Coordinaten  w  :  x  :  y  :  z  eines  Knotens  in 
Bezug  auf  ein  erstes  Fundamantaltetraäder  erscheinen  doch 
nSimlich  einmal  die  Coordinaten  der  anderen  45  Doppelpunkte 
in  Bezug  auf  dasselbe  Fundamentaltetra^der,  dann  aber  auch  die 
Coordinaten  der  Knoten  in  Bezug  auf  die  anderen  Fundamental- 
tetraöder;  oder,  präciser  ausgedrückt :  w  :  x  :  y  ns  hängen  in 
der  Weise  irrational  von  den  k^  ab,  dass  mit  einem  ersten  Werth- 
Systeme  w  :  x  :  y  :  z  alle  übrigen  zu  denselben  Werthen  k^ 
gehörigen  Werthsysteme  durch  lineare  Relationen  verbunden 
sind,  welche  der  Ausdruck  der  folgenden  46  .720  Collineationen 
sind: 

\)  Der  16  .  360  Collineationen,  welche  je  der  Combination 
einer  geraden  Anzahl  von  Vorzeichenwechseln  der  Liniencoor- 
dinaten  x^  mit  einer  geraden  Vertauschung  der  x^  entsprechen. 

S)  Der  46  .  360  Collineationen,  die  je  durch  Combination 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Vorzeichenwechseln  der  x^  mit 
einer  ungeraden  Vertauschung  der  x^  entstehen. 

Zu  den.  homogenen  Coordinaten  w,  x,  y,  z  eines  Knotens 
in  Bezug  auf  ein  Fundamentaltetraöder  gehört  also  eine  Gruppe 
homogener  linearer  Substitutionen,  welche|  den  4  6  .  720  Um- 
setzungen 

3)  x/^±xj,    (I,  A  =  4,2,  ...6, 

entsprechen,  und  die  mit  den  720  Vertausch ungen  der  A*,- 
(meroödrisch)  isomorph  ist,  wie  es  verlangt  wurde. 

Zunächst  wird  nun  behauptet,  die  zugehörig*  quatemäre 
Gruppe  homogener  linearer  Substitutionen  bestehe  nicht  aus  Uos 
16.720^  sondern  aus  2  .16  .  720  Operationen,  Die  Möglichkeit 
hierzu  ist  dadurch  gegeben,  dass,  wenn 

eine  homogene  linear^  Substitution  von  to,  xc,  y,  z  ist,  die  einer 
bestimmten  Operation  3}  entspricht,  die  Substitution 

w'^--W,    x'=-X,     y'=-r,     ä'=-.Z 


*)  Es  sind  dies  dieselben  Grössen,  welche  Borchardt  als  Moduln 
in  die  Theorie  der  zum  Falle  p  ss  2  gehörigen  hyperelliptischen  Thetafunc- 
tionen  einführt  (Comptes  rendus,  t.  S8). 


Zur  Theorie  der  GLiicHUNGBif  sechsten  Grades.  421 

derselben  Operation  3)  zugehört,  weil  ja  ein  solcher  simultaner 
Zeichenwechsel  derPunktcoordinaten  auf  den  Werth  der  Linien- 
coordinaten  x^  keinen  Einfluss  hat. 

Zum  Beweise  unserer  Behauptung  genügt  es  offenbar  zU 
zeigen,  dass  der  Isomorphismus  der  Gruppe  4]  mit  der  ihr  ent- 
sprechenden Gruppe  quaterndrer  Substitutionen  hemiedrisch 
ist;  und  hierzu  wiederum  hat  man  sich  nur  zu  überzeugen, 
dass  die  Gruppe  quatemärer  Substitutionen,  die  einer  der 
beiden  Gruppen 

4)  x/=±a?,-, 

5)  X-  =  a?jt 

correspondirt  (wobei  immer  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Vor- 
zeichen wechseln  resp.  Vertauschungen  gemeint  ist],  aus  doppelt 
so  viel  Operationen  besteht,  wie  4)  resp.  5}.  Wie  zu  erwarten 
steht,  gestaltet  sich  der  auf  die  kleinere  Gruppe  4]  bezügliche 
Nachweis  einfacher  als  der  die  Gruppe  5)  betreffende.  In  der 
That  erkennt  man  leicht  die  Richtigkeit  des  folgenden  (diesen 
Theil  unserer  Behauptung  ausdrückenden)  Satzes: 

I.  Aus  den  52  sich  paarweise  nur  durch  das  Vorzeichen 
unterscheidenden  linearen  Substitutionen  von  w,  cc,  y,  z,  welche 
der  Gruppe  4)  entsprechen,  kann  man  keine  aus  16  Operationen 
bestehende  Gruppe  G  zusammensetzen,  die  mit  4)  holoedrisch  iso- 
morph wäre. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  macht  sich  natürlich  die  wirk- 
liche Berechnung  wenigstens  einiger  der  zu  untersuchenden 
linearen  Substitutionen  der  w,  x,  y,  z  nothw^endig.  Dies  ge- 
schieht unter  Benutzung  der  folgenden  Gleichungen,  die  den 
Zusammenhang  der  x^  mit  den  auf  ein  Fundamentaltetra^der 
bezüglichen  Liniencoordinaten  p^^  und  also  mit  den  Coordinaten 
Wy  a?,  y,  z  vermitteln  *) : 


5»^        K=Pit+Ps4  7  «^S==P|3-*-P4«»  ^5=P44-+-P«» 

'       W«=-»(Plt-Ps4),    ^4=-«fPlS-P4t)»     a'6=-«*(Pt4-Pl8)- 

Die  Auflösungen  dieser  Gleichungen  lauten  folgendermassen : 

^y,.        fP4«  =  iK-^«a?l)»       P43  =  i(^3-^»^4),       Pi 4  =  4(^5  +  ««a)  7 
lPs4=i(^l-»'«'l)»       P41  =  i(^3-^4)»       Pm  =  4K-2^6), 

*)  Vergl.  Rohn,  Math.  Annalen  Band  48. 

28* 
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Den  Operationen 

Xk=^  ^k  (*  =  3,  4,  5,6), 

der  Gruppe  4)  entsprechen  nach  diesen  Formeln  6)  die  quater 
nären  Substitutionen 


a^.'=x^.  (1  =  2,3,4,5) 


[S] 


=  2:  tiü 

=  ±  ix 
=  •+■  iz 


[T]  : 


X 


±  *^ 

±  tu; 
±  ix. 


Das  heisst  also :  Bildet  man  durch  Einführung  der  Werthe  \jo\ 
x',  y'j  %  statt  der  tu,  o?,  y,  ;s  aus  den  p^j^  die  Grössen  pU?  und 
drückt  man  diese  durch  die  x^  aus,  so  erhält  man  für  die  p» 
Ausdrücke,  die  aus  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  6*^) 
durch  die  Operationen  (S)  resp.  [T\  hervorgehen.   Nun  ist 

(s)*«i,     (r)«  =  i. 

Sollen  also  [S]  und  \T\  einer  Gruppe  G  der  verlangten  Art  an- 
gehören, so  muss  auch 

sein.  Die  beiden  hingeschriebenen  Substitutionen  \ß\  sowohl, 
wie  die  beiden  Substitutionen  [T]  führen  aber,  zweimal  hinter- 
einander angewendet,  tu,  o?,  y,  %  nicht  wieder  in  w^  a?,  y,  jj, 
sondern  in  —  tu,  —  ac,  —  y,  —  a  über ;  sie  können  also  nicht 
der  gesuchten  Gruppe  6  angehören.  Es  fragt  sich  nun  aber, 
oh  man  sie  nicht  durch  Zufügung  geeigneter  Proportionalitäts- 
factoren  so  modificiren  kann,  dass  sie  doch  einer  Gruppe  G  von 
der  verlangten  Beschaffenheit  angehören  dürfen.  Da  die  hinge- 
schriebenen Operationen  [S]  und  [7^  bei  zweimaliger  An  Wendung 
w,  X,  y,  j»  in  —  to,  — •  rr,  —  y,  —  js  überführen,  so  gewinnt  man 
die  allgemeinsten  Operationen  [S]  und  [T]  von  der  Periode  2 
durch  Zufügung  des  Proportionalitätsfactors  V — i  =  ±  i : 


[S] 


=  _(_<)l«z  U'={-<)»'a!. 
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Aber  auch   diese  Operationen    können   unmöglich   einer 
Gruppe  G  angehören.    Denn  es  ist  ja 

{S]{T)^(T){S); 

die  Operationen  [S]  [T]  und  [T]  [S]  dagegen  können  bei  keinen 
Werthen  von  fi  und  v  identisch  sein,  vielmehr  ist 


[S]  [T] 


[T]  [S]  : 


Nachdem  so-  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Isomor- 
phismus der  Gruppe  4)  mit  einer  ihr  entsprechenden  quaternären 
Gruppe  nothwendig  hemi^drisch  ist,  hat  zugleich,  wie  schon 
oben  gesagt  wurde,  die  Frage  nach  der  Art  des  Isomorphismus 
der  Gruppen  4)  und  3)  mit  den  ihnen  entsprechenden  quater- 
nären  Gruppen  ihre  Erledigung  gefunden  :  Aitch  dieser  Isomor- 
phismus ist  hemiedrisch;  die  den  senären  Gruppen  i)  resp.  3) 
entsprechenden  quatemären  Gruppen  bestehen  also  nothwendig 
aus  2.46 .  560  resp.  2. 16.720  Substitutionen,  mag  nun  der  Iso- 
morphismus der  Gruppe  5)  mit  der  ihr  entsprechenden  quatemären 
Gruppe  ebenfalls  nothwendig  hemiedrisch  sein  oder  nicht. 

Der  Entscheid  dieser  letzteren  Frage  ist  aber  an  sich  von 
Interesse,  weil  man  doch  schliesslich  vorziehen  wird,  statt  der 
homogenen  Coordinaten  ta,  x,  y,  z  eines  Knotens,  die  bei  den 
Yertauschungen  der  A\-  4  6  .  720  CoUineationen  erleiden,  solche 
Grössen  ^^,  y,,  y^,  y^  zu  benutzen,  zu  denen  eine  Gruppe  linearer 
Substitutionen  gehört,  die  mit  der  Gruppe  der  360  geraden 
Vertauschungen  der  Ä\.  womöglich  hemiödrisch  oder  gar  holoe- 
drisch isomorph  ist,  in  welch  letzterem  Falle  man  ja  sogar  die 
Grössen  y^  rational  bilden  könnte ').  Eben  dieser  Fall  tritt  nun 
aber  nicht  ein ;  es  gilt  vielmehr  der  folgende  Satz : 

II.  Es  ist  unmöglich,  eine  Gruppe  G  von  360  Substitutionen 
der  Wf  03,  y,  z  anzugeben,  die  der  Gruppe  der  360  geraden  Yer- 
tauschungen der  Xi  (der  Gruppe  5)^  entspräche  und  mit  ihr 
holof^drisch  isomorph  wäre. 

Um  dies  zu  beweisen,  fassen  wir  diejenigen  drei  unge- 
raden Yertauschungen  der  x^  ins  Auge,  die  aus  der  Identität 

*)  Vergl.  F.  Klei D,  1.  c. 
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{•/)  :    x^  x^  x^  x^  x^  x^ 
die  Permutationen 

\Aj         iXj    X^    oCj    X^   (Tg    X^ 

( Jjy  K     *^%  9  \  5     ^6 

^OJ  :    a?!  x^  x^  x^  Xj  (Cg 
machen,  und  setzen  aus  ihnen  die  folgenden  drei  geraden  Yer- 
tauschungen  zusammen 

\MiJ\)       •       *^%     ^^A      *^9     *^A     ^^K     ^^6 
iilL/)       l      *^%         A  4  3  5  6 

(J?C)    :    ap,  a?3  aq^  ir^  jt^  x^  . 
Wir  wollen  beachten,  dass 

so  dass  also  die  quaternären  Substitutionen 

[BA],     [AC\,      [BC]-, 
falls  sie  eitler  Gruppe  G  der  genannten  Art  angehörig  sein 
sollen,  ebenfalls  resp.  die  Perioden  3,  2,  3  haben  müssen.   Nun 
ergeben  sich  aber  nach  den  Gleichungen  6)  Substitutionen 

lw'=  ±  is 

^'=  HH  y 
y'=  ±x 

von  denen  jede,  zweimal  hintereinander  angewendet,  iv,  a?,  y,  z 
nicht  in  to,  cc,  y,.j5,  sondern  in  —  u?,  —  x,  —  y,  —5  überführt. 
Aus  den  780  sich  paarweise  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheidenden Substitutionen  der  w,  x,  y,  z,  wie  sie  sich  direct 
nach  den  Gleichungen  6]  ergeben,  lässt  sich  also  sicher  nicht 
eine  Gruppe  G  der  verlangten  Art  zusammensetzen.  Es  ist  nun 
aber  wieder  die  Frage,  ob  man  nicht  diese  Substitutionen  der 
Wy  Xj  y,  z  durch  Zufügang  geeigneter  Proportionalitätsfactoren 
so  modificiren  kann,  dass  sie  doch  eine  Gruppe  G  bilden.  Die 
allgemeinste  Operation  [AC]  von  der  Periode  %  gewinnt  man, 
indem  man  in  die  hingeschriebenen  Substitutionen  den  Propor- 
tionalitätsfactor  V— 1  =  ±  e  einfügt: 


[ACTr- 


[AC]  : 


X  =  +  iy 
y'  =  ±  ix 
a'  =  X  «.' . 
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Berechnet  man  weiterhin  nach  den  Relationen  6)  die  den 
Operationen  (BA)  und  [BC)  entsprechenden  quaternären  Sub- 
stitutionen [BA]  und  [BC]  und  versieht  diese  in  allgemeinster 
Weise  mit  Proportionalitätsfactoren  derart,  dass 

[BAy  =r  i ,        [BCy  =  4 
wird,  so  erhält  man: 

ihin 


[BA] 


w  = 


.  -J  (1  +  i)  [w  —  iz) 


Ihin 
3 


oj'  =  —  e    *    .  |(i  H-  i)  (a?  —  iy) 

^'^'^  *    (A  =  0,  <,  2) 

y 


e    "    .  1(1  H-  0  (x  -+-  iy) 


3 
3 


[BC] 


is'  =5  -+-  e    *»    .  ^  (1  H-  i*)  (i^  -H  e«) ; 

^   .i(i  -  0  («^  +  ^'«) 


ti;  ^  —  e 

e    »    .i(1  H- t)  (a?  H-ty) 

2itt;r 


X  = 


8 

2fe^7g 

3 


«/'=»  -  e    "    •  4(1  ■+-  »)  (a?  -  iy) 


i(1-0  (t^-'^) 


(*  =  0,1,2) 


J8  =  -+-  e 
Nun  ist  doch 

(i?i4)  {AC)  =  (i?C) . 

Soli  also  eine  Gruppe  G  der  [gewollten  Art  existiren ,  so  muss 
nothwendig'  auch  durch  Verbindung  einer  der  zulässigen  Sub- 
stitutionen [BA]  mit  einer  der  zulässigen  Substitutionen  [AC] 
eine  der  zulässigen  Substitutionen  [BC]  erhalten  werden  können. 
Nun  findet  sich  aber 

ihin 


[BA]  [AC] 


w^Zfle     » 


i  (1  4-  i)  {w  -+-  iz) 


3 


o?'  =  3:  e    "    •  1  (1  ^  0  (^  ■+■  *y) 

1^  (A=,  0,1,2) 


l  j3  =  H-  e 


2At7r 
"~3 


.  i  (1  -+-  i")  (u;  —  iz) 
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und  keine  dieser  Substitutionen  ist  mit  einer  zulässigen  Sub- 
stitution [BC]  identisch,  weil  man  doch  unmöglich  h,  k  und  das 
Vorzeichen  so  wählen  kann,  dass  beispielsweise  die  Werthe 
von  w'  gleich  werden,  dass  also 


+  e   8    .1(1+0  =  -«   «    .i(<  -0 
oder 


3(A  -  k]i7$ 
wird. 


e      «        =  :f  .• 


Damit  ist  in  der  That  der  verlangte  Nachweis  erbracht. 


David  ffilbert»  £7e6er  eine  allgemeine  Gattung  irrcUümcUer 
Invarianten  und  Covarianten  für  eine  binäre  Grundform  geraden 
Grades,    (Vorgelegt  von  F.  Klein.) 

Unter  den  Schwierigkeiten  und  Hindernissen,  welche  sich 
der  fortschreitenden  Entwiokelung  der  binären  Invananten- 
theorie  in  den  Weg  stellen,  sind  diejenigen  nicht  gering  zu 
schätzen,  welche  einerseits  in  der  Herstellung  hinreichender 
Invarianten-  resp.  Covariantencriterien  für  die  einfachsten  und 
nächstliegenden  Ausartungen  einer  Grundform,  andererseits  in 
der  Deutung  der  einfachsten  Invarianten*  resp.  Covarianten- 
relationen  durch  Beschreibung  der  entsprechenden  Ausartung 
jener  Form  bestehen.  Wie  in  der  That  die  bisher  der  Unter- 
suchung zugänglichen  Einzelfälle  bestätigen,  geben  im  Allge- 
meinen einfache  an  eine  Grundform  gestellte  Anforderungen, 
z.  B.  die  Forderung  einer  Doppelwurzel,  keineswegs  zu  über* 
sichtlichen  invarianten  Bildungen  Anlass,  während  umgekehrt 
das  identische  Verschwinden  einfacher  Covarianten,  z.  B.  einer 
bestimmten  Ueberschiebung  der  Grundform  über  sich  selber, 
nur  selten  eine  einfache  Deutung  ftlr  jene  Grundform  gestattet. 
Eine  Aussöhnung  des  gekennzeichneten  Zwiespaltes  für  eine 
Reibe  von  Fragen  anzubahnen,  eventuell  Grund  und  Wesen 
jener  eigenthttmlichen  Verhältnisse  aufzudecken,  dafür  giebt  es 
meiner  Ueberzeugung  nach  ein  geeignetes  Mittel  in  der  syste- 
matischen Behandlung  einer  gewissen  allgemeinen  Gattung 
irrationaler  Invarianten  und  Covarianten  der  Grundform.  Als 
irrationale  Invariante  bezeichnen  wir  jede  Wurzel  einer  alge- 
braischen Gleichung,  deren  Coefficienten  rationale  Invarianten 
der  Grundform  sind  und  ^war  in  der  Weise,  dass  ihre  Gewichte 
eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Die  so  deßhirte  irrationale 
Invariante  besitzt  in  der  That  die  Eigenschaft,  für  die  trans- 
formirte  Grundform  einen  Werth  anzunehmen,  welcher  bis  auf 
eine  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  als  Factor  mit  ihrem 
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ursprünglichen  Werthe  übereinstimmt.  Eine  irrationale  Co- 
Variante  ist  eine  solche  Covariante,  deren  Bildungsgesetz  die 
Kenntniss  irgendwelcher  irrationaler  Invarianten  voraussetzt. 

Um  nun  den  Weg  anzudeuten,  welcher  naturgemäss  und 
unmittelbar  zur  Betrachtung  jener  allgemeinen  Gattung  irratio- 
naler  Invarianten  und  Covarianten  hinführt,  verfahren  wir  der- 
art, dass  wir  zunächst  eine  irrationale  Covariante  (p  von  unbe- 
stimmter Bedeutung  fingiren  und  dann  von  dieser  aus  unter 
ausschliesslicher  Benutzung  der  einfachsten  und  ursprünglich- 
sten invarianten  Prozesse  zu  weiteren  irrationalen  Bildungen 
fortzuschreiten  versuchen.  In  diesem  Sinne  bilden  wir  die  t^ 
Ueberschiebung  der  Form  cp  über  die  Grundform  /*,  wodurch 
sich  die  neue  irrationale  Covariante  (/*,  q>)^ »  (p  ergiebt;  die  i^ 
Ueberschiebung  der  letzteren  über  die  Grundform  f  liefert  die 
weitere  irrationale  Covariante  (/*,  (p'){  ==  tp"  u.  s.  f.  War  die 
ursprüngliche  Form  (p  vom  Grade  v^  so  besitzt  die  Form  q)'  den 
Grad  v  -+-  n  —  2 1,  die  Form  (p"  den  Grad  1/ -i-  2n  —  2  (t 4- 1")  u.  s. f. 
Richten  wir  es  nun  so  ein,  dass  nach  einer  gewissen  Anzahl  x 
von  Wiederholungen  der  beschriebenen  Operation  die  dann  ent- 
standene Form  q>(^)  mit  der  ursprünglichen  Form  q>  den  gleichen 
Grad  v  erhält  und  lassen  von  da  an  die  Ueberschiebungszahien 
1,1",  ...  it^^O  periodisch  wiederkehren,  so  ist  damit  ein  in  das 
Unendliche  fortlaufender  Prozess  definirt,  und  es  entsteht  die 
Frage,  welche  Grenzformen  nach  unendlidier  Fortsetzung  dieses 
Prozesses  auftreten.  Die  nähere  Ueberlegung  zeigt,  dass  diese 
Grenzformen  von  der  Art  der  ursprünglich  fingirten  Form  tp 
wesentlich  unabhängig  erscheinen:  zugleich  ergiebt  sich  die 
aufgeworfene  Frage  als  gleichbedeutend  mit  der  Au&uchung 
solcher  Formen  9p,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  sich  nach 
X  maliger  Wiederholung  des  oben  beschriebenen  invarianten 
Prozesses  bis  auf  eine  Constante  l  zu  reproduciren.  Diese  Con- 
stante  X  ist  eine  irrationale  Invariante  im  früher  definirten  Sinne, 
die  Form  fp  eine  ihr  zugehörige  irrationale  Covariante.  Inwie- 
fern die  in  der  bisherigen  Litteratur  behandelten  EinzelfMle  von 
irrationalen  Invarianten  und  Covarianten  durch  die  skizzirten 
Gesichtspunkte  neuen  Zusammenhang  und  einheitliche  Bedeu- 
tung gewinnen,  tritt  im  weiteren  Verlauf  der  Untersuchung 
klar  zu  Tage. 

Nach  vorausgeschickter  Kennzeichnung  des  allgemeinen 
Problems  dürfte  es  als  eine  naturgemässe  Special isirung  des- 
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selben  erscheinen,  wenn  wir  uns  vorläufig  mit  der  Untersachung 
des  nächstliegenden  Falles  x  =  1  eingehender  beschäftigen. 
Unsere  Fragestellung  specialisirt  sich  in  diesem  Falle,  wie  folgt : 
Wie  lassen  sich  binäre  Formen  tp  =  a^^  vom  v^'^  Grade 
finden^  die  sich  nach  ihrer  t****  Ueberschiebung  über  eine  gegebene 
binäre  Grundform  f^  a^  vomv^^  Grade  bis  auf  einen  constan" 
ten,  im  Allgemeinen  von  Ntdl  verschiedenen  Factor  —  l  ungeändert 
reproduciren,  mithin  die  Identität : 

(1)  (/*,  qp),  H-  Ar/)  ^  0        ^ 

erfüllen? 

Zunächst  ist  offenbar,  dass  in  Folge  der  Relation : 
.     r-i-n  —  2t  =  r    oder    n  =  2  i 

das  gegenwärtige  Problem  stets  eine  binäre  Form  geraden  Gra- 
des als  gegebene  Grundform  voraussetzt.  Da  fernerhin  das  Ver- 
schwinden sämfntlicher  r  -f- 1  Coefficienten  auf  der  linken  Seite 
der  Formel  (1)  erforderlich  ist,  ^o  zerfallt  die  Bedingung  (1)  in 
r  +  1  Bedingungsgleichungen  für  die  r  H-  1  nicht  homogenen 
Unbekannten: 


,  ^, 


«0  »0  "o 

worin  sich  von  vorne  herein  die  Widerspruchsfreiheit. und  Be- 
stimmtheit unseres  Problems  offenbart.  Durch  die  Mittel  der 
Determinantentheorie  und  die  ausgiebige  Anwendung  von  Eli- 
minationsprozessen gewinnen  wir  der  Reihe  nach  folgende 
Resultate : 

A  ist  eine  irrationale  Invariante  der  Grundform  f  vom  Ge- 
wichte i  und  genügt  der  Gleichung  v  -^  \^^  Grades: 

(2)  z/(A)  =  yo^^**  +y.X^-*  ^J.V"''^  '"^Jp^i  =  0, 
worin  J^  eine  von  Null  verschiedene  Zahl^  7,,  7,,  ...  J^^^^  rationale 
Invarianten  resp,  vom  Grade  2,  3,  ...  y  4-  4  m  den  Coefficienten 
der  Grundform  f  bedeuten.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  (2) 
schreibt  sich  als  Determinante  in  der  Gestalt : 


^W  = 


S+yj      '*!     "'f+V 


•  kp  o,«>,+4, 
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Die  Zeichen  k  bedeuten  gewisse  ganze  Zahlen,  welche  der 
Doppelgleichung : 

genügen.  Zur  Discussion  der  Gleichung  (2)  und  damit  über- 
haupt zur  Weiterentwickelung  des  Problems  ist  eine  durch- 
gehende Unterscheidung  folgender  vier  Hauptfälle  nothwendig: 

Hauptfall    I :  t  =  0  ,  vsO  (mod  2) 

II:  ts4,  vsA 

III:  }  =  1,  vsO        -       \  n=:2i. 

IV:  tsO,  a/=4 

Es  zeigt  sich,  dass  nur  für  Hauptfall  I  die  Gleichung  (2)  im 
Allgemeinen  ^  h-  1  wesentlich  untereinander  verschiedene  Wur- 
zeln l  liefert;  für  Hauptfall  II  ordnen  sich  die.v  +  4  Wurzeln 

X  in  —^  Paare  entgegengesetzt  gleicher  Wurzeln ;  für  Haupt- 
fall III  ist  eine  der  i'  4-  1  in  Rede  stehenden  Wurzeln  gleich 
Null,  während  sich  die  übrigen  ^  in  y  Paare  entgegengesetzt 

gleicher  Werthe  anordnen;  Hauptfall  IV  endlich  charakterisirt 
sich  dadurch,  dass  sich  für  ihn  die  v  -+- 1  Wurzeln  l  der  Glei- 

chung  (2)  in  Paare  gleicher  Wurzeln  anordnen.    Zur  Er- 

leichterung der  Uebersioht  bei  späterer  Bezugnahme  gruppiren 
wir  die  v  H-  4  Wurzeln  X  der  Gleichung  (2)  in  den  vier  Haupt- 
fallen,  wie  folgt : 

Hauptfall  l: 

Hauptfall  II: 

XW,  A(*)  =  -X(o),  A(«),  A«  =  -;iW,  ...  A(»'-*),  xW=x  -i(*'-*>. 

Hauptfall  Ul: 

xw,  i(o = -  xw,  aw,  aw  ^  «  x(^), . . .  A*'-«,  x^-' = -  A(«'-*);  x(^)=o . 

Hauptfall  IV : 
AW,  A(*)=     AW,  A(«),  A(»)  =  A«,    :   ...A»'-*),   A(^)=     A^*'-*). 

Was  nun  die  Ermittelung  und  Discussion  der  fraglichen 
Formen  q)  selber  anbetriflft,  so  ergiebt  sich,  dass  für  die  ersten, 
drei  Hauptfälle  im  Allgemeinen  zu  jeder  der  v^  ^  Wurzeln  X 
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eine  und  nur  eine  Form  g>  im  Sinne  der  Bedingungtgleichung  (1) 
gehört.  Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

J{x,y,X)  = 


Vo<+v.     *.*'o<+.'-4.        •••<'»-''o<  +  (-<)''Q^. 


X, 


und  entwickeln  die  Determinante  nach  Potenzen  von  X,  wie 

folgt: 

(3)  J(x,  y,  l)  =  C.i"  +  C,  A"-«  +  . . .  +  C»  , 

so  sind  die  Coefficienlen  C,,  C,,  .  •.  C,,  rationale  Govarianten 
vom  Grade  V  für  jede  der  beiden  Variabeinreihen  £C,,  (r,;  y^,  y„ 
dagegen  resp.  vom  Grade  0,  4,  ...  f  in  den  Goefficienten  der 
Grundform  f.  Wie  mit  Hülfe  dieser  invarianten  Bildung  (3) 
fQr  die  ersten  drei  Hauptfalle  die  Gonstruction  der  zur  Wurzel 
A,(/*)  zngehtfrigen  irrational-covarianten  Form  ip^f*)  ausgeführt 
wird,  ist  aus  der  nachstehenden  Tabelle  ersichtlich : 

Hauptfall  1:  J[x,  y,  iW)      «  <p(f*)(x)  .  <p^l*Hy]\      ^ 

J  [X,  X,  A(/*))      «  [q,W  [x)Y  I  /*-''••  • 

II :  J  [x,  y,  ;i(W)      =  <p(f)  (sc)  q>(l**'>  (y) 
J{x,  y,  1(1***))  =  yC*')  (x)  9)(W(y) 
J  [X,  X,  X(f*)}      =  J  (x,  X,  X(l***)] 
=  ipW[x)  g>(f***Hx) 

-  Ul:  j {X,  y,  X(l*))  =  <pW (x) yC**' (y) 
J(x,  y,  i«/**'))  =  9)(/«+0{a;)9)(A»)(y) 
^(x,  X,  XW)     =  ^/  (ac,  X,  A0**0) 

./(x,y,  0)  =9><''>W9P^''^(y). 

J(x,x,0,  =[9)C)'x;i*. 


/ts=0,«,,..»'— 4. 


^«0,«,...»'— 2. 
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Der  vierte  Hauptfall  schliesslich  nimmt  eine  gesonderte  Stellung 
ein,  indem  für  denselben  die  invarianten  Ausdrücke  ^^(x,  y,  kW) 
für  alle  Werthe  der  Variabein  x^,  x^  und  y^,  y^  identisch  ver- 
schwinden.   Die  nähere  Untersuchung  dieses  Hauptfalles  zeigt 

dementsprechend,  dass  hier  jedem  der  — —  unter^nander  ver- 
schiedenen Wurzelwerthe  l  nicht  eine  bestimmte  Form  q>,  sondern 
alle  Formen  eines  gewissen  Formenbüschels  zugehören.   Zur  Con- 

struction  dieser  — "  Büschel  verhilft  uns  die  invariante  Bildung : 

<»' 


v,"-,  +f)y4y.*-S  *.*«<+..   ^«'o.-Oi.  -V«*- 


worin  die  Entwickelungscoefficienten  C^,  C^,  ...  C,,_^  rationale 
Govarianten  vom  Grade  v  für  jede  der  vier  Variabeinreihen 
^17  ^«;  ytj  y«;  ^u  '*«;  ^4»  *«»  dagegen  resp.  vom  Grade 
0,  1,  ...  i'  —  1  in  den  Coefficienten  der  Grundform  sind.  Be- 
zeichnen nun,  (i  als  gerade  vorausgesetzt,  cpW  und  g>('*'*'*)  zwei 
beliebige  Formen  des  zur  Wurzel  XW  gehörigen  Büschels,  so 
besteht  die  Formel: 

Hauptfall  Vf\ 

J  P'  ^y  i)  =r  [q)W  [x)  (pt^-*-*)  (r)  -  9)(^**)  (o?)  g)(/*)  (r)] 

X  [fp(^)  (y)  9^^**)  W  -  ?)^^-^*My)  9<^>  W]  L^^ 

Die  Jaoobi'sche  Covariante  JW  des  so  auftretenden  Formen- 
büschels drückt  sich  unter  Einführung  des  invarianten  Deter- 
minantehausdruckes : 
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J/,*"',  0,  Va,.+A,       Ar,*Oi_4,  ...Va.-i'. 

y«""''  - (7')y/"*y.,  v«.*.-.,  A/-'a,.,,_„  ...*/-  a,_„ 

0,  0,  x/-«,         -(7*)a;/-»x.,...    0, 


0,  0,  0, 


mittelst  der  Formel : 

Hauptfall  IV:  jW{x,  y,  iW)  =  J(^)(x)  /^)(t/) 

direct  durch  den  Wurzelwerth  kW  und  die  rational-invariaDten 
Bildungen  C^,  C^,  ...  Cj^.^  der  Grundform  aus.  Welche  Formel 
übrigens  in  allen  bisher  angegebenen  Formelpaaren  den  Vorzug 
verdient,  ob  die  erstere  mit  zwei  Variabeinreihen  oder  die  letz- 
tere mit  nur  einer  Variabeinreihe,  bleibt  der  Prüfung  des  Einzel- 
falles vorbehalten. 

Betreffs  des  gegenseitigen  Verhalteps  der  Formen  q>  unter- 
einander sprechen  wir  in  aller  Kürze  folgende  Behauptungen 
aus: 

Die  v-^^  Formen  q>(^\  q>(^),  . . .  q)^^)  bilden,  von  Ausnahme- 
fällen  abgesehen,  ein  System  linear  von  einander  unabhängiger 
Formen  v***  Grades, 

Ihre  !/*•*  Ueberschiebungen  {q)^,  9>^^^)v  verschwinden  für 
alle  Indexpaare  ju,  x,  welche  sich  nicht  in  nachstehender  Tabelle 
mit  bezüglicher  Unterscheidung  der  vier  Hauptfälle  verzeichnet 
finden. 

Tab.  I. 

Hauptfalll:  iu,x  =  0,0;  =1,1;  =2,2; ...  =:i/,i/. 

II:  fi,x  =  0,4;  =2,3;  =s4,5; ...  =i/— 1,«/. 

-       III:  ^,x  =  0,1;  «2,3;  =4,5;  ...  =1/— 2,1^—4;  =v,v. 

IV;  ^,x  =  0,4;  =2,3;  =4,5; ...  =1/— 4,r. 
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Die  in  der  Tabelle  ausgezeichneten  Ueberschiebungen  müssen, 
von  Ausnahmefallen  abgesehen^  nothwendig  endlich  bleiben;  sie 
gestatten  eine  einfache  Darstellung  als  Function  der  Wurzelwerthe 
A,  wie  folgt: 
Hauptfall  I,  II,  III:  {ipW^  g)^)^  =  (A(^)  -  HV)  [XW  -  iO)) . . . 

Hauptfall  IV :  (9)^^*),  (p(»))^  =  (XC^)  -  A(«))  {A(^)  -  A(«)) . . . 

In  diesen  Formeln  ist  zugleich  die  Proportionalität  der  Discri- 
minante  von  Gleichung  (2)  mit  dem  Quadrate  der  Functional- 
invariante  des  Formensystems  (p  ausgesprochen. 

Zwischen  den  quadratischen  Covarianten  der  Formen  tp  be- 
stehen bezüglich  für  die  vier  Hauptfälle  die  folgenden  linearen 
Identitäten : 

Tab.  II. 

Hptf.  I :  cW  (9)W,  9)W)a-l-  c^*) (9><*\  (p^%  -*-  •  -  +  o(^)  (cpC),  9)W)a=0.  • 
a  =  0,  2,  ...  r  — i  — 2,  »'^ t  +  2,  ...  r. 
-     II :  €W((p^'\  (p(O)^H.  c(«)(y(«),  9('^)ey4-  -  +  cC''-*)((p(>'-0,  <p(^\=:=0, 
a=*  0,  2,  ...  V  — t  — 2,  i'  — t-+-2,  ...  ^  —  1. 

a=  1,  3,  . ..  y  — «  — 2,  1/  — t-f-2,  ...  V  — r 

a  =  1 ,  3,  . . .  y  —  t  —  2,  i'  —  e  4-  2,  . . .  1/ . 

Die  Oonstanten  c^f*)  sind  nichts  anderes  als  die  Wurzelwerthe 
X(f*)  nach  ihrer  Division  mit  den  bezüglichen  in  der  vorigen 
Tabelle  angegebenen  Ußberschiebungen  (qp^W,  g?(*))y  . 

Hit  der  Herstellung  des  invarianten  Bedingungssystems 
(Tab.  II)  ist  die  Gesammtheit  der  allgemein  gültigen  invarianten 
Relationen  des  Formensystems  gp(®),  gp(*),  . . .  yW  erschöpft, 
indem  das  gleichzeitige  Bestehen  der  bisher  gefundenen  inva- 
rianten Beziehungen  für  jenes  Formensystem  hinreicht,  damit 
dasselbe  im  Sinne  der  Bedingungsgleichung  (1}  einer  Grund- 
form f  vom  Grade  n  =  2 1  zugehdren  kann.  Wir  gewinnen  somit 
das  Theorem : 

Verschwinden  für  ein  System  von  r  -I-  4  Formen  y***  Grades 
alle  v*^  Ueberschiebungen  mit  Ausnahme  der  bezüglich  in  Tab»  I 

angegebenen  und  existiren  ferner  v  -¥  \  resp.  ^^-^^  resp.  y  "*"  ^ 
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Constanten  c  von  der  Art,  dass  zwischen  den  quadratischen  Cova- 
rianten  der  Formen  qp(®\  qp(0,  . . .  yC»*)  bezüglich  die  linearen  Be- 
ziehungen in  Tab.  II  stattfinden,  dann  und  nur  dann  gehört  das 
Formensystem  im  Sinne  der  Bedingungsgleichung  (1)  einer  Grund- 
form  f  vom  Grade  n  ss  H  zu.  Die  Grundform  f  und  die  ent- 
sprechenden irrationalen  Invarianten  k^f*)  derselben  erhält  man 
bezüglich  aus  den  'Formeln  : 

Hauptfall  \: 

X(f*)  ^  cW  {cp(f),  q>(f*))^. 

Hauptfall  II : 

f=C^{(p('\  ?>(*)),.-,•  4-  c(«)(9)(»),  yW)^^,.  +  ...  +  c(''-0(y(»'-0,'9?W)^^.; 

AW«  cW{q>W,(p(f*'^')),,. 
Hauptfall  111 : 

Hauptfall  lY: 

Nachdem  damit  die  Hauptpunkte  des  Eingangs  bezeichneten 
Problems  erledigt  sind,  entsteht  eine  Reihe  weiterer  Fragen, 
unter  denen  die  Untersuchung  der  möglichen  Ausartungen  des 
allgemeinen  Falles  die  erste  Stelle  einnimmt.  Der  eben  be- 
trachtete Fall  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  für  ihn  die  y-i- 1 
Wurzeln  A,  von  der  paarweisen  Gleichheit  im  vierten  Haupt- 
falle abgesehen,  untereinander  verschieden  ausfallen.  Bestehen 
jedoch  zwischen  den  Invarianten  J^,  J^,  7,,  ...  J^.^^  der  Grund- 
form f  in  Gleichung  (2)  eine  resp.  mehrere  Relationen,  welche 
die  Gleichheit  zweier  resp.  mehrerer  Wurzeln  A  zur  Folge  haben, 
so  ist  offenbar,  dass  die  Construction  des  vollständigen  Systems 
^(•)^  <jp(t)j  . . .  yC)  in  obiger  Weise  nicht  durchführbar  wird. 
Schliessen  wir  vorläufig  andere  Vorkommnisse  und  Ausartungen 
höherer  Art  aus,  so  zeigt  die  eingehendere  Untersuchung  mit- 
telst Grenzübergang,  dass  im  Falle  einei*  (/  4- 1 )  fachen  Wurzel 
l  an  Stelle  der  entsprechenden  Formen  q>^^\  y<^^,  . . .  y^'>  gewisse 
andere  Formen  xp^^^,  tj/^^  ...  i//'^  treten,  für  welche  allerdings 
die  aufgestellten  Theoreme  des  allgemeinen  Falles  im  Einzelnen 
eine  modificirte  Gestalt  annehmen* 

Mat1i.-ph78.  ClaBse  1885.  99 


436  David  Hilbsrt. 

Während  der  eben  skizzirte  Ausnahmefall  durch  die 
Existenz  gewisser  Relationen  zwischen  den  rationalen  Inva- 
rianten  der  Grundform  f  bedingt  war,  umfasst  eine  zweite 
nicht  minder  wichtige  Gattung  von  Ausartungen  des  allgemeinen 
Falles  alle  diejenigen  Vorkommnisse,  in  denen  es  sich  um  das 
identische  Verschwinden  der  zur  Construction  des  Systems 
y(0)^  (jp(i)^  , . .  fpiv)  nothwendigen  Covarianten  der  Grundform 
/handelt.  Um  hier  möglichste Vollstündigkeit  zu  erzielen,  wird 
das  Studium  rfei'  allgemeineren  invarianten  Bildung : 

/p(i),9(i)    \ 


0,  ..  0,  p,t/)*,  ..(-f.^'p^COr 

nolhwendigy  worin  die  Entwickelungscoefficietiten  C^,  C,, ...  C,._/^, 
rationale  Covarianten  vom  Grade  v  für  jede  der  2  /  Variabeinreihen 

Vi%  Vt^^^'^  ^i^\  ?«^*^•  ••■  P^^'^  Pl^'^•  94^'^  9«^'^  dagegen  resp.  vom 
Grade  0,  1,  ...  r  — /+  <  in  den  Coefficienten  der  Gi^ndform  sind. 
Es  zeigt  sich,  dass  das  identische  Verschwinden  dieser  invarianten 
Bildung  nach  Einsetzung  eines  Wurzelwerthes  k  zur  Folge  hat, 
dass  dem  letzteren  nicht  eine  einzelne  Form  cp,  sondern  alle  For- 
men einer  bestimmten  l-fach  unendlichen  linearen  Mannigfaltigkeit 
im  Sinne  der  Bedingungsgleichung  (4)  zugehören.  Die  Bestimmung 
dieser  Formenmannigfaltigkeit,  sowie  ihrer  Functionalcovariante 
geschieht  wiederum  mit  Hülfe  rationalei^  Covarianten  der  Grund- 
form. 

Tritt  uns  die  eben  beschriebene  Ausartung  in  ihrer  reinsten 
Form  entgegen,  so  wird  jene  Wurzel  k  nur  zu  einer  /h-4 -fachen 
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Wurzel  der  Gleichung  (2)  und  die  befriedigende. Erledigung 
dieses  Falles  bietet  keine  fernere  Schwierigkeit.  Fallen  jedoch 
noch  weitere  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  mit  jenem  /H-4-fachen 
Wurzelwert  he  A  zusammen,  so  combiniren  sich  die  beiden  vorhin 
beschriebenen  Gattungen  von  Ausnahmefällen  und  es  etitsteht  eine 
grosse  Mannigfaltigkeit  möglicher  Vorkommnisse,  Eine  befrie- 
digende und  vollständige  Discussion  derselben  erreichen  wir 
mittelst  einer  Methode,  welche  der  Methode  der  Elementur- 
theiler  in  der  Theorie  der  Ausartungen  der  quadratischen  Form 
ähnlich  ist. 

Die  Begründung  der  im  Vorstehenden  ausgesprochenen 
Behauptungen,  sowie  eine  eingehendere  Discussion  der  speciel- 
len  Grundformen  2*«»,  4*«°,  6*«»  und  8*«»  Grades  an  der  Hand 
dei^  gekennzeichneten  Methode  behalte  ich  einer  späteren  Ver- 
öfifentlichung  vor.  Für  die  bezeichneten  Fälle  ist  die  wirkliehe 
Berechnung  der  in  Frage  kommenden  rationalen  Invarianten 
und  Covarianten  und  ihre  Darstellung  durch  bekannte,  über- 
sichtliche invariante  Bildungen  noch  in  einfacher  Weise  mög- 
lich nnd  führt  demgemäss  zu  bemerkenswerthen  Einzelresul- 
taten. An  gegenw^ärtiger  Stelle  sei  nur  erw^ähnt,  dass  die  beiden 
Fälle  n  =  4,  o/  =  2  und  w  =  4,  ^  =  3  schon  in  der  bisherigen 
Litteratur  für  die  Theorie  der  biquadratischen  Form  eine  wich- 
tige Rolle  spielen,  indem  der  erstere  von  ihnen  zur  Theorie  der 
Hermite'schen  q>,  t/;,  x- Formen*)  führt  und  der  zweite  Fall 
die  Frage  nach  der  Construction  der  cubischen  Formenbüschel 
von  vorgeschriebener  Jacobi'scher  Covariante  zur  Erledigung 
bringt.  Ein  besonderes  Interesse  beansprucht  noch  der  allge- 
meinere Fall  V  ==  I,  weil  derselbe  die  Theorie  der  Potenzdarstellung 
und  sogenannten  Canonisirung  binärer  Formen  geraden  Grades 
in  sich  begreift.  Das  Studium  der  möglichen  Ausartungen  dieses 
Falles  führt  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Betrachtung  gewisser 
Grenzformen,  unter  welchen  die  von  Klein  und  Gordan  unter- 
suchten Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich  eine  aus- 
gezeichnete Stelle  einnehmen. 

Schliesslich  verlangt  unser  Problem  noch  nach  einer  an- 
deren Richtung  hin  die  Discussion  der  Gleichung  (2).    Da  näm- 


1)  Vgl.  Faädi  Bruno,  Theorie  der  binären  Formen.  Deutsch.bear- 
beitet  von  Th.  Walter.  §20. 
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lieh  die  Grundform  fuur  n  —  2  algebraisch  von  einander  unab- 
hängige Invarianten  zur  Verfügung  stellt,  so  werden  bei  der 
Wahl  eines  genügend  grossen  v  zwischen  den  Coefficienten  der 
Gleichung  (2)  Beziehungen  stattfinden,  deren  Untersuchung 
Interesse  bietet.  Zeigt  sich  dabei  die  Reducibiiität  der  Glei- 
chung (2),  so  besitzt  die  Grundform  nothwendig  eine  Gruppe 
von  weniger  als  o/  -f-  1  rationalen  Covarianten  vom  Grade  v, 
welche  durch  di^  Eigenschaft  ausgezeichnet  sind,  sämmtlich 
nach  ihrer  i^^  Ueberschiebung  über  die  Grundform  in  eine 
lineare  Combination  ihrer  selbst  überzugehen.  Als  Beispiel  und 
Beleg  für  dieses  Vorkommniss  diene  der  Fall  der  biquadratischen 
Form:  n  =  4^  v  =  4. 

•  Nach  den  einleitenden  Bemerkungen  am  Anfange  der  gegen- 
wärtigen Hittheilung  entsprang  das  vorstehend  untersuchte 
Problem  einer  weit  umfassenderen  Idee.  Unser  Fall  x  =  1  ergab 
sich  aus  der  letzteren  durch  naturgemässe  Specialisirung,  hatte 
jedoch  vorweg  die  Ausschliessung  der  Formen  ungeraden  Grades 
von  der  Betrachtung  zur  Folge.  Schon  dieser  Umstand  weist  auf 
die  Nothwendigkeit  der  Untersuchung  des  weiteren  Specialfalles 
X  =  2  hin,  welcher  für  die  binären  Formen  ungeraden  Grades 
eine  nicht  weniger  wichtige  Rolle  spielen  wird,  wie  der  oben 
behandelte  Fall  x  =  1  für  die  Formen  geraden  Grades. 
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